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Part I

作业参考答案
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第1章

第一周作业

Exercise 1.1 (Ex 1.6)

令X1, X2, · · · 是独立同分布的连续随机变量。若Xn > max(X1, · · · , Xn−1)，这里X0 = −∞，
则我们说在时刻n(n > 0)产生了一个记录，并有记录值Xn.
(a) 以Nn记到时刻n为止（包含n）已产生的记录的个数。计算E[Nn]和Var(Nn).
(b) 令 T = min{n : n > 1且在n有一个记录}. 计算P (T > n)并证明P (T < ∞) = 1和

E[T ] = ∞.
(c) 以Ty记首个大于 y的记录值出现的时刻。即

Ty = min{n : Xn > y}.

证明Ty与XTy独立。即取值首次大于 y的时刻与它的值独立。（如果你将这个命题逆转，它似

乎更直观。）

证明. (a) 设 Ik = 1{Xk是记录值}，则

Nn =
n∑

k=1

Ik, E[Nn] =
n∑

k=1

E[Ik] =
n∑

k=1

P (Ik = 1).

而计算可得

P (Ik = 1) =

∫ +∞

−∞
P (Ik = 1 | Xk = x)dF (x) =

∫ +∞

−∞

(∫ x

−∞
dF (t)

)k−1

dF (x)

=

∫ +∞

−∞
F k−1(x) dF (x) =

1

k
F k(x)

∣∣∣+∞

−∞
=

1

k
.

于是我们有

E[Nn] =
n∑

k=1

1

k
.

由上面的过程有

Ik ∼ B

(
1,

1

k

)
, Var(Ik) =

1

k
− 1

k2
.

设k > l，则我们有

P (IkIl = 1) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

x

P (IkIl = 1 | Xl = x,Xk = y)dF (y)dF (x)

=

∫ +∞

−∞

∫ +∞

x

(∫ y

−∞
dF (t)

)k−1−l(∫ x

−∞
dF (t)

)l−1

dF (y)dF (x)
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Chapter 1. 第一周作业

=
1

k − l

∫ +∞

−∞

(
1− F k−l(x)

)
F l−1(x)dF (x) =

1

kl
= P (Ik = 1)P (Il = 1).

因此有

E[IkIl] = P (IkIl = 1) =
1

lk
= E[Ik]E[Il], Cov(Ik, Il) = 0.

从而

Var(Nn) =
n∑

k=1

Var(Ik) =
n∑

k=1

(
1

k
− 1

k2

)
.

(b) 由题T = n (n > 1)即X2, · · · , Xn中仅有Xn > X1. 则

P (T = n) =

∫ +∞

−∞
P (T = n | X1 = x)dF (x) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

x

dF (t)

(∫ x

−∞
dF (t)

)n−2

dF (x)

=

∫ +∞

−∞
(1− F (x))F n−2(x)dF (x) =

1

n− 1
− 1

n
=

1

n2 − n
.

从而

P (T > n) =
∞∑

k=n+1

(
1

k − 1
− 1

k

)
=

1

n
, P (T ⩾ n) = P (T > n− 1) =

1

n− 1
.

于是

P (T < ∞) = 1− lim
n→∞

P (T ⩾ n) = 1.

E[T ] =
∞∑
k=2

k · P (T = k) =
∞∑
k=2

1

k − 1
=

∞∑
k=1

1

k
= +∞.

(c) 我们有

P (XTy > x | Ty = k) = P (Xk > x | X0 ⩽ y, · · · , Xk−1 ⩽ y,Xk > y).

由X1, X2, · · · 独立同分布，则

P (XTy > x | Ty = k) = P (Xk > x | Xk > y) =


1, x < y,

1− F (x)

1− F (y)
, x ⩾ y.

该表达式与k无关，故Ty与XTy独立。

Exercise 1.2 (Ex 1.16)

令 f(x)和 g(x)是概率密度函数。假设对一切x，存在某个 c使 f(x) ⩽ cg(x). 假设我们可以生
成具有密度函数 g的随机变量，且考虑以下算法：

第 1步：生成具有密度函数 g的随机变量Y .
第 2步：生成均匀的 (0, 1)随机变量U .

第 3步：若U ⩽ f(Y )

cg(Y )
，则令X = Y；否则返回第 1步。

假定相继生成的随机变量是独立的，证明

(a) X具有密度函数 f(x).
(b) 此算法生成X必须迭代的次数是均值为 c的几何随机变量。

证明. (a)我们有

P (X ⩽ x) = P

(
Y ⩽ x

∣∣∣ U ⩽ f(Y )

cg(Y )

)
=

P
(
Y ⩽ x, U ⩽ f(Y )

cg(Y )

)
P
(
U ⩽ f(Y )

cg(Y )

) .
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Chapter 1. 第一周作业

先计算分子

P

(
Y ⩽ x, U ⩽ f(Y )

cg(Y )

)
=

∫ x

−∞
P

(
U ⩽ f(Y )

cg(Y )

∣∣∣ Y = y

)
g(y)dy =

∫ x

−∞

f(y)

c
dy.

再计算分母

P

(
U ⩽ f(Y )

cg(Y )

)
=

∫ +∞

−∞
P

(
U ⩽ f(Y )

cg(Y )

∣∣∣ Y = y

)
g(y)dy =

1

c

∫ +∞

−∞
f(y)dy =

1

c
.

因此

P (X ⩽ x) =

∫ x

−∞
f(y)dy, PX(x) = f(x).

即X具有密度函数 f(x).
(b) 由 (a)我们有

P

(
U ⩽ f(Y )

cg(Y )

)
=

1

c
.

即每次迭代生成X的概率为 1/c且每轮迭代相互独立。故此算法生成X必须迭代的次数是均值

为 c的几何随机变量。

Exercise 1.3 (Ex 1.21)

令U1, U2, · · · 为独立的 (0, 1)均匀随机变量，而以N记n使
n∏

i=1

Ui ⩾ e−λ >
n+1∏
i=1

Ui, 其中
0∏

i=1

Ui = 1

的 (n ⩾ 0)的最小值。证明N是具有均值λ的Poisson随机变量。
（提示：对n用归纳法，取条件于U1，证明P (N = n) = e−λλn/n!.）

证明. 我们有P (N = 0) = P
(
1 ⩾ e−λ > U1

)
= P (U1 < e−λ) = e−λ，即n = 0时成立。

设n = k (k ⩾ 0)时有

P (N = k) =
1

k!
e−λλk.

从而

P (N = k + 1) =

∫ 1

0

P (N = k + 1 | U1 = x) dx

=

∫ 1

e−λ

P
(
xU2 ⩾ e−λ, xU2U3 ⩾ e−λ, · · · , xU2 · · ·Uk+1 ⩾ e−λ, xU2 · · ·Uk+2 < e−λ

)
dx

=

∫ 1

e−λ

P

(
U2 ⩾

e−λ

x
, U2U3 ⩾

e−λ

x
, · · · , U2 · · ·Uk+1 ⩾

e−λ

x
, U2 · · ·Uk+2 <

e−λ

x

)
dx

=

∫ 1

e−λ

P
(
U2 ⩾ e−(λ+lnx), U2U3 ⩾ e−(λ+lnx), · · · , U2 · · ·Uk+1 ⩾ e−(λ+lnx), U2 · · ·Uk+2 < e−(λ+lnx)

)
dx

=

∫ 1

e−λ

1

k!
e−(λ+lnx)(λ+ lnx)kdx =

e−λ

k!

∫ 1

e−λ

(λ+ lnx)kd ln x =
e−λ

k!
· λk+1

k + 1
=

e−λλk+1

(k + 1)!
.

故n = k + 1时也成立，于是N为均值λ的Poisson随机变量。

Exercise 1.4 (Ex 1.31)

如果X和Y 是分别具有均值 1/λ1和 1/λ2的指数随机变量，计算Z = min(X,Y )的分布。给

定Z = X时Z的条件分布是什么？
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Chapter 1. 第一周作业

解. ∀z ∈ (0,+∞)，我们有

P (Z ⩽ z) = 1− P (X > z, Y > z) = 1− (1− FX(z))(1− FY (z)) = 1− e−(λ1+λ2)z.

故Z服从参数为λ1 + λ2的指数分布。

而给定Z = X时，对∀z ∈ (0,+∞)有

P (Z ⩽ z | Z = X) = P (X ⩽ z | Y ⩾ X) =
P (X ⩽ z, Y ⩾ X)

P (Y ⩾ X)
.

先计算分子，该式即P (X ⩽ min(z, Y ))，即∫ z

−∞
P (X ⩽ y)fY (y)dy +

∫ +∞

z

P (X ⩽ z)fY (y)dy

=

∫ z

0

(1− e−λ1y)λ2e−λ2ydy +
∫ +∞

z

(1− e−λ1z)λ2e−λ2ydy

= 1− λ2

λ1 + λ2

(
1− e−(λ1+λ2)z

)
− e−(λ1+λ2)z =

λ1

λ1 + λ2

(1− e−(λ1+λ2)z).

再来计算分母P (Y ⩾ X)，即∫ +∞

0

P (X ⩽ y)fY (y)dy =

∫ +∞

0

(1− e−λ1y)λ2e−λ2ydy =
λ1

λ1 + λ2

.

则P (Z ⩽ z | Z = X) = 1− e−(λ1+λ2)z，故此时Z的条件分布仍是参数为λ1 + λ2的指数分布。

注记 1.1. 由本题可得出一个结论：两个速率为 v1, v2的泊松过程的叠加过程的速率是 v1 + v2.

Exercise 1.5 (Ex 1.39)

一个质点沿如下的图移动，使得每一步等可能地移向它的任意一个邻居。

0 1 2 · · · n− 1 n

证明：如果它从 0出发，则到达n的期望步数是n2.
（提示：以Ti记它从顶点 i − 1走到顶点 i (i = 1, · · · , n)所需的时间。先从 i = 1，然后 i = 2，

等等，递推地确定E[Ti].）

证明. 记Ti为质点从顶点 (i−1)走到顶点 i所需时间，显然T1 ≡ 1. 接下来归纳证明E[Ti] = 2i−1.
首先 i = 1时显然成立。设 i = k − 1时成立，即E[Tk−1] = 2k − 3 (k ⩾ 2)，则

E[Tk] =
1

2
E[Tk |下一步走到k] +

1

2
E[Tk |下一步走到k − 2]

=
1

2
+

1

2
(1 + E[Tk−1] + E[Tk]) = 1 +

1

2
(2k − 3) +

1

2
E[Tk].

从而有 E[Tk] = 2k − 1，即 i = k时也成立，故E[Ti] = 2i− 1. 从而所求期望为
n∑

i=1

E[Ti] =
n∑

i=1

(2i− 1) = n2.

这样就完成了证明。

Exercise 1.6 (Ex 2.3)

对于Poisson过程，证明对 s < t有

P (N(s) = k | N(t) = n) =

(
n

k

)(s
t

)k (
1− s

t

)n−k

, k = 0, 1, · · · , n.

2026春｜实用随机过程 5



Chapter 1. 第一周作业

证明. 对k, n ∈ N且n ⩾ k有

P (N(s) = k | N(t) = n) =
P (N(s) = k,N(t) = n)

P (N(t) = n)
=

P (N(s) = k,N(t)−N(s) = n− k)

P (N(t) = n)
.

由于Poisson过程具有独立增量

P (N(s) = k,N(t)−N(s) = n− k) = P (N(s) = k)P (N(t− s) = n− k).

而

P (N(s) = k) =
e−λs(λs)k

k!
, P (N(t− s) = n− k) =

e−λ(t−s)(λ(t− s))n−k

(n− k)!
.

于是

P (N(s) = k,N(t) = n) =
e−λt(λs)k(λ(t− s))n−k

k!(n− k)!
.

又由于

P (N(t) = n) =
e−λt(λt)n

n!
.

因此

P (N(s) = k | N(t) = n) =
n!

k!(n− k)!

sk(t− s)n−k

tn
=

(
n

k

)(s
t

)k (
1− s

t

)n−k

.

这样就完成了证明。

Exercise 1.7 (Ex 2.4)

令 {N(t), t ⩾ 0} 是速率为λ的Poisson过程。计算 E[N(t)N(t+ s)].

解. 首先我们有

N(t+ s) = N(t) + (N(t+ s)−N(t)).

因此

E[N(t)N(t+ s)] = E[N(t)2] + E[N(t) (N(t+ s)−N(t))].

由于Poisson过程具有独立增量，故N(t)与N(t+ s)−N(t)独立，于是

E[N(t) (N(t+ s)−N(t))] = E[N(t)]E[N(t+ s)−N(t)] = λt · λs = λ2ts.

而

E[N(t)2] = Var(N(t)) + (E[N(t)])2 = λt+ (λt)2.

从而

E[N(t)N(t+ s)] = λt+ λ2t2 + λ2ts = λt+ λ2t(t+ s).

6 2026春｜实用随机过程



第2章

第二周作业

Exercise 2.1 (Ex 2.5)

假设 {N1(t), t ⩾ 0}和 {N2(t), t ⩾ 0}是速率分别为 λ1和 λ2的独立的 Poisson过程。证明
{N1(t) + N2(t), t ⩾ 0}是速率为 λ1 + λ2的Poisson过程。进而，证明这个联合过程的首个
事件来自{N1(t), t ⩾ 0}的概率是λ1/(λ1 + λ2)，它独立于此事件发生的时刻。

证明. 依Poisson过程的定义，易由 {N1(t), t ⩾ 0}和 {N2(t), t ⩾ 0}是速率分别为λ1和λ2的独立

的Poisson过程，得到：

1. N1(0) +N2(0) = 0;

2. [N1(t+ s) +N2(t+ s)]− [N1(t) +N2(t)] = [N1(t+ s)−N1(t)] + [N2(t+ s)−N2(t)]与N1(t)

和N2(t)都独立，从而也与N1(t) +N2(t)独立；

3. P ((N1(t+ s) +N2(t+ s))− (N1(s) +N2(s)) = n))

=
n∑

k=0

P (N1(t+ s)−N1(s) = k, N2(t+ s)−N2(s) = n− k)

=
n∑

k=1

e−(λ1+λ2)t
λk
1λ

n−k
2

k!(n− k)!
tn

= e−(λ1+λ2)t
(λ1 + λ2)

n

n!
tn.

由定义，我们证得{N1(t) +N2(t), t ⩾ 0}是速率为λ1 + λ2的Poisson过程。
联合过程的首个事件来自于{N1(t), t ⩾ 0}，即N1(t) = 1, N2(t) = 0 | N1(t) +N2(t) = 1.

P (N1(t) = 1, N2(t) = 0 | N1(t) +N2(t) = 1) =
P (N1(t) = 1, N2(t) = 0)

P (N1(t) +N2(t) = 1)

=
λ1

λ1 + λ2

, 与 t 无关。

因此，它独立于事件发生的时刻。

Exercise 2.2 (Ex 2.10)

公交车按速率为λ的Poisson过程到达某个车站。你从这个车站上车，从你进入公交车的时刻
开始计算你到家需要时间R. 如果你步行，从这个车站到家需要时间W .假设你的策略是：到
达车站时等待一段时间 s，而如果在此时间内公交车还未到达，那么你步行回家。

2026春｜实用随机过程 7



Chapter 2. 第二周作业

(a) 计算从你到达车站时直至到家的期望时间。
(b) 证明若W < 1/λ + R，则 (a)部分的期望时间在取 s = 0时最小；若W > 1/λ + R，则它

在取 s = ∞时最小（就是你应该继续等车）；而当W = 1/λ + R时所有 s值都给出相同的期

望时间。

(c) 对于为什么当使期望时间最小时我们只需考虑 s = 0和 s = ∞的情形给出一个直观的解
释。

解. (a) 设公交车在人到达车站后T时间到达，记人到达车站时直至到家的时间为X，则

X =

T +R, T ⩽ s

s+W � T > s

所以

E[X] = P (X ⩽ s)(E[X | X ⩽ s] + R) + P (X > s)(s+W ).

因为公交车按照速率为 λ的速率到达，所以由无记忆性，T与公交车到达间隔同分布，即 T ∼
Exp(λ)，所以

P (X ⩽ s) = 1− e−λs,

E[X | X ⩽ s] =

∫ s

0

s
λe−λxdx
1− e−λs

=
−se−λs + (1− e−λs)/λ

1− e−λs
.

所以

E[X] = (W − 1/λ−R)e−λs + 1/λ+R.

(b)令 f(s) = E[X] (s ⩾ 0)
df(s)

ds = −λ(W − 1/λ−R)e−λs.

若W < 1/λ + R，则 f(s)为单调递增函数，s = 0时 q期望时间取最小值；若W > 1/λ + R则为

单调递减函数，s = ∞时最小；而当W = 1/λ+R时期望时间为定值，与 s值无关。

(c) 若步行回家时间小于等车时间期望和坐车回家时间之和，就应该立刻开始步行 (s = 0)，等待
只是在浪费时间；反之，若步行回家时间大于等车时间期望和坐车回家时间之和，就应该一直等

车，设置等车上限只是减少了选择最优策略的概率。

Exercise 2.3 (Ex 2.11)

汽车按速率为 λ的Poisson过程经过某个街道位置。某人在此位置等待直至此后的 T 个时间

单位她都看不到车时过街，求此人在过街前等待的期望时间。（注意，例如，若在前T个时间

单位没有车通过则等待时间是 0）

解. 设Xn, n ⩾ 1为某人开始等待后一系列连续汽车通过时间间隔，其中Xn为某人看见的第n−1

辆车和第n辆车之间的时间。记Y = min{n | Xn > T}，此人等待的时间为W，则有

W =
Y−1∑
k=1

Xk + T.

又因为 {Xn}之间相互独立，且都有P (Xn > T ) = e−λT，所以Y ∼ Geo(e−λT ).
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所以有

E[W ] = E

[
Y−1∑
k=1

Xk

]

= E

[
E

[
Y−1∑
k=1

Xk

∣∣∣ Y ]]
= E[(Y − 1)E[Xk | k < Y ]]

= E[(Y − 1)]E[Xk | Xk ⩽ T ]

=
eλT − 1

λ
− T.

Exercise 2.4 (Ex 2.12)

按速率为λ的Poisson过程发生的事件由一个计数器记录。然而，每当一个事件被记录时，计
数器变得在此后的 b个时间单位不起作用，且不再记录在此段时间中发生的任何新事件。以

R(t)记在时刻 t前被记录的事件数。

(a) 求前k个事件被记录的概率。

(b) 对 t ⩾ (n− 1)b, 求P{R(t) ⩾ n}

解. (a) “前 k个事件被记录”意味着系统原始的Poisson过程的前 k个事件全都被计数器记录下

来。设该Poisson过程的到达时间间隔为T1, T2, · · · , Tk，它们独立同分布且服从Exp(λ). 第一个
事件必然被记录。为了让第 2个到第 k个事件也全被记录，每次事件发生后，下一个事件的到达

时间必须大于计数器的失效时间 b。即要求对于 i = 2, 3, · · · , k，都有Ti > b. 由于Ti ∼ Exp(λ)，
有P (Ti > b) = e−λb。因此，前k个事件被记录的概率为

P (T2 > b, T3 > b, · · · , Tk > b) =
k∏

i=2

P (Ti > b) = (e−λb)k−1 = e−λb(k−1).

(b) 记S∗
n为第n个被记录事件的发生时刻。事件R(t) ⩾ n等价于S∗

n ⩽ t。观察记录过程可知，除

了第一个被记录的事件等待时间是普通的指数分布E1 ∼ Exp(λ)，对于此后的每一个被记录的事
件，其与上一个被记录事件的时间间隔均为 b + Ei，其中Ei ∼ Exp(λ)为失效期结束后等待下一
个事件到来的时间。因此，第n个被记录事件的发生时刻可以表示为

S∗
n = E1 + (b+ E2) + · · ·+ (b+ En) =

n∑
i=1

Ei + (n− 1)b.

其中
∑n

i=1 Ei即为原速率为λ的Poisson过程{N(t), t ⩾ 0}中第n个事件的到达时刻Sn. 于是有

P (R(t) ⩾ n) = P (S∗
n ⩽ t)

= P (Sn + (n− 1)b ⩽ t)

= P (Sn ⩽ t− (n− 1)b).

这恰好等价于原Poisson过程在 t− (n− 1)b时间内的到达事件数大于等于n。故

P (R(t) ⩾ n) = P (N(t− (n− 1)b) ⩾ n) =
∞∑
k=n

e−λ(t−(n−1)b) [λ(t− (n− 1)b)]k

k!
.
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Exercise 2.5 (Ex 2.19)

载顾客的公交车以速率为λ的Poisson过程到达一个有无穷多条服务线的排队系统。以G记

服务分布。一辆公交车以概率 aj(j = 1, 2, · · · )载有 j个顾客。以X(t)记在时刻 t前完成服务

的顾客数。

(a) E[X(t)] =?

(b) X(t)是否Poisson分布？

解. (a) 设 {N(t), t ⩾ 0}为公交车到达的Poisson过程。记第 j辆公交车的到达时刻为Sj，其载有

顾客数为Kj，且P (Kj = k) = ak。则有一次到达的期望顾客数为E[K] =
∑∞

k=1 kak。对于第 j辆

车上的第m个顾客，其服务时间为Yj,m ∼ G。该顾客在时刻 t前完成服务，当且仅当Sj+Yj,m ⩽ t，

即Yj,m ⩽ t− Sj。因此，时刻 t前完成服务的总顾客数可以表示为

X(t) =

N(t)∑
j=1

Kj∑
m=1

I(Yj,m ⩽ t− Sj).

给定N(t) = n及所有到达时间S1, · · · , Sn和各车载客数K1, · · · , Kn，求条件期望

E[X(t) | N(t) = n, S1, · · · , Sn, K1, · · · , Kn] =
n∑

j=1

KjG(t− Sj).

进一步对载客数Kj取期望

E[X(t) | N(t) = n, S1, · · · , Sn] =
n∑

j=1

E[Kj]G(t− Sj) = E[K]
n∑

j=1

G(t− Sj).

由Poisson过程的性质，给定N(t) = n时，S1, · · · , Sn的联合分布等价于n个在 (0, t)上均匀分布

的独立随机变量的顺序统计量。因此进一步对S1, · · · , Sn取期望

E

[
E[K]

n∑
j=1

G(t− Sj) | N(t) = n

]
= nE[K]

∫ t

0

G(t− u)
1

t
du =

n

t
E[K]

∫ t

0

G(s)ds.

所以E[X(t) | N(t) = n] =
n

t
E[K]

∫ t

0

G(s)ds.最后对N(t)取期望

E[X(t)] =
∞∑
n=0

E[X(t) | N(t) = n]P (N(t) = n)

= E[K]
E[N(t)]

t

∫ t

0

G(s)ds

= λ
∞∑
k=1

kak

∫ t

0

G(s)ds.

(b) X(t)不是Poisson分布。因为一辆公交车可能同时带来多个顾客，这些同乘一辆车的顾客虽
然服务时间独立，但他们的到达时间Sj是完全相同的，这导致他们的完成服务时间存在相关性。

由于存在成批到达且状态关联的情况，事件的发生并不满足独立增量的特性，因此X(t)通常不

服从Poisson分布 (除非每辆车必定只载 1人，即P (Kj = 1) = 1).

Exercise 2.6 (Ex 2.21)

个体按速率为λ的Poisson过程进入系统。每个到达者独立地处在系统地各个状态。以 ai(s)

记一个人在到达 s时间后处在状态 i的概率。以Ni(t)记在时刻 t处在状态 i的人数。证明
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Ni(t)(i ⩾ 1)是独立的且Ni(t)是具有均值 λE[在前 t个单位时间在系统中的个体处在状态 i

的时间总量]的Poisson随机变量。

证明. 给定在 [0, t]时间内有N(t) = n个个体到达系统，设它们的到达时刻为S1, S2, · · · , Sn。由

Poisson过程的性质可知，这些到达时刻的联合分布等价于n个独立同分布于 (0, t)上的均匀分布

随机变量的顺序统计量。

对于在 s时刻到达的个体，其在时刻 t处在状态 i的概率为Pi(s) = αi(t− s)。由命题 2.3.2得到，

Ni(t) = λtp

= λt
1

t

∫ t

0

αi(t− s)ds

u=t−s
= λ

∫ t

0

αi(u)du.

我们来考察积分
∫ t

0
αi(u)du的实际意义。设一个经过系统的个体，其在进入系统后经过时间

u时是否处于状态 i的示性函数为 I(u)，则E[I(u)] = αi(u).
该个体在到达系统后的前 t个单位时间内，处在状态 i的总时间期望为

E
[∫ t

0

I(u)du
]
=

∫ t

0

E[I(u)]du =

∫ t

0

αi(u)du.

因此，均值恰为λE[单个个体在其到达后的t个单位时间内处在状态i的时间总量].得证。

Exercise 2.7 (Ex 2.37)

令 {X(t), t ⩾ 0}是一个复合Poisson过程：X(t) =
∑N(t)

i=1 Xi，且假设Xi只能取有限个可能得

值。论证对充分大的 t，X(t)的分布是渐进正态的。

证明. 此题利用特征函数证明中心极限定理。已知复合Poisson过程X(t) =
∑N(t)

i=1 Xi。由于Xi取

值有限，其各阶矩均存在。记E[X1] = µ，Var(X1) = E[X2
1 ] − µ2，且记二阶原点矩E[X2

1 ] = σ2
0.

根据复合Poisson过程的性质，可求得期望和方差：

E[X(t)] = λtE[X1] = λtµ.

Var(X(t)) = λtE[X2
1 ] = λtσ2

0.

构造标准化随机变量：

Z(t) =
X(t)− E[X(t)]√

Var(X(t))
=

X(t)− λtµ

σ0

√
λt

.

已知X(t)的特征函数为ϕX(t)(u) = E[eiuX(t)] = exp{λt(ϕX(u)− 1)}，其中ϕX(u)是单次跳跃Xi的

特征函数。那么Z(t)的特征函数可以表示为

ϕZ(t)(u) = E
[
exp

{
iu
X(t)− λtµ

σ0

√
λt

}]
= exp

{
−iu

λtµ

σ0

√
λt

}
ϕX(t)

(
u

σ0

√
λt

)
= exp

{
−iuµ

√
λt

σ0

+ λt

(
ϕX

(
u

σ0

√
λt

)
− 1

)}
.

对ϕX(·)在原点附近进行二阶泰勒展开：

ϕX(v) = E[eivX1 ] = 1 + iµv − 1

2
E[X2

1 ]v
2 + o(v2) = 1 + iµv − 1

2
σ2
0v

2 + o(v2).
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将 v = u
σ0

√
λt
代入，当 t → ∞时, v → 0，有：

λt

(
ϕX

(
u

σ0

√
λt

)
− 1

)
= λt

(
iµ

u

σ0

√
λt

− 1

2
σ2
0

u2

σ2
0λt

+ o

(
1

t

))
= iµu

√
λt

σ0

− 1

2
u2 + o(1).

将此结果代回ϕZ(t)(u)的指数中：

lim
t→∞

ϕZ(t)(u) = lim
t→∞

exp
{
−iuµ

√
λt

σ0

+ iµu

√
λt

σ0

− 1

2
u2 + o(1)

}
= e−u2/2.

这恰为标准正态分布N(0, 1)的特征函数。因而对充分大的 t，Z(t)依分布收敛于标准正态分布，

即X(t)渐近正态。

Exercise 2.8 (Ex 2.39)

对复合Poisson过程计算Cov(X(s), X(t))。

解. 设X(t) =
∑N(t)

i=1 Xi是速率为λ的复合Poisson过程。不妨设 s < t，将X(t)拆分为两部分：

X(t) = X(s) + (X(t)−X(s)).

计算两者的协方差：

Cov(X(s), X(t)) = Cov(X(s), X(s) +X(t)−X(s))

= Cov(X(s), X(s)) + Cov(X(s), X(t)−X(s))

= Var(X(s)) + Cov(X(s), X(t)−X(s)).

由Poisson过程的独立增量性可知，时间段 (s, t]内到达的事件数N(t) − N(s)与时间段 [0, s]内

到达的事件数N(s)相互独立；且对应的Xi相互独立。因此，区间 (s, t]内的过程增量X(t) −
X(s) =

∑N(t)
i=N(s)+1 Xi 与区间 [0, s]内的过程X(s) =

∑N(s)
i=1 Xi相互独立。独立变量的协方差为

0，即Cov(X(s), X(t)−X(s)) = 0. 于是：

Cov(X(s), X(t)) = Var(X(s)).

对于复合Poisson过程，其方差为Var(X(s)) = λsE[X2
1 ]. 综上，考虑到 s和 t的对称性，对于任意

的 s和 t，有：

Cov(X(s), X(t)) = λmin{s, t}E[X2
1 ].
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第三周作业

Exercise 3.1 (Ex 3.2)

在定义更新过程中，我们假设到达间隔时间为有限值的概率F (∞)等于 1.若F (∞) < 1，则

在每次更新后以一个正概率 1− F (∞)没有别的更新。证明在F (∞) < 1时，若记总更新数为

N(∞)，则 1 +N(∞)具有以 1/(1− F (∞))为均值的几何分布。

证明. 我们有P (1+N(∞) = n) = P (N(∞) = n− 1) = P (在第 (n− 1)个更新后没有别的更新) =

P (X1, · · · , Xn−1 < ∞, Xn = ∞) = (F (∞))n−1 · (1 − F (∞)), n ∈ N+. 因此 1 + N(∞)服从参数为

p = 1− F (∞)的几何分布，从而均值为E[1 +N(∞)] = 1/(1− F (∞)).

Exercise 3.2 (Ex 3.7)

若到达间隔分布F是 (0, 1)均匀分布，证明

m(t) = et − 1, 0 ⩽ t ⩽ 1.

现在论证：为使到达间隔时间加起来刚好超过 1所需的 (0, 1)均匀随机变量的个数的期望是 e.

证明. 设更新函数为 m(t) = E[N(t)]. 对X1取条件可得

m(t) = F (t) +

∫ t

0

m(t− x)dF (x).

由于F是 (0, 1)上的均匀分布，当 0 ⩽ t ⩽ 1时有 F (t) = t, dF (x) = dx. 于是有

m(t) = t+

∫ t

0

m(t− x)dx = t+

∫ t

0

m(x)dx, 0 ⩽ t ⩽ 1.

两边对 t求导得 m′(t) = 1 +m(t), 0 ⩽ t ⩽ 1. 又 m(0) = 0. 故解此微分方程得 m(t) = et − 1, 0 ⩽
t ⩽ 1. 由于X1, X2, · · · 为独立的 (0, 1)均匀随机变量，并且有

Sn =
n∑

i=1

Xi, N(1) = max{n : Sn ⩽ 1}.

则“为使到达间隔时间加起来刚好超过 1所需的 (0, 1)均匀随机变量的个数”恰为 N(1) + 1. 因
此其期望为 E[N(1) + 1] = m(1) + 1 = e − 1 + 1 = e.

Exercise 3.3 (Ex 3.3)

用语言表述随机变量XN(t)+1代表什么？（提示：它是哪个更新区间的长度？）证明

P{XN(t)+1 ⩾ x} ⩾ F (x).
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当F (x) = 1− e−λx时精确地计算上式的左边的项。

证明. XN(t)+1代表第 (N(t) + 1)个更新区间的长度。由于N(t)为直至时刻 t的更新次数，所以 t

落在第 (N(t) + 1)个更新区间中，从而XN(t)+1表示包含时刻 t的更新区间长度。

注记 3.1. 这里的更新区间均取为左闭右开，而若取为左开右闭，则XN(t)+1表示从时刻 t后开始

直至下一次更新发生时，最后一个更新区间的长度。

考虑对SN(t) = max{Sn : Sn ⩽ t}取条件，对任意的 y ⩾ 0，我们有

P (XN(t)+1 ⩾ x | SN(t) = y) = P (XN(t)+1 ⩾ x | XN(t)+1 > t− y)

=
∞∑
n=0

P (N(t) = n)P (Xn+1 ⩾ x | Xn+1 > t− y) =
∞∑
n=0

P (N(t) = n)P (X1 ⩾ x | X1 > t− y)

= P (X ⩾ x | X > t− y) ⩾ P (X > x) = F (x).

显然有 0 ⩽ SN(t) ⩽ t，于是就有

P (XN(t)+1 ⩾ x) =

∫
[0,t]

P (XN(t)+1 ⩾ x | SN(t) = y)dFSN(t)
(y) ⩾ F (x)

∫
[0,t]

dFSN(t)
(y) = F (x).

即P (XN(t)+1 ⩾ x) ⩾ F (x)，即证。而若F (x) = 1− e−λx, F (x) = e−λx，则此时X为连续型随机变

量且{N(t), t ⩾ 0}为具有速率λ的Poisson过程，于是m(y) = E[N(y)] = λy，则由教材引理 3.4.3
及其推论有P (SN(t) = 0) = F (t) = e−λt, dFSN(t)

(y) = F (t− y)dm(y) = λe−λ(t−y)dy, y > 0，从而

P (XN(t)+1 ⩾ x)

= P (XN(t)+1 ⩾ x | SN(t) = 0)P (SN(t) = 0) +

∫
(0,t]

P (XN(t)+1 ⩾ x | SN(t) = y)dFSN(t)
(y)

= P (X > x,X > t) +

∫
(0,t]

λP (X > x,X > t− y)dy

= F (max(x, t)) + λ

∫
(0,t]

F (max(x, t− y))dy = e−λmax(x,t) + λ

∫ t

0

e−λmax(x,t−y)dy.

注记 3.2. 这里对 0单独计算是因为P (SN(t) = 0)并不为 0 (事件 {X1 > t}蕴含事件{SN(t) = 0}).

若 t ⩽ x，则 t− y ⩽ x，从而

P (XN(t)+1 ⩾ x) = e−λx + λe−λx

∫ t

0

dy = e−λx(1 + λt).

若 0 ⩽ x < t，则有

P (XN(t)+1 ⩾ x) = e−λt + λ

∫ t−x

0

e−λ(t−y)dy + λe−λx

∫ t

t−x

dy = e−λx(1 + λx).

综上可得

P (XN(t)+1 ⩾ x) =

e−λx(1 + λt), x ⩾ t,

e−λx(1 + λx), 0 ⩽ x < t.

这便是所要求的结果。

Exercise 3.4 (Ex 3.10)

设X1, X2, · · · 独立同分布，E[Xi] < ∞.又设N1, N2, · · · 为独立同分布的对序列X1, X2, · · · 的
停时，E[Ni] < ∞.依次地观察Xi，停止在N1. 现在开始在余下的Xi中抽样（像刚从XN1+1
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开始一样）在附加时间N2之后停止（这样 X1 + · · ·+XN1与XN1+1 + · · ·+XN1+N2同分布）。

现在开始在余下的Xi中抽样（也像刚开始一样）在附加时间N3之后停止。如此继续。

(a) 令

S1 =

N1∑
i=1

Xi, S2 =

N1+N2∑
i=N1+1

Xi, · · · , Sm =

N1+···+Nm∑
i=N1+···+Nm−1+1

Xi.

用强大数定律计算

lim
m→∞

(
S1 + · · ·+ Sm

N1 + · · ·+Nm

)
.

(b) 写出
S1 + · · ·+ Sm

N1 + · · ·+Nm

=
S1 + · · ·+ Sm

m

m

N1 + · · ·+Nm

.

推导 (a)中极限的另一个表达式。
(c) 令两个表达式相等以得到Wald方程。

证明. (a) 由题我们有
S1 + · · ·+ Sm

N1 + · · ·+Nm

=

∑N1+···+Nm

i=1 Xi

N1 + · · ·+Nm

.

当m → ∞时，N1 + · · ·+Nm → ∞，由强大数定律∑N1+···+Nm

i=1 Xi

N1 + · · ·+Nm

→ E[X].

也就是

lim
m→∞

(
S1 + · · ·+ Sm

N1 + · · ·+Nm

)
= E[X].

(b) 由
S1 + · · ·+ Sm

N1 + · · ·+Nm

=

(
S1 + · · ·+ Sm

m

)/(
N1 + · · ·+Nm

m

)
,

分别对分子分母使用强大数定律，首先对分母有
N1 + · · ·+Nm

m
→ E[N ]. 再考虑分子，下证

E[S] < ∞，其中S =
∑N

i=1 Xi，我们有

E[S] = E

[
N∑
i=1

Xi

]
= E

[
∞∑
i=1

Xi1{N⩾i}

]
=

∞∑
i=1

E[Xi1{N⩾i}].

注记 3.3. 这里交换期望和求和顺序是合理的，可以参考教材定理 3.3.2后的注。

由于{N ⩾ i}c = {N ⩽ i− 1} ∈ σ(X1, · · · , Xi−1) ⊥ Xi，从而与事件{N ⩾ i}与Xi独立，因此

E[S] =
∞∑
i=1

E[X]P (N ⩾ i) = E[X]
∞∑
i=1

P (N ⩾ i) = E[X]E[N ] < ∞.

从而S1, S2, · · · 独立同分布且具有有限期望，因此有
S1 + · · ·+ Sm

m
→ E[S] ⇒ lim

m→∞

(
S1 + · · ·+ Sm

N1 + · · ·+Nm

)
=

E[S]
E[N ]

.

(c) 由 (a)(b)两式极限相等，得到E[X] = E[S]/E[N ]，即 E[S] = E[N ]E[X]，也即Wald方程。

Exercise 3.5 (Ex 3.11)

考虑一个矿工陷在一个有三个门的矿井中，1号门引导他经两天路程后脱险，2号门引导他经

四天路程后回到矿井，3号门引导他经八天路程后回到矿井。假定他在每次都等可能地选取
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Chapter 3. 第三周作业

三个门中的一个，而以T记此矿工脱险所用的时间。

(a) 定义一个独立同分布随机变量序列X1, X2, · · · 和一个停时N，满足

T =
N∑
i=1

Xi.

注：你也许可以考虑假设此矿工即使在到达安全地之后，仍继续随机地取那些门。

(b) 用Wald方程求E[T ].
(c) 计算E [

∑n
i=1 Xi | N = n]，注意它不等于E [

∑n
i=1 Xi].

(d) 利用 (c)再次推导E[T ].

解. (a) 取

Xi =


2, 第 i次时选 1号门

4, 第 i次时选 2号门

8, 第 i次时选 3号门

满足P (Xi = 2) = P (Xi = 4) = P (Xi = 8) = 1/3，且{Xi}独立同分布。令N = min{n : Xn = 2}，
则T =

∑N
i=1 Xi 满足题目要求。

(b) 我们有

P (N = n) =

(
2

3

)n−1

· 1
3
.

于是N为参数为 1/3的几何分布，所以E[N ] = 3 < ∞.又因为 E[X] = (2 + 4 + 8)/3 = 14/3，故

由Wald方程可得 E[T ] = E[N ]E[X] = 14. (单位：天)
(c) 我们有

E

[
n∑

i=1

Xi

∣∣∣ N = n

]
= E

[
n∑

i=1

Xi

∣∣∣ X1 ̸= 2, · · · , Xn−1 ̸= 2, Xn = 2

]

= 2 +

[
n−1∑
i=1

Xi

∣∣∣ Xi ̸= 2

]
= 2 + 6(n− 1) = 6n− 4.

但是另一方面，我们有

E

[
n∑

i=1

Xi

]
= nE[Xi] =

14

3
n.

从而可知二者通常并不相等。

(d) 由全期望公式，E[T ] = E[E[T | N ]] = E[6N − 4] = 6E[N ]− 4 = 18− 4 = 14.
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第四周作业

Exercise 4.1 (Ex 3.4)

证明更新方程

m(t) = F (t) +

∫ t

0

m(t− x)dF (x).

证明. 记 X1 为第一次更新发生的时间，其分布函数为 F (x)。考虑在给定 X1 = x 的条件下的更

新过程 N(t).
当 x ⩽ t 时，时刻 x 发生了一次更新，此后过程重新开始，故在 (x, t] 内发生的期望更新数为

m(t− x)，因此有

E[N(t) | X1 = x] = 1 +m(t− x).

当 x > t 时，在 (0, t] 内没有更新发生，因此有

E[N(t) | X1 = x] = 0.

由全期望公式，对 X1 取期望可得：

m(t) = E[N(t)] =

∫ ∞

0

E[N(t) | X1 = x]dF (x)

=

∫ t

0

(1 +m(t− x))dF (x) +

∫ ∞

t

0dF (x)

=

∫ t

0

dF (x) +

∫ t

0

m(t− x)dF (x)

= F (t) +

∫ t

0

m(t− x)dF (x).

原命题得证。

Exercise 4.2 (Ex 3.13)

一个过程处在 1, 2, · · · , n中的状态之一。它开始处在状态 1，且在那里保持一个具有分布F1

的时间总量。在离开状态 1后，它转移到状态 2，且在那里保持一个具有分布F2的时间总量。

当它离开状态 2时，它转移到状态 3，如此继续。从状态n，它返回到 1，并且重新开始，求

lim
t→∞

P{在时刻 t过程处在状态 i}

假定在进入状态 1之间的时间的分布H不是格点的，且其均值有限。
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Chapter 4. 第四周作业

解. 该过程是一个交替更新过程的推广。我们将过程从状态 1 出发再次回到状态 1 的行为视为
一个完整的“更新周期”。

记 Xk 为第 k 个周期中停留在状态 j 的时间，已知其分布为 Fj，均值为 µj =
∫∞
0

xdFj(x)

(j = 1, 2, · · · , n). 则一个完整更新周期的时间长度 T 的期望为：

E[T ] =
n∑

j=1

µj.

在一个周期内，过程处在状态 i 的总时间即为该周期内经历状态 i 的时间 µi.
由于进入状态 1 之间的时间分布 H（即周期长度的分布）不是格点的，且其均值 E[T ] < ∞，根
据定理 3.4.4：

lim
t→∞

P{在时刻 t过程处在状态 i} =
µi

E[T ]
=

µi∑n
j=1 µj

.

Exercise 4.3 (Ex 3.9)

考虑只有一个服务员的银行，顾客按速率为λ的Poisson过程到达。然而当顾客到达时，只在
服务员空闲时他才能进银行。以G记服务时间的分布。

(a) 顾客进银行的速率是什么？
(b) 潜在的顾客中进银行的占多少比例？
(c) 服务员的忙期占多少时间比例？

解. 由于只有在服务员空闲时顾客才能进入，系统在“空闲期”和“忙期”之间交替进行，构成
一个交替更新过程。

设服务员的一个完整的“更新周期”为 T，由一个空闲期 I和一个忙期B组成。已知顾客按速率

为 λ 的 Poisson 过程到达，故空闲期 I ∼ Exp(λ)，有 E[I] = 1
λ
. 忙期即为服务一位顾客的时间，

分布为 G，设其均值为 E[S]，故 E[B] = E[S] =
∫∞
0

xdG.
一个周期的期望长度为 E[T ] = E[I] + E[B] = 1

λ
+
∫∞
0

xdG.
(a) 在每个周期内恰好只有一名顾客进入银行。由更新定理，顾客进银行的长期速率为：

λin =
1

E[T ]
=

1
1
λ
+ E[S]

=
λ

1 + λ
∫∞
0

xdG
.

(b) 潜在顾客中进银行的比例，即进入速率与总到达速率 λ 之比：

P (进入) =
λin

λ
=

1

1 + λ
∫∞
0

xdG
.

(c) 服务员的忙期占时间比例为系统中忙碌时间在总时间中的占比：

P (忙碌) =
E[B]

E[T ]
=

E[S]
1
λ
+ E[S]

=
λ
∫∞
0

xdG
1 + λ

∫∞
0

xdG
.

Exercise 4.4 (Ex 3.15)

以A(t)和Y (t)分别记在时刻 t的年龄和剩余寿命。求：

(a) P{Y (t) > x | A(t) = s}.
(b) P{Y (t) > x | A(t+ x/2) = s}.
(c) 对Poisson过程计算P{Y (t) > x | A(t+ x) > s}.
(d) P{Y (t) > x,A(t) > y}.
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(e) 若µ < ∞，证明当 t → ∞时，以概率为 1地有A(t)/t → 0.

解. 记更新间隔时间序列为 {Xn}，其分布函数为 F (x)，尾概率为 F̄ (x) = 1− F (x).
(a) 条件 A(t) = s 表示当前更新间隔已经持续了 s 的时间。剩余寿命 Y (t) > x 等价于总间隔时

间 X > s+ x.所以有：

P{Y (t) > x | A(t) = s} = P{X > s+ x | X > s} =
F̄ (s+ x)

F̄ (s)
.

(b) 考虑上一次更新发生的时间 t+ x/2− s 与时刻 t 的关系：若 s ⩽ x/2，则在 (t, t+ x/2] 之间

必有更新发生，故必然有 Y (t) ⩽ x/2 < x，概率为 0. 若 s > x/2，则 (t, t + x/2] 内无更新。已

知在 t+ x/2 时年龄为 s，要求 Y (t) > x 相当于要求在 t+ x/2 后还要存活至少 x/2.所以有：

P{Y (t) > x | A(t+ x/2) = s} =

0, s ⩽ x/2

F̄ (s+x/2)

F̄ (s)
, s > x/2

(c) 对于 Poisson 过程，若 s ⩾ x，条件区间 (t+ x− s, t + x] 包含结论区间 (t, t + x]，故区间内

无事件发生必定成立，概率为 1. 若 s < x，利用独立增量性：

P{Y (t) > x | A(t+ x) > s} = P{在(t, t+ x− s]内无事件} = e−λ(x−s).

(d) A(t) > y 且 Y (t) > x 表示在整个区间 (t− y, t+ x] 内无更新发生。平移观察区间可知，这等

价于在时刻 t+ x 的年龄大于 x+ y：

P{Y (t) > x,A(t) > y} = P{A(t+ x) > x+ y}.

(e) 记 Sn 为第 n 次更新发生的时刻，由年龄的定义有 A(t) = t− SN(t)，故

A(t)

t
= 1−

SN(t)

t
= 1−

(
SN(t)

N(t)
· N(t)

t

)
.

由强大数定律，当 t → ∞ 时，SN(t)

N(t)
→ µ (a.s.) 且 N(t)

t
→ 1

µ
(a.s.). 所以有：

lim
t→∞

A(t)

t
= 1− µ · 1

µ
= 0 (a.s.).

原命题得证。

Exercise 4.5 (Ex 3.16)

考虑一个更新过程，其到达间隔时间是参数为 (n, λ)的 gamma分布。利用命题 3.4.6证明

lim
t→∞

E[Y (t)] =
n+ 1

2λ
.

现在请解释不用计算如何得到它。

证明. 已知到达间隔时间 X ∼ Gamma(n, λ)，则其期望和二阶矩分别为 E[X] = n
λ
，且方差

Var(X) = n
λ2，故 E[X2] = Var(X) + (E[X])2 = n(n+1)

λ2 .
由命题 3.4.6 的极限公式有：

lim
t→∞

E[Y (t)] =
E[X2]

2E[X]
=

n(n+1)
λ2

2n
λ

=
n+ 1

2λ
.

不用计算的直观解释：

可以将参数为 (n, λ) 的 Gamma 分布视为由底层Poisson过程诱导的 n 个相互独立的、均值为 1
λ

的指数分布阶段拼合而成。
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当 t → ∞ 时，随机观察时刻 t 等概率地落在组成当前更新间隔的 n 个阶段中的任意一个。由于

检查悖论，被时刻 t 击中的那个特定阶段，其包含时刻 t 的期望长度为原本的两倍（即向左和向

右看均服从无记忆性的指数分布，期望各为 1
λ
，总和为 2

λ
）。

因此，包含时刻 t 的完整更新间隔的总期望长度变为：

lim
t→∞

E[XN(t)+1] =
2

λ
+ (n− 1)

1

λ
=

n+ 1

λ
.

在非周期更新过程的极限状态下，因为剩余寿命与年龄的极限分布相同（命题 3.4.5），所以极限情
况下平均剩余寿命= t所在更新区间长度期望的一半（即 limt→∞ E[Y (t)] = 1

2
limt→∞ E[XN(t)+1]），

所以有 limt→∞ E[Y (t)] = (n+ 1)/(2λ).
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Exercise 5.1 (Ex 3.20)

考虑连续投掷一枚均匀的硬币。

(a) 计算直到模式HHTHHTT出现的平均投掷次数。
(b) 在模式HHTT或HTHT中哪个对投掷要求更长的期望时间？

解. (a)由硬币均匀则有掷出正面H的概率 p = 1/2，掷出反面T的概率 q = 1/2. 模式HHTHHTT
以H始以T结尾，故由例 3.5 (A)有

E[直到HHTHHTT出现的投掷次数] = E[该模式两次出现间的投掷次数]

= p−4q−3 =

(
1

2

)−7

= 27 = 128 (次).

即平均投掷次数为 128次。

(b) 由例 3.5 (A)有E[直到HHTT的时间] = E[该模式两次出现间的时间] = p−2q−2 = 24 = 16. 并
且又有 E[直到HTHT的时间] = E[直到HT的时间] + p−2q−2 = p−1q−1 + p−2q−2 = 20 > 16. 故模式
HTHT对投掷要求更长的期望时间。

Exercise 5.2 (Ex 3.21)

一个赌徒在每次赌博中，独立于过去的结果，分别以概率 p和 1− p赢或输一个单位。假设该

赌徒的策略是：当他首次连续赢k次时离开。求在他离开时

(a) 他赢的期望次数，(b) 他已赢得的赌资的期望数。

解. (a)记 Xi = 1{第i次赢}，由于每次赌博相互独立，则Xi相互独立。记 N = min{n : Xn+Xn−1+

· · ·+Xn−k+1 = k}. 则N = n当且仅当Xn−k+1 = · · · = Xn = 1，与Xn+1, Xn+2, · · · 均独立，则N

为X1, X2, · · · 的一个停时，且

T1 =
N∑
i=1

Xi

即为离开时赢的次数。由例 3.5 (A)有

E[直到连续赢k次的赌博次数] = E[N ]

=
1

pk
+ E[直到连续赢(k − 1)次的赌博次数] = · · · =

k∑
i=1

(
1

p

)i

< ∞.
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而E[Xi] = p < ∞，则由Wald方程可得

E[T1] = E[N ] · E[Xi] = p ·
k∑

i=1

(
1

p

)i

=
k∑

i=1

(
1

p

)i−1

=
p− p1−k

p− 1
.

(b)记 Yi = 2Xi−1，即第 i次赢时Yi = 1，第 i次输时Yi = −1，则Yi也相互独立。记 Ñ = min{n :

Yn + Yn−1 + · · ·+ Yn−k+1 = k}. 则 Ñ = n当且仅当Yn−k+1 = · · · = Yn = 1，与Yn+1, Yn+2, · · · 均独
立，则 Ñ为Y1, Y2, · · · 的一个停时，且

T2 =
Ñ∑
i=1

Yi

为离开时赢得的赌资。又 E[Yi] = p+ (−1)(1− p) = 2p− 1 < ∞，而

E[Ñ ] = E[N ] =
k∑

i=1

(
1

p

)i

< ∞.

则由Wald方程有

E[T2] = E[Ñ ]E[Yi] = (2p− 1)
k∑

i=1

(
1

p

)i

=
(1− p−k)(2p− 1)

p− 1
.

Exercise 5.3 (Ex 3.22)

考虑连续投掷一个出现正面的概率为 p的硬币。求直至下列序列出现时的期望投掷数：

(a) A = HHTTHH，(b) B = HTHTT.
现在假设 p = 1/2.
(c) 求P{A在B前发生}.
(d) 求直至A或B之一发生时的期望投掷数。

解. (a) 同样是由例 3.5 (A)有E[HHTTHH] = E[HHTTHH | HH] + E[HH]. 以及

E[HHTTHH | HH] = E[HHTTHH | HHTTHH] = p−2q−2p−2 = p−4q−2.

E[HH] = E[HH | H] + E[H] = E[HH | HH] + E[H] = p−2 + p−1.

于是我们得到E[HHTTHH] = p−4q−2 + p−2 + p−1.
(b) 同理可得E[HTHTT] = E[HTHTT | HTHTT] = p−2q−3.
(c)(d) 现在 p = q = 1/2，从而代入 (a)(b)的结果可得

E[HHTTHH] = 64 + 4 + 2 = 70, E[HTHTT] = 32.

我们设M = min{NA, NB}，即两个花样中首次出现其一所时的投掷次数，再记PA为A先于B出

现的概率。这类题目通常的思路是先求E[NA|B]与E[NB|A]，再利用 E[NA] = E[M ] +E[NA|B](1−
PA),E[NB] = E[M ] + E[NB|A]PA，求解方程组得到答案。

由于在出现模式B = HTHTT之后，对模式A = HHTTHH没有可利用的尾子序列，因此
我们有 E[HHTTHH | HTHTT] = E[HHTTHH] = 70. 而在出现模式A = HHTTHH之后，对模
式B = HTHTT可以利用的最长尾子序列为H，故 E[HTHTT | HHTTHH] = E[HTHTT | H] =

E[HTHTT]− E[H] = 32− 2 = 30. 于是有 70 = E[M ] + 70(1− PA), 32 = E[M ] + 30PA. 解这个二
元一次方程组可得 PA = 8/25 = 0.32, E[M ] = 112/5 = 22.4. 故 P{A在B前发生} = 8/25，且直

至A或B之一发生时的期望投掷数为 E[M ] = 112/5.
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Exercise 5.4 (Ex 3.24)

从一副标准的扑克牌中（不考虑大小王）每次有放回地抽出一张。求直至连续出现四张同花

色的牌时所抽牌的期望数。

解. 不考虑大小王：记 4种花色为A,B,C,D，即为求模式XXXX (X为A或B或C或D) 首次出
现时所抽牌数的期望。设所求期望为E[XXXX]，假设连续抽取扑克牌，在任意时刻，若最后的四

张牌花色相同，则称发生了一次更新，于是更新之间的时间间隔的期望为

E[更新之间的时间] =
1

4
+

3

4
E[XXXX].

这是因为若下一张牌仍同花色则更新之间的时间为 1，否则为E[XXXX]. 而由Blackwell定理有
E[更新之间的时间] = (4/44)−1 = 64. 代入解得E[XXXX] = 85.
另解：设所求期望为E[XXXX]，取条件于第一次抽牌结果，我们有

E[XXXX] =
1

4
E[XXXX |第一次为A] + · · ·+ 1

4
E[XXXX |第一次为D].

由 4花色对称性，E[XXXX] = E[XXXX |第一次为A] ≜ E[XXXX | A]. 由各次抽牌结果独立，再
取条件于第二次结果，就有

E[XXXX] = E[XXXX | A]

=
1

4
E[XXXX |前 2次为AA] +

1

4
E[XXXX |前 2次为AB] + · · ·+ 1

4
E[XXXX |前 2次为AD]

≜ 1

4
E[XXXX | AA] +

3

4
(1 + E[XXXX | B]) = 1

4
E[XXXX | AA] +

3

4
(1 + E[XXXX | A]).

化简后再继续取条件于第三次抽牌结果，我们有

E[XXXX] = 3 + E[XXXX | AA] = 3 +
1

4
E[XXXX | AAA] +

3

4
(2 + E[XXXX | A]).

再次化简得到

E[XXXX] = 18 + E[XXXX | AAA] = 18 +
1

4
· 4 + 3

4
(3 + E[XXXX | A]).

于是解得 E[XXXX] = 85.
注记 5.1. 例 3.5 (A)中出现的解题思路与方法是这门课考试常考的，大家最好要熟练掌握。

Exercise 5.5 (Ex 3.28)

在例 3.6 (C)中，假设到达的更新过程是均值为µ的Poisson过程。如果每当有N个旅客等待

时就开走一辆火车，以N∗记使长程平均费用最小的N值。另一类型策略是每T个时间单位

开走一辆火车。计算此策略的长程平均费用，并以T ∗记使之最小的T值。证明每当有N∗个

旅客等待时就开走一辆火车的策略，比每T ∗个时间单位就开走一辆火车的策略，产生较小的

平均费用。

证明. 采用每T 个时间单位开走一辆车的策略时，则每个循环长度均为T，设N(T )为时间长度

为 T 的区间中到达的人数，则由题有N(T ) ∼ Poi(µT ). 给定N(T ) = n时，记 Sk为第 k个人

到达的时间，则S1, S2, · · · , Sn与 (0, T )上均匀分布的次序统计量同分布。于是可等效地看作将

[0, T ]以S1, · · · , Sn为节点随机分成 (n+ 1)段，每段上人数依次为 0, 1, · · · , n，则平均每段人数为
(0 + 1 + · · ·+ n)/(n+ 1) = n/2，故由此可得

E[一个循环费用 | N(T ) = n] =
n

2
· cT +K =

cT

2
N(T ) +K.
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于是我们得到

E[一个循环费用] = K +
cT

2
µT = K +

cµT 2

2
.

因此此策略支付的长程平均费用为

K

T
+

cµT

2
⩾ 2

√(
K

T

)(
cµT

2

)
=
√

2Kcµ.

当且仅当K/T = cµT/2时取等号，也即

T ∗ =

√
2K

cµ
.

而采取 3.6 (C)中的策略时，由题知平均费用为

cN

2
− c

2
+

Kµ

N
⩾ 2

√(
cN

2

)(
Kµ

N

)
− c

2
=
√

2Kcµ− c

2
.

当且仅当 cN/2 = Kµ/N时取等号，也即

N∗ =

√
2Kµ

c
.

于是得到每有N∗个旅客等待时开走一辆火车产生的平均费用较小，这样就完成了证明。

注记 5.2. 这里的µ是Poisson过程的速率，而例 3.6 (C)中的µ是旅客平均到达时间间隔，因此我

们代入时应代入 1/µ而不是µ.

Exercise 5.6 (Ex 3.29)

小汽车的寿命是一个分布为F的随机变量。当汽车损坏或年龄达到A时，有一个以旧换新的

策略。以R(A)记一辆用了A年的车的卖出价格。损坏的车不再有价值。以C1记一辆新车的

价格，且假设每当车毁坏时再以旧换新要付额外费用C2.
(a) 每次购买一辆新车时说一个循环开始。计算单位时间长程平均费用。
(b) 每次在用的一辆车损坏时说一个循环开始。计算单位时间长程平均费用。
注：在 (a)和 (b)两种情形，你要计算在一个循环中的期望费用与一个循环的期望时间的比值。
当然在这两种算法下得到的答案应该是相同的。

解. (a) 记汽车寿命为X，则由题有X ∼ F . 于是一个循环支付的费用为C1 + C2, X ⩽ A

C1 −R(A), X > A

一个循环的长度为 X, X ⩽ A

A, X > A

则有E[一个循环的费用] = (C1+C2)F (A)+ (C1−R(A))F (A) = C1+C2F (A)−R(A)F (A). 以及

E[一个循环的长度] = E[X | X ⩽ A] + AF (A) =

∫ A

0

xdF (x) + AF (A).

故长程平均费用为
C1 + C2F (A)−R(A)F (A)∫ A

0
xdF (x) + AF (A)

.
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(b) 我们有

E[一个循环的长度] =

∫ +∞

0

E[一个循环的长度 | X = x]dF (x)

=

∫ A

0

xdF (x) +

∫ +∞

A

(A+ E[一个循环的长度])dF (x)

=

∫ A

0

xdF (x) + AF (A) + F (A)E[一个循环的长度].

则

E[一个循环的长度] =
1

F (A)

(∫ A

0

xdF (x) + AF (A)

)
.

又

E[一个循环的费用] =

∫ +∞

0

E[一个循环的费用 | X = x]dF (x)

=

∫ A

0

(C1 + C2)dF (x) +

∫ +∞

A

(C1 −R(A) + E[一个循环的费用])dF (x)

= (C1 + C2)F (A) + (C1 −R(A))F (A) + F (A)E[一个循环的费用].

则

E[一个循环的费用] =
1

F (A)
(C1 + C2F (A)−R(A)F (A)).

故长程平均费用为
C1 + C2F (A)−R(A)F (A)∫ A

0
xdF (x) + AF (A)

.

结果与 (a)中相同。

Exercise 5.7 (Ex 3.31)

一个包含四个部件的系统称为在工作，如果每当有部件 1和 2中至少有一个在工作，又有

部件 3和 4中至少有一个在工作。假设部件 i按照具有非格点分布 Fi和Gi (i = 1, 2, 3, 4)

的交替更新过程交替地处于工作状态和失效状态。若这些交替更新过程都是独立的，求

limt→∞ P{系统在时刻 t在工作}.

解. 设Fi的均值是µi，以及Gi的均值是 νi，那么我们有

lim
t→∞

P (部件 i在工作状态) =
µi

µi + νi
.

系统工作的概率即 1, 2中至少有一个在工作的概率乘 3, 4中至少有一个在工作的概率，即为

lim
t→∞

P{系统在时刻 t在工作} =

(
1− ν1ν2

(µ1 + ν1)(µ2 + ν2)

)(
1− ν3ν4

(µ3 + ν3)(µ4 + ν4)

)
.

Exercise 5.8 (Ex 3.32)

考虑一个按速率为λ的Poisson过程到达的单条服务线排队系统，其具有均值为µG的服务分

布G. 假设λµG < 1.
(a) 求系统空闲的时间比例P0.
(b) 当系统非空时就称为在忙（故而服务线在忙）。计算忙期的平均长度。
(c) 利用 (b)部分和Wald方程计算在一个忙期中服务过的期望顾客数。
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解. (a)分别以 I与B记空闲期与忙期长度，由于顾客按速率λ的Poisson过程到达，则 I为顾客全

离开直至下一个顾客到达的时间间隔。由Poisson过程有独立增量及指数分布的无记忆性，我们有
E[I] = 1/λ. 而由教材定理 3.6.2，在接受服务的时间平均人数= λE[一个顾客的服务时间] = λµG.
由于只有一条服务线，我们有P0 = (t− λµGt)/t = 1− λµG.
(b) 我们有

P0 =
E[I]

E[I] + E[B]
= 1− λµG =

1/λ

1/λ+ E[B]
.

解得忙期的平均长度为

E[B] =
µG

1− λµG

.

(c) 记N为一个忙期中服务的顾客数，且记Yi为一个忙期中第 i个顾客的服务时间，以及记Xi为

第 i个顾客与第 (i+ 1)个顾客的到达时间间隔，则我们有

B =
N∑
i=1

Yi.

于是N = n ⇔ Y1 ⩾ X1, Y2+Y1 ⩾ X2+X1, · · · , Yn−1+ · · ·+Y1 ⩾ Xn−1+ · · ·+X1, Yn+ · · ·+Y1 <

Xn+ · · ·+X1. 由 {Yi}独立同分布，{N = n}与Yn+1, · · · 无关，故N为Y1, Y2, · · · 的一个停时。从
而由Wald方程可得

E[B] =
µG

1− λµG

= E[N ]E[Yi] = E[N ] · µG.

E[N ] =
1

1− λµG

.

即为一个忙期中服务过的顾客数的期望。
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Exercise 6.1 (Ex 4.1)

一个商店对某种商品的库存用以下的 (s, S)订货策略：若在一个时期开始时商店的供应量是

x，则订货 0, 若x ⩾ s

S − x, 若x < s

订货立刻供应。每天的需求以概率αj等于 j，各天的需求是独立的。而不能立刻满足的需求

就会失去。以Xn记在第n个时期结束时的存货水平。论证 {Xn, n ⩾ 1}是Markov链并计算
它的转移概率。

解. 设第 n 个时期开始时，订货后的总供应量为 Yn = Xn−1 + (S −Xn−1)I{Xn−1<s}. 记第 n 天的

需求量为 Dn，由题意可知 Dn 独立同分布，且 P (Dn = j) = αj（应有αj = 0, ∀j < 0）.
因为不能立刻满足的需求会失去，所以第 n 个时期结束时的存货水平为 Xn = max(0, Yn −Dn).
给定历史状态 X1 = i1, . . . , Xn−1 = i 时，Xn 的条件分布仅依赖于 Xn−1 的取值，即：

P (Xn = j | X1 = i1, . . . , Xn−1 = i)

= P (max(0, Xn−1 + (S −Xn−1)I{Xn−1<s} −Dn) = j | Xn−1 = i) = P (Xn = j | Xn−1 = i).

故 {Xn, n ⩾ 1} 是 Markov 链。
其转移概率 Pij = P (Xn = j | Xn−1 = i) 需分两种情况计算：

1. 当 j > 0 时，期末有剩余库存，说明当期需求量 Dn = i+ (S − i)I{i<s} − j：

Pij = P (Dn = i+ (S − i)I{i<s} − j) = αi+(S−i)I{i<s}−j.

2. 当 j = 0 时，期末库存为空，说明当期需求量大于等于订货后的总供应量，即 Dn ⩾ i+ (S −
i)I{i<s}：

Pi0 = P (Dn ⩾ i+ (S − i)I{i<s}) =
∞∑

k=i+(S−i)I{i<s}

αk.

Exercise 6.2 (Ex 4.2)

对Markov链证明，只要n1 < n2 < · · · < nk < n，就有

P{Xn = j | Xn1 = i1, · · · , Xnk
= ik} = P{Xn = j | Xnk

= ik}.
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证明. 先证 ∀k < n, P (Xn = j | X1 = j1, . . . , Xk = jk) = P (Xn = j | Xk = jk).
当 k = n− 1 时，由 Markov 链的定义显然成立。
假设对给定k该式成立时时，考虑向下递推：

P (Xn = j | X1 = j1, . . . , Xk−1 = jk−1)

=
∑
jk

P (Xn = j | X1 = j1, . . . , Xk = jk)P (Xk = jk | X1 = j1, . . . , Xk−1 = jk−1)

=
∑
jk

P (Xn = j | Xk = jk)P (Xk = jk | Xk−1 = jk−1)

=
∑
jk

P (Xn = j,Xk = jk | Xk−1 = jk−1)

= P (Xn = j | Xk−1 = jk−1).

综上，∀k < n，有 P (Xn = j | X1 = j1, . . . , Xk = jk) = P (Xn = j | Xk = jk).

再证 P (Xn = j | Xn1 = i1, . . . , Xnk
= ik) = P (Xn = j | Xnk

= ik), ∀n1 < · · · < nk < n.
利用上面已证的结论，我们有：

P (Xn = j | Xn1 = i1, . . . , Xnk
= ik)

=
∑

(j1,...,jnk−1)
jnp=ip,∀1⩽p⩽k

P (Xn = j | X1 = j1, · · · , Xnk
= jnk

).

P (X1 = j1, . . . , Xn1−1 = jn1−1, Xn1+1 = jn1+1, · · · , Xnk−1 = jnk−1 | Xn1 = i1, . . . , Xnk
= ik)

= P (Xn = j | Xnk
= ik)

∑
(j1,...,jnk−1)

jnp=ip,∀1⩽p⩽k

P (X1 = j1, . . . , Xnk−1 = jnk−1 | Xn1 = i1, . . . , Xnk
= ik)

= P (Xn = j | Xnk
= ik).

原命题得证。
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Exercise 7.1 (Ex 4.10)

在每个时期的开始，N个个体中的每一个处在三个可能的情况之一：有传染性，受感染但无

传染性，或未感染。若一个未感染的个体在一段时期变成受感染，则它在该时期中处在受感

染（但没有传染性）情况。在每个时期个体的
(
N
2

)
对独立地以概率 p相接触。若一对个体相

接触，且其中之一的成员有传染性，而另一个未感染，则未感染的人变成受感染（于是在下

一个时期的开始处在有传染性情况）。以Xn和Yn分别记在第n个时期开始有传染性的个体

数和未感染的个体数。

(a) 若在一个时期的开始有 i个有传染性的个体，问一个指定的未感染的个体在此时期变成受

感染的概率是多少？

(b) {Xn, n ⩾ 0}是Markov链吗？如果是，给出它的转移概率。
(c) {Yn, n ⩾ 0}是Markov链吗？如果是，给出它的转移概率。
(d) {(Xn, Yn), n ⩾ 0}是Markov链吗？如果是，给出它的转移概率。

解. (a) 由题，对一个指定的未感染个体来说，它与每一个有传染性的个体都独立地以概率 p接

触，因此它在这一时期内不与任何一个有传染性的个体接触的概率是 (1 − p)i. 于是该个体在这
一时期变成受感染的概率为 1− (1− p)i.
(b) 若 (Xn, Yn) = (i, j)，设第n个时期内增加的感染的人数为Zn，则每一个未感染个体在这一

时期内变成受感染的概率都是 1 − (1 − p)i，并且对不同未感染个体，这些事件相互独立。故

Zn ∼ B(j, 1 − (1 − p)i). 因此Xn+1 = Xn + Zn并不只依赖于Xn，还依赖于Yn，所以一般来说，

{Xn, n ⩾ 0}不是Markov链。
(c) 若 (Xn, Yn) = (i, j)，由 (b)有Zn ∼ B(j, 1− (1− p)i)，并且Yn+1 = Yn − Zn. 因此Yn+1同样不

只依赖于Yn，还依赖于Xn，所以一般来说，{Yn}不是Markov链。
(d) 若 (Xn, Yn) = (i, j)，则由 (b)(c)可知下一时刻的状态完全由这一时期中增加的感染的人数Zn

决定，而这一人数的分布只依赖于 (Xn, Yn) = (i, j)，与过去的状态无关。且转移概率为

P(i,j),(k,l) =


(
j

l

)
(1− (1− p)i)j−l((1− p)i)l, k + l = i+ j = N, 0 ⩽ i ⩽ k ⩽ N

0, otherwise
故{(Xn, Yn)}是Markov链，且其状态空间可写为{(i, j) : i ⩾ 0, j ⩾ 0, i+ j = N}.
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Exercise 7.2 (Ex 4.13)

证明正常返性和零常返性都是类性质。

证明. 设 i与 j在同一个互达等价类中。则存在m ∈ N使得Pm
ij > 0. 若 i是正常返的，下面我们证

明 j也是正常返的。记Nk为第k次抵达 i的时刻，考虑极限

lim
k→∞

前Nk +m步中通过 i恰经m步到达 j的次数

Nk +m

= lim
k→∞

前Nk +m步中通过 i恰经m步到达 j的次数

k
· k

Nk +m
.

对于第一项，由Markov性可知，每次抵达 i以后，再恰好经过m步到达 j的概率都是Pm
ij，因此

这实际上相当于 k次Bernoulli试验中的成功次数除以 k，由大数定律知它收敛到Pm
ij . 对于第二

项，因为 i是正常返的，所以相邻两次进入 i所需的期望转移次数µii有限，从而Nk/k → µii，于

是k/(Nk +m) → 1/µii. 故有

lim
k→∞

前Nk +m步中到达 j的次数

Nk +m
⩾ lim

k→∞

前Nk +m步中通过 i恰经m步到达 j的次数

Nk +m
=

Pm
ij

µii

.

上式右端> 0，于是结合更新理论与教材定理 4.3.1可知 j是正常返的。

而若 i是零常返的，反设 j不是零常返的，则由 i与 j互达，j只能是正常返的，则由上述结

论知 i也正常返，这与 i零常返矛盾。故 j零常返。综上，正常返性和零常返性都是类性质。

Exercise 7.3 (Ex 4.14)

证明有限个状态的Markov链没有零常返状态，而且并非所有状态都是暂态的。

证明. 先证有限个状态的Markov链没有零常返状态。反设存在零常返态 i，则由上题知，零常返

性是类性质，因此 i所在的整个互达等价类C中的每个状态都是零常返的。由于C是一个封闭的

类，所以对任意n ∈ N，都有
∑

j∈C P n
ij = 1. 另一方面，由于C中每个状态都是零常返的，对每

个 j ∈ C都有P n
ij → 0, n → ∞，这是因为这个极限表示从 i出发的Markov链的位于状态 j的长程

比例，而零常返态的长程比例当然是 0. 由于求和是有限和，所以
∑

j∈C P n
ij → 0, n → ∞. 这与上

式恒为 1矛盾。因此有限个状态的Markov链没有零常返状态。
再证明并非所有状态都是暂态的。若所有状态都是暂态，则以概率为 1地有，每个状态只会

被抵达有限多次，于是有限多个暂态合起来也只会被抵达有限多次。但是一条Markov链会在无
穷多个时刻取值，于是得到矛盾。综上结论成立。
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Exercise 8.1 (Ex 4.16)

一个人有 r把雨伞，用于在她家和办公室之间来往。若在一天开始时（结束时）她在家（办

公室），而正在下雨，倘若有雨伞可拿，则她将拿一把雨伞去办公室（家）。若不在下雨，则

从不拿雨伞。假定独立于过去的情形，在一天开始时（结束时）下雨的概率为 p.
(a) 定义一个有 r+1个状态的Markov链，它将帮助我们确定这个人被淋湿的时间比例。（注：
若正在下雨而所有的雨伞都在她的另一个地点，则她将被淋湿。）

(b) 计算其极限概率。
(c) 这个人被淋湿的时间比例是多少？

解. (a) 令 Xn 表示第 n 次出发时，她所在地点的雨伞数。于是状态空间为

S = {0, 1, . . . , r}.

若出发时所在地点有 i 把雨伞，则另一地点有 r − i 把雨伞。

若此时不下雨，概率为 1−p，她不带伞去另一地点，因此下一次出发时所在地点的雨伞数为 r− i.
若此时下雨且 i ⩾ 1，概率为 p，她带一把伞去另一地点，因此下一次出发时所在地点的雨伞数

为 r − i+ 1.
若此时下雨且 i = 0，她没有伞可拿，会被淋湿；但到达另一地点后，另一地点有全部 r 把伞，因

此下一次出发时所在地点的雨伞数为 r。

所以转移概率为

Pi,r−i = 1− p, 0 ⩽ i ⩽ r,

Pi,r−i+1 = p, 1 ⩽ i ⩽ r.

特别地，当 i = 0 时，

P0,r = 1.

因此，题目要求的 Markov 链就是以

Xn =第n次出发时所在地点的雨伞数

为状态的链，其状态空间为 {0, 1, . . . , r}，转移概率如上所示。
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(b) 设平稳分布为

π = (π0, π1, . . . , πr).

由转移结构可得，状态 0 只能由状态 r 在不下雨时转移而来，因此

π0 = (1− p)πr.

对于 1 ⩽ i ⩽ r，由对称的转移结构可推出

πi = πr, i = 1, 2, . . . , r.

因此

π1 = π2 = · · · = πr.

又因为

π0 + π1 + · · ·+ πr = 1,

所以

(1− p)πr + rπr = 1.

于是

πr =
1

r + 1− p
.

从而

πi =
1

r + 1− p
, i = 1, 2, . . . , r,

π0 =
1− p

r + 1− p
.

因此，该 Markov 链的极限概率为

π0 =
1− p

r + 1− p
, πi =

1

r + 1− p
, i = 1, 2, . . . , r.

(c) 她被淋湿当且仅当出发时正在下雨且所在地点没有雨伞，即 Xn = 0 且下雨。因此长期被淋

湿的时间比例为

pπ0 = p · 1− p

r + 1− p
.

所以，这个人被淋湿的长期时间比例为

p(1− p)

r + 1− p
.

Exercise 8.2 (Ex 4.18)

工作按速率为λ的Poisson过程来到一个加工中心。然而只有N个工作的等待空间，故而一

个来到的工作遇到有N个工作在等待就不再进来。每天至多有一个工作得到加工，而加工此

工作必须在每天的开始，于是若在每天开始有任何工作等待加工，则其中之一就在这天加工，

而若在每天开始没有工作等待，则在这天就没有工作加工。以Xn记在第n天的开始在中心的

工作个数。

(a) 求Markov链{Xn, n ⩾ 0}的转移概率。
(b) 这个链遍历吗？请解释。

32 2026春｜实用随机过程



Chapter 8. 第八周作业

(c) 写出平稳概率的方程。

解. 令 A 表示一天内到达的工作数，则

A ∼ Poisson(λ).

记

qk = P (A = k) = e−λλ
k

k!
, k = 0, 1, 2, . . . .

状态空间为

S = {0, 1, . . . , N}.

(a) 若 Xn = 0，则第 n 天开始没有工作等待，所以当天没有工作被加工。一天内新到达 A 个工

作，但系统最多容纳 N 个工作，因此

Xn+1 = min{A,N}.

所以

P0j = qj, j = 0, 1, . . . , N − 1,

P0N =
∞∑

k=N

qk.

若 Xn = i ⩾ 1，则当天开始时有工作等待，于是当天加工掉一个工作。之后一天内新到达 A 个

工作，因此

Xn+1 = min{i− 1 + A,N}.

所以当 i = 1, 2, . . . , N 时，

Pij = qj−i+1, j = i− 1, i, . . . , N − 1,

PiN =
∞∑

k=N−i+1

qk.

其余转移概率均为 0.
因此，Markov 链 {Xn, n ⩾ 0} 的转移概率总结为

P0j = qj, j = 0, 1, . . . , N − 1, P0N =
∞∑

k=N

qk,

Pij = qj−i+1, i = 1, . . . , N, j = i− 1, i, . . . , N − 1,

PiN =
∞∑

k=N−i+1

qk, i = 1, . . . , N,

其中

qk = e−λλ
k

k!
.

(b) 由于该链的状态空间有限，并且当 λ > 0 时，从任一状态都有正概率逐步到达其他状态，因

此该链不可约。

同时，由于

P00 = q0 = e−λ > 0,

所以状态 0 的周期为 1。有限不可约链中所有状态周期相同，因此该链非周期。
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有限、不可约、非周期的 Markov 链是遍历链。因此该链是遍历的。

(c) 设平稳分布为

π = (π0, π1, . . . , πN).

平稳方程为

πj =
N∑
i=0

πiPij, j = 0, 1, . . . , N,

并且满足归一化条件
N∑
j=0

πj = 1.

更具体地，对于 j = 0, 1, . . . , N − 1，有

πj = π0qj +

j+1∑
i=1

πiqj−i+1.

对于 j = N，有

πN = π0

∞∑
k=N

qk +
N∑
i=1

πi

∞∑
k=N−i+1

qk.

再加上
N∑
j=0

πj = 1.

因此，平稳概率由下列方程组确定：

πj = π0qj +

j+1∑
i=1

πiqj−i+1, j = 0, 1, . . . , N − 1,

πN = π0

∞∑
k=N

qk +
N∑
i=1

πi

∞∑
k=N−i+1

qk,

N∑
j=0

πj = 1.

Exercise 8.3 (Ex 4.21)

考虑状态为 0, 1, 2, · · · 的Markov链，它是

Pi,i+1 = pi = 1− Pi,i−1,

其中 p0 = 1. 求使链正常返的这些 pi满足的充要条件，并在此种情形计算极限概率。

解. 记

qi = 1− pi, i ⩾ 1.

若该链存在平稳分布 π = (π0, π1, . . . )，因为它Pi,i+1+Pi,i−1 = 1的遍历链，则有时间可逆性方程:

πipi = πi+1qi+1

因此

πi+1 = πi
pi
qi+1

.
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递推可得

πn = π0
p0p1 · · · pn−1

q1q2 · · · qn
, n ⩾ 1.

因为又
∑∞

n=0 πn = 1，带入上式：

π0 +
∞∑
n=1

π0an = π0

(
1 +

∞∑
n=1

p0p1 · · · pn−1

q1q2 · · · qn

)
< ∞.

因此该链正常返的充要条件为
∞∑
n=1

p0p1 · · · pn−1

q1q2 · · · qn
< ∞.

在此情形下，令

C = 1 +
∞∑
n=1

p0p1 · · · pn−1

q1q2 · · · qn
.

则极限概率为

π0 =
1

C
,

πn =
1

C

p0p1 · · · pn−1

q1q2 · · · qn
, n ⩾ 1.

Exercise 8.4 (Ex 4.31)

一只蜘蛛在地点 1和地点 2之间捕猎一只苍蝇，蜘蛛从地点 1出发，按转移矩阵为
[
0.7 0.3

0.3 0.7

]

的Markov链移动。并未觉察蜘蛛的苍蝇从地点 2出发，按转移矩阵为
[
0.4 0.6

0.6 0.4

]
的Markov

链移动。只要它们在同一地点相遇，蜘蛛就捕获苍蝇，而捕猎就结束。证明，除非知道捕猎

结束的地点，这个捕猎的进展都可以用一个具有三个状态的Markov链描述，其中一个吸收
状态表示捕猎结束，而其他两个状态蜘蛛和苍蝇在不同的地点。求此链的转移矩阵。

(a) 求在时刻n蜘蛛和苍蝇两者都在它们的初始地点的概率。

(b) 问捕猎的平均持续时间是多少？

解. 用 Sn 表示第 n 步蜘蛛的位置，用 Fn 表示第 n 步苍蝇的位置。若 Sn = Fn，则蜘蛛捕获苍

蝇，过程结束。

在未捕获时，只可能有两个状态：

A = (Sn = 1, Fn = 2),

B = (Sn = 2, Fn = 1).

再加入吸收状态

C =已经捕获.

于是可以用状态空间

{C,A,B}

上的 Markov 链描述捕猎过程。
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从状态 A = (1, 2) 出发，下一步捕获的概率为

P (Sn+1 = Fn+1 | A) = 0.7 · 0.6 + 0.3 · 0.4 = 0.54.

下一步仍在状态 A 的概率为

0.7 · 0.4 = 0.28.

下一步转到状态 B 的概率为

0.3 · 0.6 = 0.18.

同理，从状态 B = (2, 1) 出发，下一步捕获的概率为

0.3 · 0.4 + 0.7 · 0.6 = 0.54.

下一步转到状态 A 的概率为

0.3 · 0.6 = 0.18.

下一步仍在状态 B 的概率为

0.7 · 0.4 = 0.28.

因此按状态顺序 (C,A,B)，转移矩阵为

P =


1 0 0

0.54 0.28 0.18

0.54 0.18 0.28

 .

(a) 设 an = P (Xn = A), bn = P (Xn = B).由于初始时刻蜘蛛在地点 1，而苍蝇在地点 2，所以有

a0 = 1, b0 = 0.
由转移矩阵有：

an = 0.28an−1 + 0.18bn−1,

bn = 0.18an−1 + 0.28bn−1.

两式相加，得

an + bn = 0.46(an−1 + bn−1).

由 a0 + b0 = 1，得

an + bn = 0.46n.

两式相减，得

an − bn = 0.10(an−1 − bn−1).

由 a0 − b0 = 1，得

an − bn = 0.10n.

所以

an =
(an + bn) + (an − bn)

2
=

0.46n + 0.10n

2
.

(b) 因为 T 服从参数为 0.54 的几何分布，所以

E[T ] =
1

0.54
=

50

27
.

因此，捕猎的平均持续时间为 50/27.

36 2026春｜实用随机过程



Chapter 8. 第八周作业

Exercise 8.5 (Ex 4.35)

考虑一个分支过程，每个个体的子裔数具有均值为λ (λ > 1) 的Poisson分布。以π0记从单个

个体开始的群体迟早灭绝的概率。又令a (a < 1) 使

ae−a = λe−λ.

(a) 证明a = λπ0.
(b)证明：在取条件于迟早灭绝时，这个分支过程，与单个个体的子裔数是均值为a的Poisson
随机变量的分支过程，遵循相同的概率规律。

证明. 这是一个 Galton–Watson分支过程。单个个体的子裔数服从均值为 λ的 Poisson分布，因
此其概率母函数为

f(s) = eλ(s−1).

(a) 灭绝概率 π0 是方程

s = f(s)

在区间 [0, 1] 中的最小根。因此

π0 = eλ(π0−1).

题中给定 a < 1，且

ae−a = λe−λ.

两边同除以 λ，得
a

λ
= ea−λ.

令

π0 =
a

λ
.

则

eλ(π0−1) = eλ(a/λ−1) = ea−λ.

又因为
a

λ
= ea−λ,

所以

π0 = eλ(π0−1).

即 π0 = a/λ 确为灭绝方程在 [0, 1] 中的根。由于 λ > 1 时灭绝概率是该方程在 [0, 1) 中的最小

根，所以

π0 =
a

λ
.

因此

a = λπ0.

(b) 设一个个体的子裔数为 Z。在条件灭绝事件下，若该个体有 k 个子裔，则这 k 个子分支过程
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都必须最终灭绝。因此

P (Z = k |最终灭绝) =
P (Z = k)πk

0

π0

.

由 Z ∼ Poisson(λ)，有

P (Z = k) = e−λλ
k

k!
.

所以

P (Z = k |最终灭绝) =
e−λ λk

k!
πk
0

π0

.

利用灭绝方程

π0 = eλ(π0−1),

得到
e−λ

π0

= e−λπ0 .

因此

P (Z = k |最终灭绝) = e−λπ0
(λπ0)

k

k!
.

又由第一问知

λπ0 = a.

所以

P (Z = k |最终灭绝) = e−aa
k

k!
.

这说明在给定最终灭绝条件下，每个个体的子裔数服从均值为 a 的 Poisson 分布。
并且由于各个子分支过程相互独立，条件在最终灭绝事件下，后代分支仍然独立且服从相同的条

件分布。因此，在给定最终灭绝时，该分支过程与一个子裔数服从 Poisson(a) 的 Galton–Watson
分支过程具有相同的概率规律。
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Exercise 9.1 (Ex 4.39)

对例 4.3 (D)中的Markov链，求它的转移概率，并证明它是时间可逆的。

证明. 先来计算转移概率，通过取条件于最开始的 i个个体还剩下多少个来计算：

Pij =
i∑

k=0

(
i

k

)
(1− p)kpi−k1j⩾k

λj−k

(j − k)!
e−λ =

min(i,j)∑
k=0

(
i

k

)
(1− p)kpi−k λj−k

(j − k)!
e−λ.

再来证明时间可逆，我们有

πiPij = e−λ/p

(
λ

p

)i
1

i!

min(i,j)∑
k=0

(
i

k

)
(1− p)kpi−k λj−k

(j − k)!
e−λ

= e−λ/p

min(i,j)∑
k=0

1

i!

λi

pi
i!

(i− k)!k!
(1− p)kpi−k λj−k

(j − k)!
e−λ

= e−λ/p

(
λ

p

)j
1

j!

min(i,j)∑
k=0

(
j

k

)
(1− p)kpj−k λi−k

(i− k)!
e−λ = πjPji.

故此链时间可逆，这样就完成了证明。

Exercise 9.2 (Ex 4.41)

一个质点沿在圆周上的n个地点 (与n相邻的地点是n − 1和 1)之间移动。每一步或以概率 p

沿顺时针方向移动一个位置，或以概率 1− p沿逆时针方向移动一个位置。

(a) 求倒向链的转移概率。
(b) 这个链是否时间可逆？

解. 不妨设n ⩾ 3，否则平凡。(a) 首先P ∗
ij = πjPji/πi. 所以只需求极限概率，列出极限方程组：

π1 = π2(1− p) + πnp

πi = πi+1(1− p) + πi−1p, 2 ⩽ i ⩽ n− 1

πn = π1(1− p) + πn−1p

π1 + · · ·+ πn = 1

解得πi = 1/n. 所以倒向转移概率P ∗
ij = Pji. 即P ∗

i,i+1 = 1− p, P ∗
i,i−1 = p，其中下标按模n理解。

(b) 时间可逆当且仅当P ∗
ij = Pij，即 p = 1− p. 于是当且仅当 p = 1/2时这个链是时间可逆的。
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Exercise 9.3 (Ex 4.46)

以 {Xn, n ⩾ 1}记一个具有可数个状态的不可约Markov链。现在考虑一个只接受Markov链
在 0和N之间的值的新随机过程 {Yn, n ⩾ 0}。即定义Yn为Markov链在 0和N之间的第n个

值。例如，若N = 3且X1 = 1, X2 = 3, X3 = 5, X4 = 6, X5 = 2，则Y1 = 1, Y2 = 3, Y3 = 2.
(a) {Yn, n ⩾ 0}是否为Markov链？简单解释之。
(b) 以 πj记 {Xn, n ⩾ 1}处在状态 j的时间比例。如果对一切 j有 πj > 0，{Yn, n ⩾ 0}处在
0, 1, · · · , N中每个状态的时间比例是多少？
(c) 如果 {Xn}是零常返的，且以 πj(N) (j = 0, · · · , N)记 {Yn, n ⩾ 0}的长程比例。证明对
j ̸= i有

πj(N) = πi(N)E[过程X在回到 i之前处在 j的时间].

(d) 用 (c)论证，在对称随机徘徊中，在回到原点之前访问状态 i的期望次数等于 1.
(e) 如果 {Xn, n ⩾ 0}是时间可逆的，证明{Yn, n ⩾ 0}也是时间可逆的。

证明. (a) 是Markov链，因为在给定Yn−1 = i的条件下考虑Yn的分布，其实就是考虑在链 {Xn}
里，从 i转移到 [0, N ]中的状态的分布，而我们有Xn是Markov链，于是这只依赖于当前的状态 i，

而独立于所有过去的状态。故{Yn, n ⩾ 0}是Markov链。
(b) 也就是说在 1个时间单位内处于 j状态的时间是 πj，删去 {Xn}特有的状态就可以得到 {Yn}
所有状态总时间占比是

∑N
i=0 πi，从而 {Yn}处于状态 j的时间比例是πj/(

∑N
i=0 πi).

(c) 由更新报酬过程理论可得

πj(N) =
E[两次访问 i之间访问 j的次数]

E[链Yn两次访问 i之间的时间]
，且我们有 πi(N) =

1

E[链Yn两次访问 i之间的时间]
.

于是就得到πj(N) = πi(N)E[过程X在回到 i之前处在 j的时间].
(d) 对每个给定的 i，在 (c)中，将链{Xn}取为对称随机徘徊，取 i为 0且将 j替换为 i，取N > i，

则要证明期望为 1，只需要证明链 {Yn}每个状态的极限概率都相等。而由方程组：
π0 =

1

2
(π0 + π1), πN =

1

2
(πN−1 + πN)

πk =
1

2
(πk−1 + πk+1), 1 ⩽ k ⩽ N − 1

显然解是所有极限概率都相等，代入 (c)的结论就完成了证明。
(e) 首先 {Xn}时间可逆意味着πiP

X
ij = πjP

X
ji . 要证明 {Yn}时间可逆，也就是要证明πi(N)P Y

ij =

πj(N)P Y
ji . 由于等式左右两边分别表示在链 {Yn}中从状态 i(j)进入 j(i)的速率，我们同时考虑在

链 {Xn}中从状态 i(j)进入 j(i)的速率，可以写出如下的等式，其中P (k, j,N)表示从k出发，不

经过任何落在 [0, N ]中的状态，最后抵达 j的概率：

πi(N)P Y
ij = πi(N)PX

ij + πi(N)
∑

k∈Z\[0,N ]

PikP (k, j,N),

πj(N)P Y
ji = πj(N)PX

ji + πj(N)
∑

k∈Z\[0,N ]

PjkP (k, i, N).

两式右边的第一项显然相等，因为 πk(N)实际上就是我们在 (b)中求出的时间比例，其与在链
{Xn}中的长程比例πk仅差一个常数倍。至于两式的第二项，一个是对所有正向路径的概率求和，

另一个是对所有逆向路径的概率求和，而链{Xn}是时间可逆的，故由定理 4.7.2可知相等。
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Exercise 9.4 (Ex 4.50)

一个出租车交替行驶在三个地点之间。当它到达地点 1时，它下一次等可能地驶向 2或 3. 当
它到达地点 2时，它下一次以概率 1/3驶向 1，而以概率 2/3驶向 3. 从 3它总是驶向 1. 在地
点 i和 j之间的平均时间是 t12 = 20, t13 = 30, t23 = 30 (tij = tji).
(a) 出租车最近停在地点 i (i = 1, 2, 3)的 (极限)概率是多少？
(b) 出租车前往地点 2的 (极限)概率是多少？
(c)出租车从 2前往 3的行程所占的时间比例是多少？注：在到达一个地点时出租车立刻离开。

解. (a)记地点 i为状态 i，则转移概率为：

P11 = 0, P12 = P13 =
1

2
, P21 =

1

3
, P22 = 0, P23 =

2

3
, P31 = 1, P32 = P33 = 0.

于是转移概率矩阵为：

P =


0 1/2 1/2

1/3 0 2/3

1 0 0


而 (π1, π2, π3) = (π1, π2, π3)P，则π1 = π2/3+π3, π2 = π1/2, π3 = π1/2+2π2/3，且π1+π2+π3 = 1.
则π1 = 3/7, π2 = 3/14, π3 = 5/14. 而µ1 = P12t12 + P13t13 = 25, µ2 = P21t21 + P23t23 = 80/3, µ3 =

P31t31 = 30. 则由定理 4.8.3可知 Pi = πiµi/(
∑

j πjµj). 并且

π1µ1 =
3

7
· 25 =

75

7
, π2µ2 =

3

14
· 80
3

=
40

7
, π3µ3 =

5

14
· 30 =

75

7
,
∑
j

πjµj =
190

7
.

于是计算得到

P1 =
15

38
, P2 =

4

19
, P3 =

15

38
.

即为出租车最近停在地点 1, 2, 3的极限概率。

(b) 由习题 4.48 (c)，所求极限概率为
P12η12
µ11

+
P22η22
µ22

+
P32η32
µ33

=
P12t12
µ11

.

而P1 = µ1/µ11, µ11 = µ1/P1 = 190/3. 则
1

µ11

P12t12 =
3

19
.

故出租车前往地点 2的极限概率为 3/19.
(c) 仍由习题 4.48 (c)，所求极限概率为

P23η23
µ22

=
P23t23
µ22

.

而P2 = µ2/µ22, µ22 = µ2/P2 = 380/3. 则
P23t23
µ22

=
3

19
.

故出租车从 2前往 3的行程所占时间比例为 3/19.

Exercise (补充: Ex 4.48)

对遍历的半Markov过程：
(a) 计算过程从 i到 j的转移的速率。
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(b) 证明 ∑
i

Pij/µii = 1/µjj .

(c) 证明过程处在状态 i且前往状态 j的时间比例是Pijηij/µii，其中 ηij =

∫ ∞

0

F ij(t)dt.

(d) 证明：状态是 i且在时间x内的下一个状态是 j的时间比例是
Pijηij
µii

F e
ij(x),

其中F e
ij是Fij的平衡分布。

证明. (a)定义一个（延迟）更新报酬过程（当过程从状态 i开始时为更新报酬过程）{N(t), t ⩾ 0}，
每当过程转移至状态 i视为一次更新。每个循环中的报酬

Rn =

1, 循环中出现从 i到 j的转移,

0, 其他.

则E[Rn] = P{循环中出现从 i到 j的转移}，而这只能发生于更新时刻后的下一次转移，故E[Rn] =

Pij. 循环平均时间E[Xn] = E[Tii] = µii. 以Rij(t)记直至时刻 t出现 i到 j的转移的次数，则
N(t)∑
n=1

Rn ⩽ Rij(t) ⩽
N(t)∑
n=1

Rn + 1.

由定理 3.6.1有

lim
t→∞

1

t

N(t)∑
n=1

Rn = lim
t→∞

1

t

N(t)∑
n=1

Rn + 1

 =
E[Rn]

E[Xn]
=

Pij

µii

.

则

lim
t→∞

Rij(t)

t
=

Pij

µii

.

即为过程从 i到 j的转移的速率。

(b) 以Rj(t)记直至时刻 t访问 j的次数，则Rj(t) =
∑∞

i=0 Rij(t). 由 (a)有∑
i

Pij

µii

=
∑
i

lim
t→∞

Rij(t)

t
= lim

t→∞

Rj(t)

t
.

若以每次访问 j为一次更新，则由命题 3.5.1

lim
t→∞

Rj(t)

t
=

1

E[Tjj ]
=

1

µjj

⇒
∑
i

Pij

µii

=
1

µjj

.

(c) 仍取 (a)中定义的过程，但每个循环中的报酬改为

Rn =

T n
ij, 循环中出现从 i到 j的转移,

0, 其他,

其中T n
ij为在第n个循环中出现从 i到 j的转移的条件下，该次转移所需时间，则有

E[Rn] = Pij · E[Tij] = Pij

∫ ∞

0

F ij(t)dt = Pijηij, E[Xn] = E[Tii] = µii.

以Rij(t)记直至时刻 t的报酬，则
N(t)∑
n=1

Rn ⩽ Rij(t) ⩽
N(t)+1∑
n=1

Rn.
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而由定理 3.6.1的证明过程可知

lim
t→∞

1

t

N(t)∑
n=1

Rn = lim
t→∞

1

t

N(t)+1∑
n=1

Rn =
E[Rn]

E[Tii]
=

Pijηij
µii

.

于是就有

lim
t→∞

Rij(t)

t
=

Pijηij
µii

.

即过程处在状态 i且前往状态 j的时间比例为Pijηij/µii.
(d) 与 (c)同理，将每个循环中的报酬改为

Rn =

min(x, T n
ij), 循环中出现从 i到 j的转移,

0, 其他.

则E[Rn] = PijE[min(x, T n
ij)]. 而

E[min(x, T n
ij)] =

∫ x

0

ydFij(y) +

∫ ∞

x

xdFij(y)

= xF ij(x) +

∫ x

0

ydFij(y) = x− xFij(x) +

∫ x

0

ydFij(y)

= x−
∫ x

0

Fij(y)dy =

∫ x

0

(1− Fij(y))dy =

∫ x

0

F ij(y)dy = ηijF
e
ij(x).

则E[Rn] = PijηijF
e
ij(x),E[Xn] = µii. 则与 (c)同理可得所求时间比例为PijηijF

e
ij(x)/µii.

Exercise 9.5 (Ex 5.1)

一个生物群体由雄性和雌性成员组成。在一个小的群落中，任一指定的雄性成员与任一指定

的雌性成员在任意长度为h的时间区间内以概率λh+ o(h)交配。每次交配立刻等可能地地产

生一个雄性或雌性子裔。以N1(t)和N2(t)分别记群体中在时刻 t雄性和雌性成员的个数。导

出连续时间的Markov链 {N1(t), N2(t)}的参数。

解. 由题知群体只有出生没有死亡，所以实际上只需要计算类似于出生率的参数，以记号 (m,n)

表示 (N1(t) = m,N2(t) = n)，则由题意有 q(m,n),(m+1,n) = q(m,n),(m,n+1). 且这个转移速率为λmn/2.
其余非对角元均为 0，而对角元通过行和为 0确定，即 q(m,n),(m,n) = −λmn.

Exercise 9.6 (Ex 5.2)

假设一个单细胞生物体可以处在两种状态——A或B之一。在状态A的一个个体以指数速率

α转变为状态B，在状态B的一个个体以指数速率β分裂为两个A型个体。对这个生物群定

义一个合适的连续时间Markov链，并确定此模型的参数。

解. 记N1(t)与N2(t)分别为在 t时刻处于状态A和状态B的个体数，以记号 (m,n)表示 (N1(t) =

m,N2(t) = n)，并令N(t) = (N1(t), N2(t)). 则N(t)为一个合适的连续时间Markov链，转移速率
为 q(m,n),(m−1,n+1) = mα, q(m,n),(m+2,n−1) = nβ. 其余非对角元均为 0，而对角元通过行和为 0确定，

即 q(m,n),(m,n) = −mα− nβ.
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Exercise 10.1 (Ex 5.4)

对出生参数为λn(n ⩾ 0)的纯生过程，计算这个群体的规模从 0到N所需时间的均值、方差

和矩母函数。

解. 设纯生过程为X(t)，出生参数为λn, n ⩾ 0. 群体从规模 i− 1到 i所需时间记为Si, i ⩾ 1. 则从
0到N所需时间为

TN = S1 + · · ·+ SN .

由纯生过程的定义可知，Si (i ⩾ 1)都是相互独立的，且

Si ∼ Exp(λi−1).

因此

ESi =
1

λi−1

,Var(Si) =
1

λ2
i−1

.

并且Si的矩母函数为

MSi
(θ) = E(eθSi) =

λi−1

λi−1 − θ
, θ < λi−1.

所以可直接得到

ETN =
N∑
i=1

1

λi−1

,

Var(TN) =
N∑
i=1

1

λ2
i−1

.

又因为S1, · · · , SN相互独立，所以

MTN
(θ) = E(eθTN ) =

N∏
i=1

E(eθSi) =
N∏
i=1

λi−1

λi−1 − θ
, θ < min

0⩽n⩽N−1
λn.

Exercise 10.2 (Ex 5.5)

考虑一个X(0) = i的Yule过程。在给定X(t) = i+ k时，对在 (0, t)中出生的k个个体的出生

时间的条件分布，你能说些什么？

解. 设Yule过程出生率为

λn = nλ,
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并且X(0) = i. 给定

X(t) = i+ k,

即假设在 (0, t)中出生的k个个体的出生时刻分别为

0 < S1 < S2 < · · · < Sk < t.

则

P (S1 ∈ ds1, · · · , Sk ∈ dsk, X(t) = i+ k)

在 0 < s1 < · · · < sk < t上正比于

iλe−iλs1(i+ 1)λe−(i+1)λ(s2−s1) · · · (i+ k − 1)λe−(i+k−1)λ(sk−sk−1)e−(i+k)λ(t−sk).

化简指数部分得

−iλs1−(i+1)λ(s2−s1)−· · ·−(i+k−1)λ(sk−sk−1)−(i+k)λ(t−sk) = λ(s1+ · · ·+sk)−(i+k)λt.

因此，在给定X(t) = i+ k后，(S1, · · · , Sk)的条件密度在区域 0 < s1 < · · · < sk < t上正比于

exp{λ(s1 + · · ·+ sk)}.

由此可知，给定X(t) = i+ k后，在 (0, t)中出生的 k个个体的出生时刻的条件分布，为k个独立

同分布随机变量的次序统计量。这些随机变量具有相同的密度

f(x) =
λe−λ(t−x)

1− e−λt
, 0 < x < t,

其余为 0. 等价地，也可以写为

f(x) =
λeλx

eλt − 1
, 0 < x < t.

并且可以说在给定X(t) = i+ k后，这k个出生时刻的条件分布与初始个体数 i无关。

Exercise 10.3 (Ex 5.7)

考虑从一个个体开始的Yule过程，并且假设在时刻 s出生的个体以概率P (s)是健康的。计算

在 (0, t)中出生的健康个体数的分布。

解. 考虑从一个个体开始的Yule过程，即

X(0) = 1, λn = nλ.

设H(t)表示在 (0, t)中出生的健康个体数。又记

K = X(t)− 1

为在 (0, t)中出生的个体总数。

由Yule过程的分布可知

P (K = k) = P (X(t) = k + 1) = e−λt(1− e−λt)k, k = 0, 1, 2, · · ·

另一方面，由上一题可知，在给定K = k后，这k个出生时刻的无序版本为k个独立同分布随机

变量，其公共密度为

f(s) =
λe−λ(t−s)

1− e−λt
, 0 < s < t.

等价地，

f(s) =
λeλs

eλt − 1
, 0 < s < t.
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因此，给定K = k后，一个出生个体为健康的概率为

pt =

∫ t

0

P (s)f(s)ds =
∫ t

0

P (s)
λeλs

eλt − 1
ds.

于是

H(t) | K = k ∼ B(k, pt).

所以对m = 0, 1, 2, · · ·，有

P (H(t) = m) =
∞∑

k=m

P (H(t) = m | K = k)P (K = k).

即

P (H(t) = m) =
∞∑

k=m

(
k

m

)
pmt (1− pt)

k−me−λt(1− e−λt)k.

令

A(t) =

∫ t

0

λeλsP (s)ds.

由于

pt =
A(t)

eλt − 1
,

化简上式可得

P (H(t) = m) =
1

1 + A(t)

(
A(t)

1 + A(t)

)m

,m = 0, 1, 2, · · ·

因此，在 (0, t)中出生的健康个体数

H(t) ∼ Geo
(

1

1 + A(t)

)
− 1,

其中

A(t) =

∫ t

0

λeλsP (s)ds.
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Exercise 11.1 (Ex 5.20)

假定一个生物群体中的个体以指数速率λ出生，且以指数速率µ死亡。此外由于移民，存在

一个增加的指数速率 θ. 然而，在群体的规模为N或更大时，移民就不再允许。

(a) 将此建立为一个生灭模型。
(b) 若N = 3, θ = λ = 1, µ = 2，确定移民受限制的时间的比例。

解. (a) 只需要确定出生率和死亡率即可，显然有出生率为 λn = nλ + θ, 0 ⩽ n < N，及 λn =

nλ, n ⩾ N，而死亡率为µn = nµ, n ⩾ 1.
(b) 即确定极限情况下群体个体数⩾ N的时间比例，这需要计算生灭链的极限概率。直接列出极

限方程λ0P0 = µ1P1, (λn + µn)Pn = µn+1Pn+1 + λn−1Pn−1, n ⩾ 1. 由教材 5.5节结论知

P0 =

[
1 +

∞∑
n=1

λ0 · · ·λn−1

µ1 · · ·µn

]−1

, Pn =
λ0 · · ·λn−1

µ1 · · ·µn

P0.

直接计算知对 0 ⩽ n ⩽ 2有λn/µn+1 = 1/2，对n ⩾ 3有λn/µn+1 = n/(2(n+ 1))，所以有
∞∑
n=1

λ0 · · ·λn−1

µ1 · · ·µn

=
1

21
+

1

22
+

1

23
+

3

4
· 1

24
+

3

5
· 1

25
+

3

6
· 1

26
+ · · ·

而通过 ln(1− x)的泰勒展开式可以得到

−3 ln(1− 1

2
) = 3 · 1

21
+

3

2
· 1

22
+

3

3
· 1

23
+

3

4
· 1

24
+

3

5
· 1

25
+

3

6
· 1

26
+ · · ·

把上面的两个式子相减可以得到
∞∑
n=1

λ0 · · ·λn−1

µ1 · · ·µn

= 3 ln 2− 9

8
.

也就是说P0 = 1/(3 ln 2− 1/8), P1 = P0/2, P2 = P0/4. 所以移民受限制的时间的比例为
∞∑
n=3

Pn = 1− P0 − P1 − P2 = 1− 7

4
P0 =

24 ln 2− 15

24 ln 2− 1
.

Exercise 11.2 (Ex 5.21)

有一个美发员的美发店至多有两个顾客的空间，潜在顾客以每小时 3人的Poisson速率到达，
而服务时间是均值为 1/4小时的独立指数随机变量。

(a) 店中顾客的平均数是多少？
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(b) 进入店的潜在顾客的比例是多少？
(c) 若美发员的工作速度提高一倍，她多做了多少生意？

解. (a)记X(t)为时刻 t系统中顾客数，则显然有{X(t), t ⩾ 0}为生灭过程。出生率为λn = 3, n =

0, 1，及λn = 0, n = 2, 3, · · ·，死亡率为µn = 4, n = 1, 2. 则

P0 =

[
1 +

∞∑
n=1

λ0λ1 · · ·λn−1

µ1µ2 · · ·µn

]−1

=

(
1 +

3

4
+

9

16

)−1

=
16

37
.

且P1 = (λ0/µ1)P0 = 12/37, P2 = (λ1/µ2)P1 = 9/37. 而Pi为状态 i的长程比例，故店中顾客平均

数为 0 · P0 + 1 · P1 + 2 · P2 = 12/37 + 18/37 = 30/37.
(b) 当且仅当美发店有空位时顾客才能进店，故进入店的潜在顾客的比例即为店中有空位的时间
比例，即P0 + P1 = 28/37.
(c) 此时µn = 8, n = 1, 2, P ′

0 = [1 + 3/8 + 9/64]−1 = 64/97, P ′
1 = (λ0/µ1)P

′
0 = 24/97, P ′

2 = 9/97.
则顾客进店速率的增量为λ(P ′

0 + P ′
1 − P0 − P1) = 1620/3589 ≈ 0.4514，即为单位时间内（每小

时）多做的生意。

Exercise 11.3 (Ex 5.22)

求M/M/s系统的极限分布，并且确定它们存在需要的条件。

解. 记X(t)为 t时刻系统中人数，则 {X(t), t ⩾ 0}为一个生灭过程。其出生率为λn = λ, n ⩾ 0，

死亡率为µn = nµ, 1 ⩽ n ⩽ s，及µn = sµ, n > s. 由教材 5.5节结论知，极限分布存在所需要的条
件为如下的级数收敛：

∞∑
n=1

λ0λ1 · · ·λn−1

µ1 · · ·µn

=
s∑

n=1

λn

n!µn
+

∞∑
n=s+1

λn

s!µs(sµ)n−s
.

前一项有限，只需考虑后一项。当λ/(sµ) ⩾ 1时有
∞∑

n=s+1

λn

s!µs(sµ)n−s
=

ss

s!

∞∑
n=s+1

(
λ

µs

)n

⩾ ss

s!

∞∑
n=s+1

1 = +∞.

而当λ/(sµ) < 1时，由上式可知后一项收敛，故极限分布存在的条件是λ/(sµ) < 1. 且此时

P0 =

[
1 +

∞∑
n=1

λ0λ1 · · ·λn−1

µ1µ2 · · ·µn

]−1

=

1 + s∑
n=1

λn

n!µn
+

ss

s!

(
λ
µs

)s+1

1− λ
µs


−1

=

(
s∑

n=0

λn

n!µn
+

λs+1

s!µs(µs− λ)

)−1

, Pn =
λn−1

µn

Pn−1, n ⩾ 1.

其中Pn为过程处在状态n的长程比例，也即为M/M/s系统的极限分布。

Exercise 11.4 (Ex 5.28)

N个顾客移动在 r条服务线之间。服务线 i的服务时间是速率为µi的指数随机变量。而在顾

客离开服务线 i时，他以概率 1/(r − 1)加入服务线 j (j ̸= i)的队列（如果队列有人，不然就

进入服务）。当在服务线 i (i = 1, · · · , r)有ni个顾客时，令系统的状态为 (n1, · · · , nr). 证明对
应的连续时间Markov链是时间可逆的，并求极限概率。
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证明. 设系统状态为n = (n1, · · · , nr)，由题有n1 + · · · + nr = N . 若ni > 0，则服务线 i完成服

务的速率为µi，且完成服务后顾客以概率 1/(r − 1)转入服务线 j (j ̸= i)，故 q(n, n − ei + ej) =

µi/(r− 1), ni > 0, j ̸= i. 其余非对角转移速率为 0，对角元通过行和为 0确定。而为了证明时间可

逆，我们希望等式P (n)q(n,m) = P (m)q(m,n)成立，其中m = n− ei + ej. 代入转移速率：

P (n)
µi

r − 1
= P (m)

µj

r − 1
⇒ P (m)

P (n)
=

µi

µj

.

于是令P (k) = C
∏r

i=1 µ
−ki
i ，其中k = (k1, · · · , kr), k1 + · · ·+ kr = N, ki ⩾ 0，归一化得到

C−1 =
∑

k1+···+kr=N,ki⩾0

r∏
i=1

µ−ki
i .

容易验证P (n)q(n,m) = P (m)q(m,n). 以及
∑

k P (k) = 1. 于是该连续时间Markov链是时间可
逆的，又由该链状态空间有限且不可约知极限概率存在并等于上述P (k).

Exercise 11.5 (Ex 5.29)

考虑一个具有参数 νi, Pij，极限概率Pj (j ⩾ 0)的时间可逆的连续时间Markov链。选择某个
状态（比如状态 0）且考虑使 0成为吸收态的新的Markov链。即重取 ν0等于 0. 假设现在对
按速率为λ的Poisson过程选取的时间点，都以概率P0j取初值 j开始一个如上类型的Markov
链（以 0作为吸收态）。假定所有存在的链都是独立的。以Nj(t)记在时刻 t处在状态 j (j > 0)

的链的个数。

(a) 论证：若没有初始链，则Nj(t), j > 0都是独立的Poisson随机变量。
(b) 在稳态情形论证向量过程{(N1(t), N2(t), · · · )}是时间可逆的，具有平稳概率

P (n) =
∞∏
j=1

e−aj
a
nj

j

nj!
, 对n = (n1, n2, · · · ),

其中aj = λPj/(P0ν0).

证明. (a) 无初始链时，新链以速率为λ的Poisson过程产生。给定一条在时刻 s产生的链，它在

时刻 t处于状态 j的概率只依赖于 t − s，记为 pj(t − s). 于是截至时刻 t产生的链可以按时刻 t所

处状态 1, 2, · · · 和吸收态 0进行分类。由Poisson过程的分类性质知Nj(t), j > 0相互独立，且都是

Poisson随机变量，均值分别为λ

∫ t

0

pj(t− s)ds = λ

∫ t

0

pj(u)du.

(b)在状态n = (n1, n2, · · · )下，可能的转移有三类：第一类是新链进入状态 j > 0，即n → n+ ej，

速率为λP0j. 第二类是已有链从 i > 0转到 j > 0，即n → n − ei + ej，速率为niνiPij. 第三类是
已有链从 j > 0转到吸收态 0，即n → n− ej，速率为njνjPj0. 令P (n) =

∏∞
j=1 e−aja

nj

j /nj!，其中

aj = λPj/(P0ν0). 下面验证时间可逆性方程。
先看内部转移，对 i, j > 0, i ̸= j，原链时间可逆给出PiνiPij = PjνjPji，故aiνiPij = ajνjPji.

若m = n− ei + ej，则P (m)(nj + 1)νjPji = P (n)ni(aj/ai)νjPji = P (n)niνiPij. 即P (n)q(n,m) =

P (m)q(m,n). 再看进入与吸收，原链时间可逆给出P0ν0P0j = PjνjPj0，故 ajνjPj0 = λP0j. 于是
P (n)λP0j = P (n)ajνjPj0 = P (n + ej)(nj + 1)νjPj0. 即P (n)q(n, n + ej) = P (n + ej)q(n + ej, n).
同时容易验证

∑
n P (n) = 1. 因此P (n)满足时间可逆性方程，从而向量过程 {(N1(t), N2(t), · · · )}

是时间可逆的，并且具有平稳概率P (n).
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第十二周作业

Exercise 12.1 (Ex 6.1)

若{Zn, n ⩾ 1}是鞅，证明对 1 ⩽ k < n有

E[Zn | Z1, · · · , Zk] = Zk.

解. 记Fn = σ(Z1, · · · , Zn). 由于{Zn, n ⩾ 1}是鞅，故对任意m ⩾ 2有

E[Zm | Fm−1] = Zm−1.

于是由条件期望的塔式性质，当 1 ⩽ k < n时，

E[Zn | Z1, · · · , Zk] = E
[
E[Zn | Z1, · · · , Zn−1] | Z1, · · · , Zk

]
= E[Zn−1 | Z1, · · · , Zk]

= E
[
E[Zn−1 | Z1, · · · , Zn−2] | Z1, · · · , Zk

]
= E[Zn−2 | Z1, · · · , Zk]

= · · ·

= E[Zk+1 | Z1, · · · , Zk]

= Zk.

因此

E[Zn | Z1, · · · , Zk] = Zk, 1 ⩽ k < n.

Exercise 12.2 (Ex 6.2)

对鞅{Zn, n ⩾ 1}，令Xi = Zi − Zi−1(i ⩾ 1)，其中Z0 = 0. 证明

Var(Zn) =
n∑

i=1

Var(Xi).

解. 令Fn = σ(Z1, · · · , Zn). 由Xi = Zi − Zi−1以及Z0 = 0知，

Zn =
n∑

i=1

Xi,

且σ(X1, · · · , Xn) = σ(Z1, · · · , Zn).
对 j ⩾ 2，由鞅性有

E[Xj | Fj−1] = E[Zj − Zj−1 | Fj−1] = E[Zj | Fj−1]− Zj−1 = 0.
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从而

E[Xj] = E{E[Xj | Fj−1]} = 0, j ⩾ 2.

再取 1 ⩽ i < j ⩽ n，由于Xi关于Fj−1可测，故

E[XiXj] = E{XiE[Xj | Fj−1]} = 0.

又 j ⩾ 2时E[Xj] = 0，所以

Cov(Xi, Xj) = E[XiXj]− E[Xi]E[Xj] = 0.

因此X1, · · · , Xn两两不相关。于是

Var(Zn) = Var
(

n∑
i=1

Xi

)

=
n∑

i=1

Var(Xi) + 2
∑

1⩽i<j⩽n

Cov(Xi, Xj)

=
n∑

i=1

Var(Xi).

Exercise 12.3 (Ex 6.4)

考虑一个Markov链，每次转移，它或者以概率 p向右一步，或者以概率 1 − p向左一步。论

证 (q/p)Sn(n ⩾ 1)是鞅。

解. 设 q = 1− p，并假定 0 < p < 1. 记Sn为第n步后所在的位置，且令

Xn = Sn − Sn−1 =

1, 以概率p,

−1, 以概率q.

取Fn = σ(S0, S1, · · · , Sn)，并令

Mn =

(
q

p

)Sn

.

则

Sn = Sn−1 +Xn.

由于Xn与Fn−1独立，故

E[Mn | Fn−1] = E

[(
q

p

)Sn

∣∣∣∣∣Fn−1

]
= E

[(
q

p

)Sn−1+Xn

∣∣∣∣∣Fn−1

]

=

(
q

p

)Sn−1

E

[(
q

p

)Xn
]
=

(
q

p

)Sn−1
[
p

(
q

p

)1

+ q

(
q

p

)−1
]

=

(
q

p

)Sn−1
[
p
q

p
+ q

p

q

]
=

(
q

p

)Sn−1

(q + p)

=

(
q

p

)Sn−1

= Mn−1.

因此 {(
q

p

)Sn

, n ⩾ 1

}
是一个鞅。特别地，当 p = q时，有Mn ≡ 1，显然也是鞅。
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Exercise 12.4 (Ex 6.6)

以X(n)记一个分支过程第n代的规模，而以π0记由一个个体开始的这种过程迟早消失的概

率。证明{πXn
0 , n ⩾ 0}是鞅。

解. 设每个个体的子代数分布为

P (ξ = j) = pj, j = 0, 1, 2, · · ·

其概率母函数为

f(s) = E[sξ] =
∞∑
j=0

pjs
j.

由分支过程灭绝概率的性质知，从一个个体开始迟早消失的概率π0满足

π0 = f(π0) =
∞∑
j=0

pjπ
j
0.

记Fn = σ(X(0), X(1), · · · , X(n)). 给定第n代规模X(n)后，第n+ 1代规模可写为

X(n+ 1) =

X(n)∑
i=1

ξi,

其中 ξ1, · · · , ξX(n)为相互独立且与过去无关的子代数随机变量，且均与 ξ同分布。于是

E[πX(n+1)
0 | Fn] = E

[
π
∑X(n)

i=1 ξi
0

∣∣∣∣Fn

]
= E

X(n)∏
i=1

πξi
0

∣∣∣∣∣∣Fn

 =

X(n)∏
i=1

E[πξi
0 ]

=
(
E[πξ

0]
)X(n)

=

(
∞∑
j=0

pjπ
j
0

)X(n)

= f(π0)
X(n) = π

X(n)
0 .

因此

{πX(n)
0 , n ⩾ 0}

是一个鞅。

Exercise 12.5 (Ex 6.7)

令X1, · · · 是均值为 0和方差为σ2的独立同分布的随机变量序列。再令Sn =
∑n

i=1 Xi. 证明当
Zn = S2

n − nσ2时{Zn, n ⩾ 1}是一个鞅。

解. 令

Fn = σ(X1, · · · , Xn), Sn =
n∑

i=1

Xi.

由于X1, X2, · · · 独立同分布，且

E[Xn] = 0,Var(Xn) = σ2,

故

E[X2
n] = σ2.

令

Zn = S2
n − nσ2.
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因为

Sn = Sn−1 +Xn,

所以

E[Zn | Fn−1] = E[S2
n − nσ2 | Fn−1]

= E[(Sn−1 +Xn)
2 − nσ2 | Fn−1]

= E[S2
n−1 + 2Sn−1Xn +X2

n − nσ2 | Fn−1]

= S2
n−1 + 2Sn−1E[Xn | Fn−1] + E[X2

n | Fn−1]− nσ2.

又Xn与Fn−1独立，故

E[Xn | Fn−1] = E[Xn] = 0,

并且

E[X2
n | Fn−1] = E[X2

n] = σ2.

于是

E[Zn | Fn−1] = S2
n−1 + σ2 − nσ2

= S2
n−1 − (n− 1)σ2

= Zn−1.

因此

{Zn, n ⩾ 1}

是一个鞅。

Exercise 12.6 (Ex 6.10)

连续掷一个以概率 p出现正面的硬币。利用鞅论推理计算直至下述序列出现时的期望投掷数

(a) HHTTHHT
(b) HTHTHTH

解. (a) 以N1记直至HHTTHHT出现的时间。
如设想有一系列赌徒，每人开始以 1个单位赌资在一个公平的赌博中参与赌博，按照 HHT-

THHT的顺序依次下注 (因为赌局公平，所以H和T的赔率分别为 p−1和 (1− p)−1)，每次都赌上
手上所有赌资，直至赌资归 0.

设 {Xn, n ⩾ 1}为第n次后赌场现有的总赢利，则有{Xn, n ⩾ 1}为均值始终为 0的鞅。因此

XN1 = N1 − p−4(1− p)−3 − p−2(1− p)−1.

由于EXN1 = 0，所以

EN1 = p−4(1− p)−3 + p−2(1− p)−1.

(b) 以N2记直至HTHTHTH出现的时间。
同理于 (a)时设想，则有

XN2 = N2 − p−4(1− p)−3 − p−3(1− p)−2 − p−2(1− p)−1 − p−1.

由于EXN2 = 0，所以

EN2 = p−4(1− p)−3 + p−3(1− p)−2 + p−2(1− p)−1 + p−1.
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Exercise 12.7 (Ex 6.11)

考虑在每次参赌时以等可能地赢 1个单位或输 1个单位的一个赌徒。假定该赌徒在当他或者

赢A，或者输B时离开博弈，A > 0, B > 0. 用一个合适的鞅证明期望赌资数是AB.

解. 设每次赌博的输赢为

Xi =

1, 以概率1/2,

−1, 以概率1/2,

且X1, X2, · · · 相互独立。令

Sn =
n∑

i=1

Xi, S0 = 0,

表示第n次赌博后的累计赢利。设停止时刻为

T = min{n : Sn = A 或Sn = −B}.

这里默认A,B为正整数，则需证明

E[T ] = AB.

由于{Sn, n ⩾ 0}是鞅，并且

Zn = S2
n − n

也是鞅。事实上，

E[Zn+1 | X1, · · · , Xn] = E[S2
n+1 − (n+ 1) | X1, · · · , Xn],

而

Sn+1 = Sn +Xn+1.

故

E[S2
n+1 | X1, · · · , Xn] = E[(Sn +Xn+1)

2 | X1, · · · , Xn]

= S2
n + 2SnE[Xn+1 | X1, · · · , Xn] + E[X2

n+1 | X1, · · · , Xn]

= S2
n + 1.

因此

E[Zn+1 | X1, · · · , Xn] = S2
n + 1− (n+ 1) = S2

n − n = Zn,

所以{S2
n − n, n ⩾ 0}是鞅。

对有界停止时刻T ∧ n = max{T, n}应用停止定理，有

E[S2
T∧n − (T ∧ n)] = E[S2

0 ] = 0.

于是

E[T ∧ n] = E[S2
T∧n].

注意到

−B ⩽ ST∧n ⩽ A,

故

S2
T∧n ⩽ max{A2, B2}.
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所以

E[T ∧ n] ⩽ max{A2, B2}.

令n → ∞，由单调收敛定理可知E[T ] < ∞，且T < ∞几乎必然成立。
下面计算到达A和−B的概率。设

p = P (ST = A).

由于{Sn}是鞅，对T ∧ n用停止定理得

E[ST∧n] = E[S0] = 0.

令n → ∞，由有界收敛定理得

E[ST ] = 0.

因此

Ap+ (−B)(1− p) = 0.

解得

p =
B

A+B
, 1− p =

A

A+B
.

再由E[T ] = E[S2
T ]可得

E[T ] = A2P (ST = A) + B2P (ST = −B)

= A2 B

A+B
+B2 A

A+B

=
A2B + AB2

A+B

= AB.

因此该赌徒离开博弈前的期望赌博次数为

E[T ] = AB.

Exercise 12.8 (Ex 6.13)

令Zn =
∏n

i=1 Xi，其中Xi(i ⩾ 1)是独立的随机变量，具有

P{Xi = 2} = P{Xi = 0} =
1

2
令N = Min{n : Zn = 0}. 问鞅停止定理是否可用？如果是，你能得到什么结论？如果否，说
明为什么？

解. 令

Zn =
n∏

i=1

Xi,

其中Xi相互独立，且

P (Xi = 2) = P (Xi = 0) =
1

2
.

又令

N = min{n : Zn = 0}.

因为

Zn = 0 ⇐⇒至少有一个Xi = 0,
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所以

N = min{n : Xn = 0}.

因此N服从参数为 1
2
的几何分布，即

P (N = n) =

(
1

2

)n

, n = 1, 2, · · · .

从而

P (N < ∞) = 1.

先说明 {Zn}是鞅。取

Fn = σ(X1, · · · , Xn).

由于

Zn+1 = ZnXn+1,

且Xn+1与Fn独立，所以

E[Zn+1 | Fn] = ZnE[Xn+1] = Zn

(
2 · 1

2
+ 0 · 1

2

)
= Zn.

故{Zn}是鞅。
下面检查课本定理 6.2.2中的三个条件。

(i) 检查Zn是否一致有界。

在事件

{X1 = 2, · · · , Xn = 2}

上，有

Zn = 2n.

而该事件的概率为

P (X1 = 2, · · · , Xn = 2) =

(
1

2

)n

> 0.

所以对任意大的常数M，只要取n足够大，就有可能出现

Zn = 2n > M.

因此{Zn}不是一致有界的，条件 (i)不满足。

(ii) 检查N是否有界。

虽然

P (N < ∞) = 1,

但这并不表示N有界。对任意m，有

P (N > m) = P (X1 = 2, · · · , Xm = 2) =

(
1

2

)m

> 0.

也就是说，无论m取多大，N仍然有正概率大于m。因此不存在常数M使得

N ⩽ M a.s.

所以N不是有界的，条件 (ii)不满足。

(iii) 检查是否有

E[N ] < ∞
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且存在常数M < ∞使得

E [|Zn+1 − Zn| | Z1, · · · , Zn] < M.

首先，由于N服从参数为 1
2
的几何分布，所以

E[N ] =
1

1/2
= 2 < ∞.

但是第二个要求不满足。

因为

Zn+1 − Zn = Zn(Xn+1 − 1).

又由于

P (Xn+1 = 2) = P (Xn+1 = 0) =
1

2
,

所以

|Xn+1 − 1| = 1.

于是

|Zn+1 − Zn| = |Zn||Xn+1 − 1| = Zn.

从而

E [|Zn+1 − Zn| | Z1, · · · , Zn] = Zn.

但Zn不是一致有界的。例如在事件

{X1 = · · · = Xn = 2}

上，

Zn = 2n.

因此不存在常数M < ∞使得对所有n都有

E [|Zn+1 − Zn| | Z1, · · · , Zn] < M.

所以条件 (iii)也不满足。

综上，课本定理 6.2.2中的三个条件：

(i) Zn一致有界, (ii) N有界, (iii) E[N ] < ∞且增量条件有界

在本题中均不满足。因此，不能对停止时刻N直接使用鞅停止定理。

如果错误地使用鞅停止定理，就会得到

E[ZN ] = E[Z1].

但是

ZN = 0,

所以

E[ZN ] = 0.

另一方面，

E[Z1] = E[X1] = 2 · 1
2
+ 0 · 1

2
= 1.

于是会推出 0 = 1，这显然是错误的。
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Exercise 13.1 (Ex 6.24)

考虑独立地投掷硬币的序列，而令P{正面}是每次投掷出正面的概率。令A为假设P{正面} =

a，而B为假设P{正面} = b, 0 < a, b < 1. 以Xi记第 i次投掷的结果，并令

Zn =
P{X1, · · · , Xn | A}
P{X1, · · · , Xn | B}

.

证明若B正确，则

(a) {Zn}是一个鞅，而且
(b) limn→∞ Zn以概率为 1地存在。

(c) 若 b ̸= a, limn→∞ Zn是什么？

证明. (a) 不妨令Xi = 1{第 i次投掷出正面}，由投掷硬币序列独立，我们有

E[Zn+1 | Z1, · · · , Zn] = ZnE
[
P (Xn+1 | A)
P (Xn+1 | B)

]
.

且由于B正确，得

E[Zn+1 | Z1, · · · , Zn] = ZnE
[
aXn+1(1− a)1−Xn+1

bXn+1(1− b)1−Xn+1

]
= Zn

(
a

b
· b+ 1− a

1− b
· (1− b)

)
= Zn.

并且有

E[|Zn|] = E[Zn] = E[Z1] = E
[
aX1(1− a)1−X1

bX1(1− b)1−X1

]
= 1 < ∞, ∀n ∈ N+.

故{Zn, n ⩾ 1}是一个鞅。
(b) 由 (a)知E[|Zn|] = 1对∀n ∈ N+成立，由鞅收敛定理，limn→∞ Zn以概率为 1地存在且有限。

(c) 取 h(X)满足 h(1) = a/b, h(0) = (1 − a)/(1 − b)，则P (h(Xn+1) = a/b) = b, P (h(Xn+1) =

(1− a)/(1− b)) = 1− b. 于是Zn+1 = h(Xn+1)Zn, lnZn+1 = lnZn + lnh(Xn+1)，并且有

Z1 =
aX1(1− a)1−X1

bX1(1− b)1−X1
= h(X1) ⇒ lnZn+1 =

n+1∑
k=1

lnh(Xk).

而由强大数律，我们有
lnZn+1

n+ 1
→ E[lnh(Xk)] = E[lnh(X1)] = b ln

(a
b

)
+ (1− b) ln

(
1− a

1− b

)
≜ t.

而 f(x) = lnx为严格凹函数，且 b ̸= a，故

t < ln
(
b · a

b
+ (1− b) · 1− a

1− b

)
= ln 1 = 0.
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而 lnZn = nt+ o(n)，则Zn = ent+o(n). 由于 t < 0，故n → ∞时Zn → 0. 因此 limn→∞ Zn = 0.

Exercise 13.2 (Ex 6.25)

令Zn(n ⩾ 1)是随机变量列，使Z1 ≡ 1，且在给定Z1, · · · , Zn−1时，Zn是均值为Zn−1(n > 1)

的Poisson随机变量。对很大的n，我们能对Zn说些什么？

解. 显然 {Zn}是一个鞅。又Zn ⩾ 0，故{Zn, n ⩾ 1}是非负鞅。由鞅收敛定理，limn→∞ Zn以概率为

1地存在且有限。故对很大的n，我们有Zn几乎必然收敛到某个有限极限Z∞. 并且由于每个Zn均

取非负整数值，在满测集A = {ω ∈ Ω : Zn(ω) → Z∞(ω) < ∞}上，整数列{Zn(ω)}收敛，则最终必
稳定。也就是说，对每个ω ∈ A，存在N(ω)与m ∈ N，使得当n ⩾ N(ω)时恒有Zn(ω) = m. 而对固
定的N与m ⩾ 1，记BN,m = {Zk = m, ∀k ⩾ N}. 记 qm = P (Zn+1 = m | Zn = m) = e−mmm/m!，

则 0 < qm < 1. 对任意的 r ⩾ 1，有P (ZN = m,ZN+1 = m, · · · , ZN+r = m) = P (ZN = m)qrm ⩽ qrm.
而BN,m ⊂ {ZN = m,ZN+1 = m, · · · , ZN+r = m}对任意 r ⩾ 1成立，故 P (BN,m) ⩽ qrm, ∀r ⩾ 1.
令 r → ∞，由 0 < qm < 1可知P (BN,m) = 0. 又由N,m在可数集合中取值，故 {Zn}几乎必然不
可能最终稳定在任何正整数m上。于是唯一可能的有限极限为 0，从而Zn几乎必然收敛于 0.

Exercise 13.3 (Ex 8.1)

令Y (t) = tX(1/t).
(a) Y (t)的分布是什么？

(b) 计算Cov(Y (s), Y (t)).
(c) 论证{Y (t), t ⩾ 0}也是Brown运动。
(d) 令

T = inf{t > 0 : X(t) = 0}.

利用 (c)证明

P (T = 0) = 1.

证明. (a)首先，由于{X(t), t ⩾ 0}为Brown运动过程，则它也是Gauss过程，故对一切 t1, · · · , tn,
(X(1/t1), · · · , X(1/tn))具有多元正态分布，故 (Y (t1), · · · , Y (tn)) = (t1X(1/t1), · · · , tnX(1/tn))也

具有多元正态分布，故 {Y (t), t ⩾ 0}为Gauss过程。又E[Y (t)] = tE[X(1/t)] = 0，且 0 < s ⩽ t

时，有 1/t ⩽ 1/s，此时Cov(Y (s), Y (t)) = stCov(X(1/s), X(1/t)) = st · 1/t = s. 故{Y (t), t ⩾ 0}
是一个Brown运动过程，故Y (t) ∼ N(0, t).
(b)(c) 由 (a)可知Cov(Y (s), Y (t)) = min(s, t)，并且 {Y (t), t ⩾ 0}为Brown运动过程。
(d) 任取 ε > 0，则有T > ε等价于对任意 t ∈ (0, ε]有X(t) ̸= 0，则等价于对任意u ∈ [1/ε,+∞)

有uX(1/u) = Y (u) ̸= 0. 而 {Y (t), t ⩾ 0}为Brown运动，结合教材 8.2节结论可知P (Ta < ∞) =

1, ∀a ∈ R. 其中Ta为Brown运动 {Y (t)}首次击中a的时刻。取a = 0可知从任意时刻以后 {Y (t)}
几乎必然在有限时间内击中 0. 于是P (T > ε) = P (Y (u) ̸= 0, ∀u ∈ [1/ε,+∞)) = 0. 而T ⩾ 0，由

ε的任意性可知P (T = 0) = 1.

Exercise 13.4 (Ex 8.2)

对a > 0，令W (t) = X(a2t)/a. 验证W (t)也是Brown运动。
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证明. 首先显然{W (t), t ⩾ 0}是Gauss过程，且E[W (t)] = E[X(a2t)]/a = 0. 对 s ⩽ t有

Cov(W (s),W (t)) =
1

a2
Cov(X(a2s), X(a2t)) =

1

a2
· a2s = s.

因此{W (t), t ⩾ 0}也是Brown运动过程。

Exercise 13.5 (Ex 8.3)

给定X(t1) = A,X(t2) = B，其中 t1 < s < t2，计算X(s)的条件分布。

解. 首先我们有

P (X(t+ s)−X(s) = x) = ft(x) =
1√
2πt

e−x2/(2t).

由Brown运动有独立增量和平稳增量，可得X(s)的条件密度为

pX(s)|(X(t1),X(t2))(x | (A,B)) =
p(X(s),X(t2))|X(t1)((x,B) | A)

pX(t2)|X(t1)(B | A)
=

fs−t1(x− A)ft2−s(B − x)

ft2−t1(B − A)
.

= C exp
(
− t2 − t1
2(t2 − s)(s− t1)

(
x− A(t2 − s) + B(s− t1)

t2 − t1

)2
)
.

这说明其条件分布是正态分布

N

(
A(t2 − s) + B(s− t1)

t2 − t1
,
(t2 − s)(s− t1)

t2 − t1

)
.

Exercise 13.6 (Ex 8.4)

以{Z(t), t ⩾ 0}记Brown桥过程。证明若

X(t) = (t+ 1)Z(t/(t+ 1)),

则{X(t), t ⩾ 0}是Brown运动过程。

证明. 由{Z(t), t ⩾ 0}是Brown桥过程，则其也为Gauss过程。从而对一切 t1, · · · , tn，(Z(t1/(t1+
1)), · · · , Z(tn/(tn+1)))具有多元正态分布，则 (X(t1), · · · , X(tn)) = ((t1+1)Z(t1/(t1+1)), · · · , (tn+
1)Z(tn/(tn + 1)))也具有多元正态分布。故 {X(t), t ⩾ 0}为Gauss过程。且我们有E[X(t)] = (t+

1)E[Z(t/(t+ 1))] = (t+ 1) · 0 = 0. 当 0 ⩽ s ⩽ t时，有 s/(s+ 1) ⩽ t/(t+ 1)，则

Cov(X(s), X(t)) = (s+ 1)(t+ 1)Cov(Z(s/(s+ 1)), Z(t/(t+ 1)))

= (s+ 1)(t+ 1) · s

s+ 1

(
1− t

t+ 1

)
= s.

从而{X(t), t ⩾ 0}是一个Brown运动过程。

Exercise 13.7 (Ex 8.5)

对于随机过程{X(t), t ⩾ 0}，若对一切的n, a, t1, · · · , tn，随机向量X(t1), · · · , X(tn)和X(t1+

a), · · · , X(tn + a)有相同的联合分布，则称为平稳过程。

(a) 证明Gauss过程平稳的充要条件是Cov(X(s), X(t))只依赖 t− s (s ⩽ t)，且E[X(t)] = c.
(b) 令{X(t), t ⩾ 0}是Brown运动，且定义

V (t) = e−αt/2X(αeαt).

证明{V (t), t ⩾ 0}是平稳的Gauss过程。它称为Ornstein-Uhlenbeck过程。
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证明. (a)必要性：若Gauss过程是平稳的，则 s ⩽ t时，随机向量 (X(s), X(t))和 (X(0), X(t− s))

有相同的联合分布，故Cov(X(s), X(t)) = Cov(X(0), X(t − s))只依赖于 t − s. 且对任意 t ⩾ 0，

有X(t)与X(0)分布相同，故E[X(t)] = E[X(0)] = c.
充分性：若E[X(t)] = c，且Cov(X(s), X(t)) = f(t− s), s ⩽ t. 对一切的n, a, t1, · · · , tn，由于

{X(t), t ⩾ 0}为Gauss过程，则 (X(t1), · · · , X(tn))与 (X(t1 + a), · · · , X(tn + a))均服从多元正态

分布。且E[(X(t1), · · · , X(tn))] = (c, · · · , c) = E[(X(t1 + a), · · · , X(tn + a))], Cov(X(ti), X(tj)) =

f(|tj−ti|) = Cov(X(ti+a), X(tj+a)), Var(X(ti)) = f(0) = Var(X(ti+a)). 故 (X(t1), · · · , X(tn))

与 (X(t1 + a), · · · , X(tn + a))具有相同的均值与协方差阵，由多元正态分布性质，可知二者有相

同的联合分布。从而{X(t), t ⩾ 0}为平稳过程。
(b)首先E[V (t)] = e−αt/2E[X(αeαt)] = 0. 若α = 0则过程平凡，而对任意α ̸= 0都有αeαt关于 t单

调递增，故 0 ⩽ s ⩽ t时有αeαs ⩽ αeαt，则Cov(V (s), V (t)) = e−α(t+s)/2 Cov(X(αeαs), X(αeαt)) =
e−α(t+s)/2 · αeαs = αe−α(t−s)/2. 于是Cov(V (s), V (t))只依赖于 t− s (s ⩽ t). 并且由于{X(t), t ⩾ 0}
为Brown运动过程，则为Gauss过程，故对一切的 t1, · · · , tn，随机向量 (X(αeαt1), · · · , X(αeαtn))
具有多元正态分布，则 (V (t1), · · · , V (tn)) = (e−αt1/2X(αeαt1), · · · , e−αtn/2X(αeαtn))也具有多元正
态分布，故{V (t), t ⩾ 0}为Gauss过程。且由 (a)知{V (t), t ⩾ 0}为平稳过程。
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Exercise 14.1 (Ex 8.7)

求下列情形的分布：

(a) |X(t)|. (b)
∣∣∣∣min
0⩽s⩽t

X(s)

∣∣∣∣. (c) max
0⩽s⩽t

X(s)−X(t).

解. 我们记

M(t) = max
0⩽s⩽t

X(s),m(t) = min
0⩽s⩽t

X(s).

(a) 由于X(t) ∼ N(0, t)，故当x < 0时，

P{|X(t)| ⩽ x} = 0.

当x ⩾ 0时，

P{|X(t)| ⩽ x} = P{−x ⩽ X(t) ⩽ x} = 2P{0 ⩽ X(t) ⩽ x}.

因此

P{|X(t)| ⩽ x} =
2√
2πt

∫ x

0

e−y2/2tdy =
2√
2π

∫ x/
√
t

0

e−u2/2du, x ⩾ 0.

故 |X(t)|服从参数为 t的半正态分布，其密度为

f(x) =

√
2

πt
e−x2/2t, x > 0.

(b) 由Brown运动的对称性，{−X(s), 0 ⩽ s ⩽ t}仍为Brown运动，故

|m(t)| = −m(t) = max
0⩽s⩽t

[−X(s)]

与M(t)同分布。由 8.2节中关于最大随机变量的结果，对x ⩾ 0，

P{M(t) > x} = P{Tx ⩽ t} = 2P{X(t) ⩾ x}.

于是

P{M(t) ⩽ x} = 1− 2P{X(t) ⩾ x} = 2P{X(t) ⩽ x} − 1.

因此当x ⩾ 0时，

P{|m(t)| ⩽ x} = P{M(t) ⩽ x} =
2√
2πt

∫ x

0

e−y2/2tdy.

当x < 0时，P{|m(t)| ⩽ x} = 0。故 |m(t)|与 |X(t)|同分布，密度为

f(x) =

√
2

πt
e−x2/2t, x > 0.

62 2026春｜实用随机过程



Chapter 14. 第十四周作业

(c) 令

Y (s) = X(t)−X(t− s), 0 ⩽ s ⩽ t.

由Brown运动的平稳独立增量性，{Y (s), 0 ⩽ s ⩽ t}仍为Brown运动。于是

M(t)−X(t) = max
0⩽s⩽t

{X(s)−X(t)} = max
0⩽u⩽t

{X(t− u)−X(t)} = max
0⩽u⩽t

{−Y (u)}.

因此

M(t)−X(t) = − min
0⩽u⩽t

Y (u)

与 |m(t)|同分布。由 (b)知，当x ⩾ 0时，

P{M(t)−X(t) ⩽ x} =
2√
2πt

∫ x

0

e−y2/2tdy,

当x < 0时，

P{M(t)−X(t) ⩽ x} = 0.

故M(t)−X(t)也与 |X(t)|同分布，其密度为

f(x) =

√
2

πt
e−x2/2t, x > 0.

Exercise 14.2 (Ex 8.9)

令M(t) = max
0⩽s⩽t

X(s)，证明

P{M(t) > a | M(t) = X(t)} = e−a2/2t, a > 0

解. 记

M = M(t) = max
0⩽s⩽t

X(s).

注意事件{M(t) = X(t)}本身概率为 0，故下面在连续型条件分布的意义下理解该条件概率。

先推导 (M,X(t))的联合密度。对m > 0, x < m，有

P{M ⩽ m,X(t) ⩽ x} = P{X(t) ⩽ x} − P{M > m,X(t) ⩽ x}.

由 8.2节中击中时刻后的对称性论证可知，若过程在时刻 t以前曾击中m，则其后相对于m的运

动具有对称性，因此

P{M > m,X(t) ⩽ x} = P{X(t) ⩾ 2m− x}.

于是

P{M ⩽ m,X(t) ⩽ x} = P{X(t) ⩽ x} − P{X(t) ⩾ 2m− x}.

由于X(t) ∼ N(0, t)，令

φt(z) =
1√
2πt

e−z2/2t,

则对上式关于m和x求偏导，得

fM,X(t)(m,x) =
2(2m− x)

t
φt(2m− x),m > 0, x < m.

令

Y = M −X(t).

作变量变换

x = m− y,
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则 y ⩾ 0,m ⩾ 0，且 2m− x = m+ y。因此

fM,Y (m, y) =
2(m+ y)

t
φt(m+ y),m > 0, y > 0.

先求Y 的边缘密度：

fY (y) =

∫ ∞

0

2(m+ y)

t
φt(m+ y)dm.

令 z = m+ y，则

fY (y) =

∫ ∞

y

2z

t
φt(z)dz = 2φt(y), y ⩾ 0.

故在Y = 0的条件下，

fM |Y=0(m) =
fM,Y (m, 0)

fY (0)
=

2m

t
φt(m)

2φt(0)
=

m

t
e−m2/2t,m > 0.

由于Y = 0即M(t) = X(t)，所以对a > 0，

P{M(t) > a | M(t) = X(t)} =

∫ ∞

a

m

t
e−m2/2tdm = e−a2/2t.
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第1章

期中习题课

1.1 知识点梳理
期中考试的范围是教材前三章，主要内容应该是第二章与第三章，根据往年考题的情况，大

概第三章的内容会是考试的主要部分。考试题大概率比较偏重计算，并且难度不会太高，因此这

门课一直以来都是不调分的。但是大家也不用过于担心，我们这门课对于细节的要求并不严，考

试题只要思路与结论是对的大概率就能拿到全部分数了。

1.1.1 第一章知识点
第一章虽然不是重点，但有一些内容还是值得一看的，如果有时间的话可以看一下 1.5节与

1.6节。以下是我挑选与梳理的我个人认为值得注意一下的知识点：

Proposition 1.1
一些常见分布的概率质量/密度函数，矩母函数，均值和方差 (可参考教材表 1.4.1和 1.4.2).

Proposition 1.2 (⋆指数分布的无记忆性)

若X ∼ Exp(λ)，则对任意 s, t ⩾ 0有P (X > s+ t | X > t) = P (X > s).

Proposition 1.3
(1) 若X,Y 可积，则E[X] = E[E[X | Y ]].
(2) 若X二次可积，则Var(X) = E[Var(X | Y )] + Var(E[X | Y ]).
(3) Cov(X,Y ) = Cov(E[X | Z],E[Y | Z]) + E[Cov(X,Y | Z)].

Proposition 1.4
以N记一个非负整数值随机变量。则有

E[N ] =
∞∑
k=1

P{N ⩾ k} =
∞∑
k=0

P{N > k}.

更一般地，若X是一个具有分布函数F的非负随机变量，则

E[X] =

∫ ∞

0

F (x)dx, E[Xn] =

∫ ∞

0

nxn−1F (x)dx.
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上面这个命题是第一章习题 1.1，这个题目给出了一种计算期望的方法，如果在考试题中不
是主要步骤的话可以直接使用这个结论，但实际上证明也是容易的。

1.1.2 第二章知识点
第二章比较重要的部分是 2.1到 2.4节，而 2.5和 2.6节了解一些基本定义与性质即可。

Definition 1.1 (独立增量与平稳增量)

计数过程{N(t), t ⩾ 0}称为有独立增量，如果发生在不相交时间区间上的事件数都是独立的；
称为有平稳增量，如果任意时间区间中发生的事件数的分布只依赖于时间区间的长度。等价

地即，N(t2 + s)−N(t1 + s)与在区间 (t1, t2]的事件数N(t2)−N(t1)有相同的分布。

Definition 1.2 (⋆Poisson过程的定义)

若计数过程{N(t), t ⩾ 0}满足
(i) N(0) = 0

(ii) 过程有独立增量
(iii) 在长度为 t的任意区间中的事件数服从以λt为均值的Poisson分布，即对任意 s, t ⩾ 0有

P{N(t+ s)−N(s) = n} = e−λt (λt)
n

n!
, n = 0, 1, 2, · · ·

则称其为具有速率λ > 0的Poisson过程。

Definition 1.3 (Poisson过程的等价定义)

计数过程{N(t), t ⩾ 0}是速率为λ的Poisson过程，当且仅当它满足
(i) N(0) = 0

(ii) 具有平稳增量与独立增量
(iii) P{N(h) = 1} = λh+ o(h)

(iv) P{N(h) ⩾ 2} = o(h)

考试中可能会出现判断是否是Poisson的题目，要把定义记准确，其中第一个定义用得较多。
Poisson过程还有一个性质是叠加性，即独立Poisson过程的和也是Poisson过程，速率为求和。

Proposition 1.5
若{N(t), t ⩾ 0}是速率为λ的Poisson过程，则对任意 t ⩾ 0有E[N(t)] = λt,Var(N(t)) = λt.

Proposition 1.6
对任意 s, t ⩾ 0有Cov(N(s), N(t)) = λmin{s, t}.

证明. 不妨设 s ⩽ t，则我们有N(t) = N(s) + (N(t)−N(s))，而N(s)与N(t)−N(s)独立，所以

Cov(N(s), N(t)) = Var(N(s)) = λs.

Theorem 1.1 (⋆)

给定N(t) = n, n个事件的到达时间S1, S2, · · · , Sn与n个独立的 (0, t)上均匀分布的随机变量

的次序统计量有相同的分布。
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证明. 我们要计算给定N(t) = n时，S1, S2, · · · , Sn的条件密度函数。为此令 0 < t1 < t2 < · · · <
tn < t，而且令hi充分小，使 ti + hi < ti+1, i = 1, · · · , n. 现在

P{ti ⩽ Si ⩽ ti + hi, i = 1, 2, · · · , n | N(t) = n}

=
P{在 [ti, ti + hi]中恰有一个事件 , i = 1, · · · , n, 而在 [0, t]的其他地方没有事件}

P{N(t) = n}

=
λh1e−λh1 · · ·λhne−λhne−λ(t−h1−h2−···−hn)

e−λt(λt)n/n!
=

n!

tn
h1h2 · · · hn.

因此
P{ti ⩽ Si ⩽ ti + hi, i = 1, · · · , n | N(t) = n}

h1h2 · · · hn

=
n!

tn
.

令hi → 0，我们得到在给定N(t) = n时，S1, S2, · · · , Sn的条件密度函数是

f(t1, · · · , tn) =
n!

tn
, 0 < t1 < · · · < tn < t.

这样就完成了证明。

注记 1.1. 直观上，我们通常说，在 (0, t)中已发生了n个事件的条件下，事件发生的时间S1, · · · , Sn

在看做不排序的随机变量时，都是相互独立的，且服从 (0, t)上的均匀分布。

上面这个定理非常有用，利用这个定理可以把复杂的Sk的分布转化成均匀分布的次序统计

量来大幅度简化许多运算。并且定理的证明过程也是值得一看的。同时证明中对N(t)取条件的

方法也是十分常用的做题技巧。

Proposition 1.7 (到达间隔的分布)

若Xn = Sn−Sn−1, S0 = 0，则X1, X2, · · · 独立同分布，且Xn ∼ Exp(λ). 因此Sn = X1+· · ·+Xn

服从Gamma分布，其密度为

fSn(t) =
λntn−1e−λt

(n− 1)!
, t > 0.

Proposition 1.8 (⋆)

如果Ni(t)表示直到时刻 t为止发生的 i型事件数，i = 1, 2，那么N1(t)和N2(t)分别是具有均

值λtp和λt(1− p)的独立Poisson随机变量，其中

p =
1

t

∫ t

0

P (s)ds.

证明. 我们利用取条件于N(t)计算N1(t)和N2(t)的联合分布：

P{N1(t) = n,N2(t) = m}

=
∞∑
k=0

P{N1(t) = n,N2(t) = m | N(t) = k}P{N(t) = k}

= P{N1(t) = n,N2(t) = m | N(t) = n+m}P{N(t) = n+m}.

现在我们考虑发生在区间 [0, t]的任意一个事件。若它发生在时刻 s，则它是 I型事件的概率是
P (s). 因为由定理 2.3.1此事件发生的时刻在 (0, t)上均匀分布，故而它是 I型事件的概率是

p =
1

t

∫ t

0

P (s)ds

且与其他事件分在什么类是独立的。因此P{N1(t) = n,N2(t) = m | N(t) = n +m} 正好是每次
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试验成功的概率是 p时，在n+m次独立试验中有n次成功m次失败的概率。即

P{N1(t) = n,N2(t) = m | N(t) = n+m} =

(
n+m

n

)
pn(1− p)m.

随之有

P{N1(t) = n,N2(t) = m} =

(
n+m

n

)
pn(1− p)me−λt (λt)

n+m

(n+m)!

= e−λtp (λtp)
n

n!
e−λt(1−p) (λt(1− p))m

m!
.

这表明N1(t)和N2(t)分别是均值为λtp和λt(1− p)的Poisson随机变量，并且相互独立。

这个命题很容易推广到多个事件类型的情况，考试时可能会给出一些具体的例子要求计算各

种类型事件的相关数据。比如先把顾客、车辆、冲击等分类成若干类，再分别统计各类在某时刻

是否仍在系统中、是否在某区间完成服务、是否满足某种标签条件。

Definition 1.4 (非时齐Poisson过程)

若计数过程{N(t), t ⩾ 0}满足
(i) N(0) = 0

(ii) {N(t), t ⩾ 0}有独立增量
(iii) P{N(t+ h)−N(t) ⩾ 2} = o(h)

(iv) P{N(t+ h)−N(t) = 1} = λ(t)h+ o(h)

则称为具有强度函数（一般要求连续）λ(t), t ⩾ 0的非平稳或非时齐Poisson过程。若令

m(t) =

∫ t

0

λ(s)ds

则可证

P{N(t+ s)−N(t) = n} = exp(−(m(t+ s)−m(t)))
[m(t+ s)−m(t)]n

n!
, n ⩾ 0.

即N(t+ s)−N(t)服从均值为m(t+ s)−m(t)的Poisson分布。

Example 1.1 (无穷多条服务线的Poisson排队系统 (M/G/∞)的输出过程)

(M/G/∞)排队系统（即具有Poisson到达及共同服务分布G的无穷多条服务线的排队系统）

的输出过程，是具有强度函数λ(t) = λG(t)的非时齐Poisson过程。为证明它，我们首先论证：

(1) 在 (s, s+ t)中离开系统的顾客数服从均值为λ

∫ s+t

s

G(y)dy的Poisson分布；

(2) 在不交时间区间中离开系统的顾客数是独立的。
为了证明 (1)，我们将任何在时间区间 (s, s+ t)中离开的顾客称为类型 I到达的。那么在时刻
y到达的一个顾客称为类型 I的概率是

P (y) =


G(s+ t− y)−G(s− y), 若 y < s,

G(s+ t− y), 若 s < y < s+ t,

0, 若 y > s+ t.

因此，由命题 2.3.2，离开的这种顾客数服从均值为

λ

∫ ∞

0

P (y)dy = λ

∫ s

0

(G(s+ t− y)−G(s− y))dy + λ

∫ s+t

s

G(s+ t− y)dy = λ

∫ s+t

s

G(y)dy

的Poisson分布。为了证明 (2)，设 I1和 I2记不相交的时间区间，将在 I1中离开的顾客称为类
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型 I到达的，在 I2中离开的顾客称为类型 II到达的，而在其他情形的顾客称为类型 III的。又
由命题 2.3.2，或更准确地，由命题 2.3.2在三类顾客情形的推广，推出在 I1和 I2中离开的人

数（即类型 I和类型 II到达的顾客）都是独立的Poisson随机变量。
利用 (1)和 (2)，验证输出过程是一个非时齐Poisson过程的所有公理要求是一件简单的事情
（这与从Poisson过程的定义 2.1.1推出定义 2.2.1的证明非常相似）。
因为当 t → ∞时λ(t) → λ，我们注意到，在 t后 (因为 t → ∞) 的极限输出过程是速率为λ的

Poisson过程。

非时齐Poisson过程如果考试中涉及到的话不会太难，一般是要写出λ(t)并由此计算m(t).

Definition 1.5 (复合Poisson过程)

设{N(t), t ⩾ 0}是一个Poisson过程，X1, X2, · · · 独立同分布，且与N(t)独立。定义

X(t) =

N(t)∑
i=1

Xi.

则称{X(t), t ⩾ 0}为复合Poisson过程。E[X(t)] = E[N(t)]E[Xi],Var(X(t)) = E[N(t)]E[X2
i ].

1.1.3 第三章知识点
第三章比较重要的部分是 3.1到 3.6节，而 3.7和 3.8节基本可以不用看。

Definition 1.6 (更新过程)

设X1, X2, · · · 是一列有相同分布F 的非负的独立同分布随机变量，并假设F (0) = P (Xn =

0) < 1. 将Xn解释为在第n− 1个事件与第n个事件之间的间隔时间。并令

S0 = 0, Sn =
n∑

i=1

Xi, N(t) = sup{n : Sn ⩽ t} = max{n : Sn ⩽ t}.

则Sn是第n个事件发生的时间，而N(t)为到 t为止的事件数。则{N(t), t ⩾ 0}称为更新过程。

Proposition 1.9
对任意n ⩾ 0有P{N(t) = n} = Fn(t) − Fn+1(t)，其中Fn表示F和自身的n次卷积，且其与

Sn = X1 + · · ·+Xn同分布。约定F0(t) = 1{t⩾0}.

Definition 1.7 (更新函数)

定义m(t) = E[N(t)]. 称m(t)为更新函数。

Proposition 1.10
更新函数满足m(t) =

∑∞
n=1 Fn(t).

Theorem 1.2 (⋆更新方程)

更新函数m(t)满足m(t) = F (t) +

∫ t

0

m(t− x)dF (x).
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证明. 这是第四周的一道作业题。

一般来说这个Fn相关的东西考试中不会涉及，我们用得更多的还是更新方程。但还是了解

一下比较好，这样的话考试中如果实在不会写也可以用这个来硬算卷积。

Definition 1.8 (⋆停时)

设X1, X2, · · · 是一列独立的随机变量序列，N是整数值随机变量，若对一切n = 1, 2, · · ·，事
件{N = n}都与Xn+1, Xn+2, · · · 独立，则称N为对序列X1, X2, · · · 的停时。

Theorem 1.3 (⋆Wald方程)

若X1, X2, · · · 是具有有限期望的独立同分布随机变量，而N对X1, X2, · · · 是停时，且满足
E[N ] < ∞，则E[

∑N
n=1 Xn] = E[N ]E[X].

Example 1.2
更新过程中N(t) + 1是对序列Xi的一个停时，注意

N(t) + 1 = n ⇐⇒ N(t) = n− 1 ⇐⇒ X1 + · · ·+Xn−1 ⩽ t,X1 + · · ·+Xn > t.

Corollary 1.1
若µ < ∞，则E[SN(t)+1] = µ[m(t) + 1].

Proposition 1.11

在 t → ∞时，以概率为 1地有
N(t)

t
→ 1

µ
.

Theorem 1.4 (基本更新定理)

在 t → ∞时，有m(t)

t
→ 1

µ

(
这里

1

∞
= 0

)
.

Theorem 1.5 (Blackwell定理)

(i) 若F不是格点的，则对一切a ⩾ 0，在 t → ∞时有m(t+ a)−m(t) → a/µ.
(ii) 若F是具有周期d的格点分布，则在n → ∞时有E[在nd的更新次数] → d/µ.

Theorem 1.6 (⋆关键更新定理)

若F不是格点分布，且若h(t)是直接Riemann可积的，则

lim
t→∞

∫ t

0

h(t− x)dm(x) = lim
t→∞

1

µ

∫ t

0

h(t)dt.

其中

m(x) =
∞∑
n=1

Fn(x), µ =

∫ ∞

0

F (t)dt.

上面的这些定理了解熟悉结论即可，极限定理相关的内容考试大概率是不会过多涉及的，最

多也只是基本结论的简单应用，不必过于担心。
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Lemma 1.1 (⋆)

P{SN(t) ⩽ s} = F (t) +

∫ s

0

F (t− y)dm(y), t ⩾ s ⩾ 0.

证明. 直接计算，我们有

P{SN(t) ⩽ s} =
∞∑
n=0

P{Sn ⩽ s, Sn+1 > t} = F (t) +
∞∑
n=1

P{Sn ⩽ s, Sn+1 > t}

= F (t) +
∞∑
n=1

∫ ∞

0

P{Sn ⩽ s, Sn+1 > t | Sn = y}dFn(y) = F (t) +
∞∑
n=1

∫ s

0

F (t− y)dFn(y)

= F (t) +

∫ s

0

F (t− y)d
(

∞∑
n=1

Fn(y)

)
= F (t) +

∫ s

0

F (t− y)dm(y).

其中积分与求和的交换是正确的，因为所有的项都是非负的。

Corollary 1.2 (⋆)

(1) 由引理 3.4.3推出

P{SN(t) = 0} = F (t),

dFSN(t)
(y) = F (t− y)dm(y), 0 < y < ∞.

(2) 为了得到上述结论的一个直观感觉，假设F是连续的，且具有密度 f，那么

m(y) =
∞∑
n=1

Fn(y),

因而对 y > 0有

dm(y) =
∞∑
n=1

fn(y)dy =
∞∑
n=1

P{第n次更新发生在 (y, y + dy)}

= P{更新发生在(y, y + dy)}.

所以SN(t)的概率密度是

fSN(t)
(y)dy = P{更新发生在 (y, y + dy), 下一个到达间隔时间 > t− y}

= F (t− y)dm(y).

引理的证明中对SN(t)取条件的做法是非常重要的方法，尤其要注意对SN(t) = 0单独计算，

作业题中就有类似的题目。这个引理的证明过程值得认真看一看。

Theorem 1.7 (⋆)

考虑一个可处在开或关两个状态之一的系统。初始时它处在开状态而且保持一段时间Z1；然

后它转变为关状态而且保持一段时间Y1；然后它转变为开状态而且保持一段时间Z2；然后它

又转变为关状态而且保持一段时间Y2；如此继续下去。

我们假设随机向量 (Zn, Yn), n ⩾ 1独立同分布。因此随机变量序列{Zn}和随机变量序列{Yn}
两者分别都是独立同分布的；但是我们允许Zn和Yn是相依的。换句话说，每次过程在转变

为开状态时重新开始，但是当它转变为关状态时我们允许关的时间长度依赖于前面开状态的

时间长度。
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令H是Zn的分布，G是Yn的分布，而F是Zn + Yn, n ⩾ 1的分布。进而令

P (t) = P{在时刻 t系统在开状态}.

若E[Zn + Yn] < ∞，且F不是格点的，那么

lim
t→∞

P (t) =
E[Zn]

E[Zn] + E[Yn]
.

定理的结论很好理解也很好记忆，考试经常会考，需要合理地定义“开”与“关”。

Theorem 1.8
若一个循环的分布F在某个区间具有密度，且如果E[S1] < ∞，则

Pj = lim
t→∞

P{X(t) = j} =
E[一个循环中在状态 j的总时间]

E[一个循环的时间]
.

这是上面定理的自然推广，状态数从两种推广到至多可数种。

Definition 1.9 (⋆)

考虑一个更新过程，而以Y (t)记自 t时刻起到下一次更新的时间，而以A(t)记时刻 t前的最

后一次更新到 t的时间。即Y (t) = SN(t)+1 − t, A(t) = t−SN(t). 则Y (t)称为在 t的超出量或剩

余寿命，而A(t)称为在 t的年龄。

Proposition 1.12 (⋆)

假设我们想要推导P{A(t) ⩽ x}. 为此，使一个“开—关”周期对应于一次更新，且若在时刻
t的年龄小于或等于x，则系统在时刻 t处在“开”。即系统在更新区间的前x个单位时间处在

“开”，而在余下的时间处于“关”。那么，若更新分布不是格点分布，那么由定理 3.4.4有

lim
t→∞

P{A(t) ⩽ x} = E[min(X, x)]/E[X]

=

∫ ∞

0

P{min(X, x) > y}dy/E[X] =

∫ x

0

F (y)dy/µ.

(注意X = Z + Y ) 类似地，为了得到P{Y (t) ⩽ x}的极限值，我们说此系统在一个更新循环
的最后x个单位时间内处于“关”，而在其他时间内处于“开”。于是，在一个循环中，关的

时间是min(x,X)，故而

lim
t→∞

P{Y (t) ⩽ x} = lim
t→∞

P{在时刻 t系统处于关状态}

= E[min(x,X)]/E[X] =

∫ x

0

F (y)dy/µ.

总结起来即得到：若到达间隔分布不是格点的，且µ < ∞，则

lim
t→∞

P{Y (t) ⩽ x} = lim
t→∞

P{A(t) ⩽ x} =

∫ x

0

F (y)

µ
dy.

Theorem 1.9 (极限平均剩余寿命)

若到达间隔分布是非格点的，且µ = E[X1] < ∞, E[X2
1 ] < ∞，则

lim
t→∞

E[Y (t)] =
E[X2

1 ]

2µ
.
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Definition 1.10
令 {Xn, n = 1, 2, · · · }是一列独立的非负随机变量，X1具有分布G，而Xn具有分布F, n > 1.
令S0 = 0, Sn =

∑n
i=1 Xi, n ⩾ 1，且定义ND(t) = sup{n : Sn ⩽ t}. 则随机过程 {ND(t), t ⩾ 0}

称为广义更新过程或者延迟更新过程。

Proposition 1.13
(i) 在 t → ∞时，以概率为 1地有

ND(t)

t
→ 1

µ
.

(ii) 在 t → ∞时
mD(t)

t
→ 1

µ
.

(iii) 若F不是格点的，则在 t → ∞时，

mD(t+ a)−mD(t) →
a

µ
.

(iv) 若F和G都是格点的，具有周期d，则在n → ∞时

E[在nd的更新数] → d

µ
.

(v) 若F不是格点的，µ < ∞，且h是直接Riemann可积的，则在 t → ∞时，∫ ∞

0

h(t− x)dmD(x) →
1

µ

∫ ∞

0

h(t)dt.

Example 1.3 (⋆⋆教材例3.5 (A))

观察一列独立同分布的离散随机变量X1, X2, · · ·，且记录一个给定的结果序列（或模式）之出
现次数。即设这个模式是x1, x2, · · · , xk，且若Xn = xk, Xn−1 = xk−1, · · · , Xn−k+1 = x1，则说

该模式在时刻n出现。若我们以N(n)记直至时刻n为止该模式出现的次数，则{N(n), n ⩾ 1}
是延迟更新过程。直至首次更新时间的分布就是此模式首次出现时的分布，而随后的到达间

隔时间分布是模式的两次出现之间的时间分布。

假设我们想要确定模式出现的速率。由延迟更新过程的强大数定律（定理 3.5.1的 (i)部分），
它等于在模式之间的平均时间的倒数。但是由Blackwell定理（定理 3.5.1的 (iv)部分）这正是
更新过程在时刻n的极限概率。即

(E[模式之间的时间])−1 = lim
n→∞

P{在时刻n有模式} =
k∏

i=1

P{X = xi}.

因此模式出现的速率是
∏k

i=1 P{X = xi}，而模式间的平均时间是 (
∏k

i=1 P{X = xi})−1.
例如，若每个随机变量以概率 p取 1，而以概率 q取 0. 则模式 0, 1, 0, 1的平均时间是 p−2q−2.
假设我们现在对首次出现模式 0, 1, 0, 1的期望时间感兴趣。由于从 0, 1, 0, 1到 0, 1, 0, 1的期望

时间是 p−2q−2，由此推出从 0, 1开始得到 0, 1, 0, 1的附加结果的期望是 p−2q−2。但是由于为了

出现 0, 1, 0, 1，我们首先必须得到 0, 1，由此推出

E[到 0, 1, 0, 1的时间] = E[到 0, 1的时间] + p−2q−2.

由对模式 0, 1应用同样的逻辑推理，我们得到这种模式两次出现之间的期望时间是 1/(pq)；而
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因为这等于它的首次出现的期望时间，我们可得

E[到0, 1, 0, 1的时间] = p−2q−2 + p−1q−1.

以上推理可以用于计算任何蓄套模式出现所需要的期望数。例如，若连续地投掷一枚以概率

p出现正面H（以概率 q出现反面T）的硬币，那么

E[直到HTHHTHH的时间] = E[直到HTHH的时间] + p−5q−2

E[直到H的时间] + p−3q−1 + p−5q−2

= p−1 + p−3q−1 + p−5q−2.

又由同样推理，

E[直到 k次连续正面的时间] = (1/p)k + E[直到 k − 1次连续正面的时间] =
k∑

i=1

(1/p)i.

现在假设我们打算计算一个给定的模式（如模式A）在另一个模式（如模式B）前发生的概

率。例如，独立地投掷一枚以概率 p出现正面H的硬币，且假设我们感兴趣的是A = HTHT
在B = THTT前出现的概率。为得此概率，我们发现先考虑在指定的一个出现后直至另一个
出现的期望附加时间是很有用的。以NB|A记自A开始到B出现需要的附加投掷数，而类似

地定义NA|B. 又以NA记直至A出现的投掷数。那么

E[NB|A]E[从HTHT开始到THTT的附加次数]

E[从THT开始到THTT的附加次数].

然而因为

E[NTHTT] = E[NTHT] + E[NTHTT|THT],

所以

E[NB|A] = E[NTHTT]− E[NTHT].

但是

E[NTHTT] = E[NT] + q−3p−1 = q−1 + q−3p−1,

E[NTHT] = E[NT] + q−2p−1 = q−1 + q−2p−1,

故而

E[NB|A] = q−3p−1 − q−2p−1.

再则

E[NA|B] = E[NA] = p−2q−2 + p−1q−1.

为了计算PA = P{A在B前}，令M = min(NA, NB). 那么

E[NA] = E[M ] + E[NA −M ]

= E[M ] + E[NA −M | B在A前](1− PA)

= E[M ] + E[NA|B](1− PA).

类似地，

E[NB] = E[M ] + E[NB|A]PA.
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求解这些方程，导致

PA =
E[NB] + E[NA|B]− E[NA]

E[NB|A] + E[NA|B]
, E[M ] = E[NB]− E[NB|A]PA.

例如，假设 p = 1/2，那么因为

E[NA|B] = E[NA] = 24 + 22 = 20,

E[NB] = 2 + 24 = 18,E[NB|A] = 24 − 23 = 8,

我们得到

PA =
18 + 20− 20

8 + 20
=

9

14
,E[M ] = 18− 8× 9

14
=

90

7
.

所以，直至A出现的期望投掷次数是 20，直至B出现的期望投掷次数是 18，直至两者之一出

现的期望投掷次数是 90/7, A先出现的概率是 9/14 (这有点违反直觉，因为E[NA] > E[NB]).

花样问题可以说是每年都考，非常非常重要，但实际上并不难。把上面这个例题，即书上例

3.5 (A)认真读几遍，掌握其中的方法，再用作业题和往年题练一练手就问题不大了。

Definition 1.11 (更新报酬过程)

大量概率模型都是下述模型的特殊情形。考虑一个具有分布F 和到达间隔时间Xn, n ⩾ 1的

更新过程{N(t), t ⩾ 0}，而假设在每次更新发生时我们收到一份报酬。我们以Rn记在第n次

更新的时刻收到的报酬。假设Rn, n ⩾ 1是独立同分布的。然而我们允许Rn可能（通常会）

依赖第n次更新区间的长度Xn，故我们假定 (Xn, Rn) (n ⩾ 1)是独立同分布的。若我们令

R(t) =

N(t)∑
n=1

Rn,

则R(t)为直至时间 t为止赚得的总报酬，称为更新报酬过程。令E[R] = E[Rn],E[X] = E[Xn].

Theorem 1.10 (⋆)

若E[R] < ∞和E[X] < ∞，则
(i) 当 t → ∞时，以概率为 1地有

R(t)

t
→ E[R]

E[X]
.

(ii) 当 t → ∞时有
E[R(t)]

t
→ E[R]

E[X]
.

Theorem 1.11
以λ = 1/E[Xi]记到达速率，那么L = λW .

排队论记住这个结论应该就差不多了，作业中也有一道涉及排队论的题目，也比较简单。

以上就是我梳理的全部内容，按这些内容复习，再做一做作业和往年题大概就问题不大了。

1.2 部分作业题与往年考题
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1.2.1 作业题

Exercise 1.1 (Ex 1.16)

令 f(x)和 g(x)是概率密度函数。假设对一切x，存在某个 c使 f(x) ⩽ cg(x). 假设我们可以生
成具有密度函数 g的随机变量，且考虑以下算法：

第 1步：生成具有密度函数 g的随机变量Y .
第 2步：生成均匀的 (0, 1)随机变量U .

第 3步：若U ⩽ f(Y )

cg(Y )
，则令X = Y；否则返回第 1步。

假定相继生成的随机变量是独立的，证明

(a) X具有密度函数 f(x).
(b) 此算法生成X必须迭代的次数是均值为 c的几何随机变量。

证明. (a)我们有

P (X ⩽ x) = P

(
Y ⩽ x

∣∣∣ U ⩽ f(Y )

cg(Y )

)
=

P
(
Y ⩽ x, U ⩽ f(Y )

cg(Y )

)
P
(
U ⩽ f(Y )

cg(Y )

) .

先计算分子

P

(
Y ⩽ x, U ⩽ f(Y )

cg(Y )

)
=

∫ x

−∞
P

(
U ⩽ f(Y )

cg(Y )

∣∣∣ Y = y

)
g(y)dy =

∫ x

−∞

f(y)

c
dy.

再计算分母

P

(
U ⩽ f(Y )

cg(Y )

)
=

∫ +∞

−∞
P

(
U ⩽ f(Y )

cg(Y )

∣∣∣ Y = y

)
g(y)dy =

1

c

∫ +∞

−∞
f(y)dy =

1

c
.

因此

P (X ⩽ x) =

∫ x

−∞
f(y)dy, PX(x) = f(x).

即X具有密度函数 f(x).
(b) 由 (a)我们有

P

(
U ⩽ f(Y )

cg(Y )

)
=

1

c
.

即每次迭代生成X的概率为 1/c且每轮迭代相互独立。故此算法生成X必须迭代的次数是均值

为 c的几何随机变量。

Exercise 1.2 (Ex 1.21)

令U1, U2, · · · 为独立的 (0, 1)均匀随机变量，而以N记n使
n∏

i=1

Ui ⩾ e−λ >

n+1∏
i=1

Ui, 其中

0∏
i=1

Ui = 1

的 (n ⩾ 0)的最小值。证明N是具有均值λ的Poisson随机变量。
（提示：对n用归纳法，取条件于U1，证明P (N = n) = e−λλn/n!.）

证明. 我们有P (N = 0) = P
(
1 ⩾ e−λ > U1

)
= P (U1 < e−λ) = e−λ，即n = 0时成立。

设n = k (k ⩾ 0)时有

P (N = k) =
1

k!
e−λλk.
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从而

P (N = k + 1) =

∫ 1

0

P (N = k + 1 | U1 = x) dx

=

∫ 1

e−λ

P
(
xU2 ⩾ e−λ, xU2U3 ⩾ e−λ, · · · , xU2 · · ·Uk+1 ⩾ e−λ, xU2 · · ·Uk+2 < e−λ

)
dx

=

∫ 1

e−λ

P

(
U2 ⩾

e−λ

x
, U2U3 ⩾

e−λ

x
, · · · , U2 · · ·Uk+1 ⩾

e−λ

x
, U2 · · ·Uk+2 <

e−λ

x

)
dx

=

∫ 1

e−λ

P
(
U2 ⩾ e−(λ+lnx), U2U3 ⩾ e−(λ+lnx), · · · , U2 · · ·Uk+1 ⩾ e−(λ+lnx), U2 · · ·Uk+2 < e−(λ+lnx)

)
dx

=

∫ 1

e−λ

1

k!
e−(λ+lnx)(λ+ lnx)kdx =

e−λ

k!

∫ 1

e−λ

(λ+ lnx)kd ln x =
e−λ

k!
· λk+1

k + 1
=

e−λλk+1

(k + 1)!
.

故n = k + 1时也成立，于是N为均值λ的Poisson随机变量。

Exercise 1.3 (Ex 1.31)

如果X和Y 是分别具有均值 1/λ1和 1/λ2的指数随机变量，计算Z = min(X,Y )的分布。给

定Z = X时Z的条件分布是什么？

解. ∀z ∈ (0,+∞)，我们有

P (Z ⩽ z) = 1− P (X > z, Y > z) = 1− (1− FX(z))(1− FY (z)) = 1− e−(λ1+λ2)z.

故Z服从参数为λ1 + λ2的指数分布。

而给定Z = X时，对∀z ∈ (0,+∞)有

P (Z ⩽ z | Z = X) = P (X ⩽ z | Y ⩾ X) =
P (X ⩽ z, Y ⩾ X)

P (Y ⩾ X)
.

先计算分子，该式即P (X ⩽ min(z, Y ))，即∫ z

−∞
P (X ⩽ y)fY (y)dy +

∫ +∞

z

P (X ⩽ z)fY (y)dy

=

∫ z

0

(1− e−λ1y)λ2e−λ2ydy +
∫ +∞

z

(1− e−λ1z)λ2e−λ2ydy

= 1− λ2

λ1 + λ2

(
1− e−(λ1+λ2)z

)
− e−(λ1+λ2)z =

λ1

λ1 + λ2

(1− e−(λ1+λ2)z).

再来计算分母P (Y ⩾ X)，即∫ +∞

0

P (X ⩽ y)fY (y)dy =

∫ +∞

0

(1− e−λ1y)λ2e−λ2ydy =
λ1

λ1 + λ2

.

则P (Z ⩽ z | Z = X) = 1− e−(λ1+λ2)z，故此时Z的条件分布仍是参数为λ1 + λ2的指数分布。

注记 1.2. 由本题可得出一个结论：两个速率为 v1, v2的泊松过程的叠加过程的速率是 v1 + v2.

Exercise 1.4 (Ex 2.3)

对于Poisson过程，证明对 s < t有

P (N(s) = k | N(t) = n) =

(
n

k

)(s
t

)k (
1− s

t

)n−k

, k = 0, 1, · · · , n.

证明. 对k, n ∈ N且n ⩾ k有

P (N(s) = k | N(t) = n) =
P (N(s) = k,N(t) = n)

P (N(t) = n)
=

P (N(s) = k,N(t)−N(s) = n− k)

P (N(t) = n)
.
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由于Poisson过程具有独立增量

P (N(s) = k,N(t)−N(s) = n− k) = P (N(s) = k)P (N(t− s) = n− k).

而

P (N(s) = k) =
e−λs(λs)k

k!
, P (N(t− s) = n− k) =

e−λ(t−s)(λ(t− s))n−k

(n− k)!
.

于是

P (N(s) = k,N(t) = n) =
e−λt(λs)k(λ(t− s))n−k

k!(n− k)!
.

又由于

P (N(t) = n) =
e−λt(λt)n

n!
.

因此

P (N(s) = k | N(t) = n) =
n!

k!(n− k)!

sk(t− s)n−k

tn
=

(
n

k

)(s
t

)k (
1− s

t

)n−k

.

这样就完成了证明。

Exercise 1.5 (Ex 2.4)

令 {N(t), t ⩾ 0} 是速率为λ的Poisson过程。计算 E[N(t)N(t+ s)].

解. 首先我们有

N(t+ s) = N(t) + (N(t+ s)−N(t)).

因此

E[N(t)N(t+ s)] = E[N(t)2] + E[N(t) (N(t+ s)−N(t))].

由于Poisson过程具有独立增量，故N(t)与N(t+ s)−N(t)独立，于是

E[N(t) (N(t+ s)−N(t))] = E[N(t)]E[N(t+ s)−N(t)] = λt · λs = λ2ts.

而

E[N(t)2] = Var(N(t)) + (E[N(t)])2 = λt+ (λt)2.

从而

E[N(t)N(t+ s)] = λt+ λ2t2 + λ2ts = λt+ λ2t(t+ s).

Exercise 1.6 (Ex 2.5)

假设 {N1(t), t ⩾ 0}和 {N2(t), t ⩾ 0}是速率分别为 λ1和 λ2的独立的 Poisson过程。证明
{N1(t) + N2(t), t ⩾ 0}是速率为 λ1 + λ2的Poisson过程。进而，证明这个联合过程的首个
事件来自{N1(t), t ⩾ 0}的概率是λ1/(λ1 + λ2)，它独立于此事件发生的时刻。

证明. 依Poisson过程的定义，易由 {N1(t), t ⩾ 0}和 {N2(t), t ⩾ 0}是速率分别为λ1和λ2的独立

的Poisson过程，得到：

1. N1(0) +N2(0) = 0;

2. [N1(t+ s) +N2(t+ s)]− [N1(t) +N2(t)] = [N1(t+ s)−N1(t)] + [N2(t+ s)−N2(t)]与N1(t)

和N2(t)都独立，从而也与N1(t) +N2(t)独立；
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3. P ((N1(t+ s) +N2(t+ s))− (N1(s) +N2(s)) = n))

=
n∑

k=0

P (N1(t+ s)−N1(s) = k, N2(t+ s)−N2(s) = n− k)

=
n∑

k=1

e−(λ1+λ2)t
λk
1λ

n−k
2

k!(n− k)!
tn

= e−(λ1+λ2)t
(λ1 + λ2)

n

n!
tn.

由定义，我们证得{N1(t) +N2(t), t ⩾ 0}是速率为λ1 + λ2的Poisson过程。
联合过程的首个事件来自于{N1(t), t ⩾ 0}，即N1(t) = 1, N2(t) = 0 | N1(t) +N2(t) = 1.

P (N1(t) = 1, N2(t) = 0 | N1(t) +N2(t) = 1) =
P (N1(t) = 1, N2(t) = 0)

P (N1(t) +N2(t) = 1)

=
λ1

λ1 + λ2

, 与 t 无关。

因此，它独立于事件发生的时刻。

Exercise 1.7 (Ex 2.10)

公交车按速率为λ的Poisson过程到达某个车站。你从这个车站上车，从你进入公交车的时刻
开始计算你到家需要时间R. 如果你步行，从这个车站到家需要时间W .假设你的策略是：到
达车站时等待一段时间 s，而如果在此时间内公交车还未到达，那么你步行回家。

(a) 计算从你到达车站时直至到家的期望时间。
(b) 证明若W < 1/λ + R，则 (a)部分的期望时间在取 s = 0时最小；若W > 1/λ + R，则它

在取 s = ∞时最小（就是你应该继续等车）；而当W = 1/λ + R时所有 s值都给出相同的期

望时间。

(c) 对于为什么当使期望时间最小时我们只需考虑 s = 0和 s = ∞的情形给出一个直观的解
释。

解. (a) 设公交车在人到达车站后T时间到达，记人到达车站时直至到家的时间为X，则

X =

T +R, T ⩽ s

s+W � T > s

所以

E[X] = P (X ⩽ s)(E[X | X ⩽ s] + R) + P (X > s)(s+W ).

因为公交车按照速率为 λ的速率到达，所以由无记忆性，T与公交车到达间隔同分布，即 T ∼
Exp(λ)，所以

P (X ⩽ s) = 1− e−λs,

E[X | X ⩽ s] =

∫ s

0

s
λe−λxdx
1− e−λs

=
−se−λs + (1− e−λs)/λ

1− e−λs
.

所以

E[X] = (W − 1/λ−R)e−λs + 1/λ+R.

(b)令 f(s) = E[X] (s ⩾ 0)
df(s)

ds = −λ(W − 1/λ−R)e−λs.
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若W < 1/λ + R，则 f(s)为单调递增函数，s = 0时 q期望时间取最小值；若W > 1/λ + R则为

单调递减函数，s = ∞时最小；而当W = 1/λ+R时期望时间为定值，与 s值无关。

(c) 若步行回家时间小于等车时间期望和坐车回家时间之和，就应该立刻开始步行 (s = 0)，等待
只是在浪费时间；反之，若步行回家时间大于等车时间期望和坐车回家时间之和，就应该一直等

车，设置等车上限只是减少了选择最优策略的概率。

Exercise 1.8 (Ex 2.11)

汽车按速率为 λ的Poisson过程经过某个街道位置。某人在此位置等待直至此后的 T 个时间

单位她都看不到车时过街，求此人在过街前等待的期望时间。（注意，例如，若在前T个时间

单位没有车通过则等待时间是 0）

解. 设Xn, n ⩾ 1为某人开始等待后一系列连续汽车通过时间间隔，其中Xn为某人看见的第n−1

辆车和第n辆车之间的时间。记Y = min{n | Xn > T}，此人等待的时间为W，则有

W =
Y−1∑
k=1

Xk + T.

又因为 {Xn}之间相互独立，且都有P (Xn > T ) = e−λT，所以Y ∼ Geo(e−λT ).
所以有

E[W ] = E

[
Y−1∑
k=1

Xk

]

= E

[
E

[
Y−1∑
k=1

Xk

∣∣∣ Y ]]
= E[(Y − 1)E[Xk | k < Y ]]

= E[(Y − 1)]E[Xk | Xk ⩽ T ]

=
eλT − 1

λ
− T.

Exercise 1.9 (Ex 2.12)

按速率为λ的Poisson过程发生的事件由一个计数器记录。然而，每当一个事件被记录时，计
数器变得在此后的 b个时间单位不起作用，且不再记录在此段时间中发生的任何新事件。以

R(t)记在时刻 t前被记录的事件数。

(a) 求前k个事件被记录的概率。

(b) 对 t ⩾ (n− 1)b, 求P{R(t) ⩾ n}

解. (a) “前 k个事件被记录”意味着系统原始的Poisson过程的前 k个事件全都被计数器记录下

来。设该Poisson过程的到达时间间隔为T1, T2, · · · , Tk，它们独立同分布且服从Exp(λ). 第一个
事件必然被记录。为了让第 2个到第 k个事件也全被记录，每次事件发生后，下一个事件的到达

时间必须大于计数器的失效时间 b。即要求对于 i = 2, 3, · · · , k，都有Ti > b. 由于Ti ∼ Exp(λ)，
有P (Ti > b) = e−λb。因此，前k个事件被记录的概率为

P (T2 > b, T3 > b, · · · , Tk > b) =
k∏

i=2

P (Ti > b) = (e−λb)k−1 = e−λb(k−1).
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(b) 记S∗
n为第n个被记录事件的发生时刻。事件R(t) ⩾ n等价于S∗

n ⩽ t。观察记录过程可知，除

了第一个被记录的事件等待时间是普通的指数分布E1 ∼ Exp(λ)，对于此后的每一个被记录的事
件，其与上一个被记录事件的时间间隔均为 b + Ei，其中Ei ∼ Exp(λ)为失效期结束后等待下一
个事件到来的时间。因此，第n个被记录事件的发生时刻可以表示为

S∗
n = E1 + (b+ E2) + · · ·+ (b+ En) =

n∑
i=1

Ei + (n− 1)b.

其中
∑n

i=1 Ei即为原速率为λ的Poisson过程{N(t), t ⩾ 0}中第n个事件的到达时刻Sn. 于是有

P (R(t) ⩾ n) = P (S∗
n ⩽ t)

= P (Sn + (n− 1)b ⩽ t)

= P (Sn ⩽ t− (n− 1)b).

这恰好等价于原Poisson过程在 t− (n− 1)b时间内的到达事件数大于等于n。故

P (R(t) ⩾ n) = P (N(t− (n− 1)b) ⩾ n) =
∞∑
k=n

e−λ(t−(n−1)b) [λ(t− (n− 1)b)]k

k!
.

Exercise 1.10 (Ex 2.21)

个体按速率为λ的Poisson过程进入系统。每个到达者独立地处在系统地各个状态。以 ai(s)

记一个人在到达 s时间后处在状态 i的概率。以Ni(t)记在时刻 t处在状态 i的人数。证明

Ni(t)(i ⩾ 1)是独立的且Ni(t)是具有均值 λE[在前 t个单位时间在系统中的个体处在状态 i

的时间总量]的Poisson随机变量。

证明. 给定在 [0, t]时间内有N(t) = n个个体到达系统，设它们的到达时刻为S1, S2, · · · , Sn。由

Poisson过程的性质可知，这些到达时刻的联合分布等价于n个独立同分布于 (0, t)上的均匀分布

随机变量的顺序统计量。

对于在 s时刻到达的个体，其在时刻 t处在状态 i的概率为Pi(s) = αi(t− s)。由命题 2.3.2得到，

Ni(t) = λtp

= λt
1

t

∫ t

0

αi(t− s)ds

u=t−s
= λ

∫ t

0

αi(u)du.

我们来考察积分
∫ t

0
αi(u)du的实际意义。设一个经过系统的个体，其在进入系统后经过时间

u时是否处于状态 i的示性函数为 I(u)，则E[I(u)] = αi(u).
该个体在到达系统后的前 t个单位时间内，处在状态 i的总时间期望为

E
[∫ t

0

I(u)du
]
=

∫ t

0

E[I(u)]du =

∫ t

0

αi(u)du.

因此，均值恰为λE[单个个体在其到达后的t个单位时间内处在状态i的时间总量].得证。

Exercise 1.11 (Ex 2.39)

对复合Poisson过程计算Cov(X(s), X(t))。

解. 设X(t) =
∑N(t)

i=1 Xi是速率为λ的复合Poisson过程。不妨设 s < t，将X(t)拆分为两部分：

X(t) = X(s) + (X(t)−X(s)).
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计算两者的协方差：

Cov(X(s), X(t)) = Cov(X(s), X(s) +X(t)−X(s))

= Cov(X(s), X(s)) + Cov(X(s), X(t)−X(s))

= Var(X(s)) + Cov(X(s), X(t)−X(s)).

由Poisson过程的独立增量性可知，时间段 (s, t]内到达的事件数N(t) − N(s)与时间段 [0, s]内

到达的事件数N(s)相互独立；且对应的Xi相互独立。因此，区间 (s, t]内的过程增量X(t) −
X(s) =

∑N(t)
i=N(s)+1 Xi 与区间 [0, s]内的过程X(s) =

∑N(s)
i=1 Xi相互独立。独立变量的协方差为

0，即Cov(X(s), X(t)−X(s)) = 0. 于是：

Cov(X(s), X(t)) = Var(X(s)).

对于复合Poisson过程，其方差为Var(X(s)) = λsE[X2
1 ]. 综上，考虑到 s和 t的对称性，对于任意

的 s和 t，有：

Cov(X(s), X(t)) = λmin{s, t}E[X2
1 ].

Exercise 1.12 (Ex 3.3)

用语言表述随机变量XN(t)+1代表什么？（提示：它是哪个更新区间的长度？）证明

P{XN(t)+1 ⩾ x} ⩾ F (x).

当F (x) = 1− e−λx时精确地计算上式的左边的项。

证明. XN(t)+1代表第 (N(t) + 1)个更新区间的长度。由于N(t)为直至时刻 t的更新次数，所以 t

落在第 (N(t) + 1)个更新区间中，从而XN(t)+1表示包含时刻 t的更新区间长度。

注记 1.3. 这里的更新区间均取为左闭右开，而若取为左开右闭，则XN(t)+1表示从时刻 t后开始

直至下一次更新发生时，最后一个更新区间的长度。

考虑对SN(t) = max{Sn : Sn ⩽ t}取条件，对任意的 y ⩾ 0，我们有

P (XN(t)+1 ⩾ x | SN(t) = y) = P (XN(t)+1 ⩾ x | XN(t)+1 > t− y)

=
∞∑
n=0

P (N(t) = n)P (Xn+1 ⩾ x | Xn+1 > t− y) =
∞∑
n=0

P (N(t) = n)P (X1 ⩾ x | X1 > t− y)

= P (X ⩾ x | X > t− y) ⩾ P (X > x) = F (x).

显然有 0 ⩽ SN(t) ⩽ t，于是就有

P (XN(t)+1 ⩾ x) =

∫
[0,t]

P (XN(t)+1 ⩾ x | SN(t) = y)dFSN(t)
(y) ⩾ F (x)

∫
[0,t]

dFSN(t)
(y) = F (x).

即P (XN(t)+1 ⩾ x) ⩾ F (x)，即证。而若F (x) = 1− e−λx, F (x) = e−λx，则此时X为连续型随机变

量且{N(t), t ⩾ 0}为具有速率λ的Poisson过程，于是m(y) = E[N(y)] = λy，则由教材引理 3.4.3
及其推论有P (SN(t) = 0) = F (t) = e−λt, dFSN(t)

(y) = F (t− y)dm(y) = λe−λ(t−y)dy, y > 0，从而

P (XN(t)+1 ⩾ x)

= P (XN(t)+1 ⩾ x | SN(t) = 0)P (SN(t) = 0) +

∫
(0,t]

P (XN(t)+1 ⩾ x | SN(t) = y)dFSN(t)
(y)

= P (X > x,X > t) +

∫
(0,t]

λP (X > x,X > t− y)dy
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= F (max(x, t)) + λ

∫
(0,t]

F (max(x, t− y))dy = e−λmax(x,t) + λ

∫ t

0

e−λmax(x,t−y)dy.

注记 1.4. 这里对 0单独计算是因为P (SN(t) = 0)并不为 0 (事件 {X1 > t}蕴含事件{SN(t) = 0}).

若 t ⩽ x，则 t− y ⩽ x，从而

P (XN(t)+1 ⩾ x) = e−λx + λe−λx

∫ t

0

dy = e−λx(1 + λt).

若 0 ⩽ x < t，则有

P (XN(t)+1 ⩾ x) = e−λt + λ

∫ t−x

0

e−λ(t−y)dy + λe−λx

∫ t

t−x

dy = e−λx(1 + λx).

综上可得

P (XN(t)+1 ⩾ x) =

e−λx(1 + λt), x ⩾ t,

e−λx(1 + λx), 0 ⩽ x < t.

这便是所要求的结果。

Exercise 1.13 (Ex 3.11)

考虑一个矿工陷在一个有三个门的矿井中，1号门引导他经两天路程后脱险，2号门引导他经

四天路程后回到矿井，3号门引导他经八天路程后回到矿井。假定他在每次都等可能地选取

三个门中的一个，而以T记此矿工脱险所用的时间。

(a) 定义一个独立同分布随机变量序列X1, X2, · · · 和一个停时N，满足

T =
N∑
i=1

Xi.

注：你也许可以考虑假设此矿工即使在到达安全地之后，仍继续随机地取那些门。

(b) 用Wald方程求E[T ].
(c) 计算E [

∑n
i=1 Xi | N = n]，注意它不等于E [

∑n
i=1 Xi].

(d) 利用 (c)再次推导E[T ].

解. (a) 取

Xi =


2, 第 i次时选 1号门

4, 第 i次时选 2号门

8, 第 i次时选 3号门

满足P (Xi = 2) = P (Xi = 4) = P (Xi = 8) = 1/3，且{Xi}独立同分布。令N = min{n : Xn = 2}，
则T =

∑N
i=1 Xi 满足题目要求。

(b) 我们有

P (N = n) =

(
2

3

)n−1

· 1
3
.

于是N为参数为 1/3的几何分布，所以E[N ] = 3 < ∞.又因为 E[X] = (2 + 4 + 8)/3 = 14/3，故

由Wald方程可得 E[T ] = E[N ]E[X] = 14. (单位：天)
(c) 我们有

E

[
n∑

i=1

Xi

∣∣∣ N = n

]
= E

[
n∑

i=1

Xi

∣∣∣ X1 ̸= 2, · · · , Xn−1 ̸= 2, Xn = 2

]

84 2026春｜实用随机过程



Chapter 1. 期中习题课 1.2. 部分作业题与往年考题

= 2 +

[
n−1∑
i=1

Xi

∣∣∣ Xi ̸= 2

]
= 2 + 6(n− 1) = 6n− 4.

但是另一方面，我们有

E

[
n∑

i=1

Xi

]
= nE[Xi] =

14

3
n.

从而可知二者通常并不相等。

(d) 由全期望公式，E[T ] = E[E[T | N ]] = E[6N − 4] = 6E[N ]− 4 = 18− 4 = 14.

Exercise 1.14 (Ex 3.9)

考虑只有一个服务员的银行，顾客按速率为λ的Poisson过程到达。然而当顾客到达时，只在
服务员空闲时他才能进银行。以G记服务时间的分布。

(a) 顾客进银行的速率是什么？
(b) 潜在的顾客中进银行的占多少比例？
(c) 服务员的忙期占多少时间比例？

解. 由于只有在服务员空闲时顾客才能进入，系统在“空闲期”和“忙期”之间交替进行，构成
一个交替更新过程。

设服务员的一个完整的“更新周期”为 T，由一个空闲期 I和一个忙期B组成。已知顾客按速率

为 λ 的 Poisson 过程到达，故空闲期 I ∼ Exp(λ)，有 E[I] = 1
λ
. 忙期即为服务一位顾客的时间，

分布为 G，设其均值为 E[S]，故 E[B] = E[S] =
∫∞
0

xdG.
一个周期的期望长度为 E[T ] = E[I] + E[B] = 1

λ
+
∫∞
0

xdG.
(a) 在每个周期内恰好只有一名顾客进入银行。由更新定理，顾客进银行的长期速率为：

λin =
1

E[T ]
=

1
1
λ
+ E[S]

=
λ

1 + λ
∫∞
0

xdG
.

(b) 潜在顾客中进银行的比例，即进入速率与总到达速率 λ 之比：

P (进入) =
λin

λ
=

1

1 + λ
∫∞
0

xdG
.

(c) 服务员的忙期占时间比例为系统中忙碌时间在总时间中的占比：

P (忙碌) =
E[B]

E[T ]
=

E[S]
1
λ
+ E[S]

=
λ
∫∞
0

xdG
1 + λ

∫∞
0

xdG
.

Exercise 1.15 (Ex 3.15)

以A(t)和Y (t)分别记在时刻 t的年龄和剩余寿命。求：

(a) P{Y (t) > x | A(t) = s}.
(b) P{Y (t) > x | A(t+ x/2) = s}.
(c) 对Poisson过程计算P{Y (t) > x | A(t+ x) > s}.
(d) P{Y (t) > x,A(t) > y}.
(e) 若µ < ∞，证明当 t → ∞时，以概率为 1地有A(t)/t → 0.

解. 记更新间隔时间序列为 {Xn}，其分布函数为 F (x)，尾概率为 F̄ (x) = 1− F (x).
(a) 条件 A(t) = s 表示当前更新间隔已经持续了 s 的时间。剩余寿命 Y (t) > x 等价于总间隔时
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间 X > s+ x.所以有：

P{Y (t) > x | A(t) = s} = P{X > s+ x | X > s} =
F̄ (s+ x)

F̄ (s)
.

(b) 考虑上一次更新发生的时间 t+ x/2− s 与时刻 t 的关系：若 s ⩽ x/2，则在 (t, t+ x/2] 之间

必有更新发生，故必然有 Y (t) ⩽ x/2 < x，概率为 0. 若 s > x/2，则 (t, t + x/2] 内无更新。已

知在 t+ x/2 时年龄为 s，要求 Y (t) > x 相当于要求在 t+ x/2 后还要存活至少 x/2.所以有：

P{Y (t) > x | A(t+ x/2) = s} =

0, s ⩽ x/2

F̄ (s+x/2)

F̄ (s)
, s > x/2

(c) 对于 Poisson 过程，若 s ⩾ x，条件区间 (t+ x− s, t + x] 包含结论区间 (t, t + x]，故区间内

无事件发生必定成立，概率为 1. 若 s < x，利用独立增量性：

P{Y (t) > x | A(t+ x) > s} = P{在(t, t+ x− s]内无事件} = e−λ(x−s).

(d) A(t) > y 且 Y (t) > x 表示在整个区间 (t− y, t+ x] 内无更新发生。平移观察区间可知，这等

价于在时刻 t+ x 的年龄大于 x+ y：

P{Y (t) > x,A(t) > y} = P{A(t+ x) > x+ y}.

(e) 记 Sn 为第 n 次更新发生的时刻，由年龄的定义有 A(t) = t− SN(t)，故

A(t)

t
= 1−

SN(t)

t
= 1−

(
SN(t)

N(t)
· N(t)

t

)
.

由强大数定律，当 t → ∞ 时，SN(t)

N(t)
→ µ (a.s.) 且 N(t)

t
→ 1

µ
(a.s.). 所以有：

lim
t→∞

A(t)

t
= 1− µ · 1

µ
= 0 (a.s.).

原命题得证。

Exercise 1.16 (Ex 3.20)

考虑连续投掷一枚均匀的硬币。

(a) 计算直到模式HHTHHTT出现的平均投掷次数。
(b) 在模式HHTT或HTHT中哪个对投掷要求更长的期望时间？

解. (a)由硬币均匀则有掷出正面H的概率 p = 1/2，掷出反面T的概率 q = 1/2. 模式HHTHHTT
以H始以T结尾，故由例 3.5 (A)有

E[直到HHTHHTT出现的投掷次数] = E[该模式两次出现间的投掷次数]

= p−4q−3 =

(
1

2

)−7

= 27 = 128 (次).

即平均投掷次数为 128次。

(b) 由例 3.5 (A)有E[直到HHTT的时间] = E[该模式两次出现间的时间] = p−2q−2 = 24 = 16. 并
且又有 E[直到HTHT的时间] = E[直到HT的时间] + p−2q−2 = p−1q−1 + p−2q−2 = 20 > 16. 故模式
HTHT对投掷要求更长的期望时间。

Exercise 1.17 (Ex 3.21)

一个赌徒在每次赌博中，独立于过去的结果，分别以概率 p和 1− p赢或输一个单位。假设该

赌徒的策略是：当他首次连续赢k次时离开。求在他离开时
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(a) 他赢的期望次数，(b) 他已赢得的赌资的期望数。

解. (a)记 Xi = 1{第i次赢}，由于每次赌博相互独立，则Xi相互独立。记 N = min{n : Xn+Xn−1+

· · ·+Xn−k+1 = k}. 则N = n当且仅当Xn−k+1 = · · · = Xn = 1，与Xn+1, Xn+2, · · · 均独立，则N

为X1, X2, · · · 的一个停时，且

T1 =
N∑
i=1

Xi

即为离开时赢的次数。由例 3.5 (A)有

E[直到连续赢k次的赌博次数] = E[N ]

=
1

pk
+ E[直到连续赢(k − 1)次的赌博次数] = · · · =

k∑
i=1

(
1

p

)i

< ∞.

而E[Xi] = p < ∞，则由Wald方程可得

E[T1] = E[N ] · E[Xi] = p ·
k∑

i=1

(
1

p

)i

=
k∑

i=1

(
1

p

)i−1

=
p− p1−k

p− 1
.

(b)记 Yi = 2Xi−1，即第 i次赢时Yi = 1，第 i次输时Yi = −1，则Yi也相互独立。记 Ñ = min{n :

Yn + Yn−1 + · · ·+ Yn−k+1 = k}. 则 Ñ = n当且仅当Yn−k+1 = · · · = Yn = 1，与Yn+1, Yn+2, · · · 均独
立，则 Ñ为Y1, Y2, · · · 的一个停时，且

T2 =
Ñ∑
i=1

Yi

为离开时赢得的赌资。又 E[Yi] = p+ (−1)(1− p) = 2p− 1 < ∞，而

E[Ñ ] = E[N ] =
k∑

i=1

(
1

p

)i

< ∞.

则由Wald方程有

E[T2] = E[Ñ ]E[Yi] = (2p− 1)
k∑

i=1

(
1

p

)i

=
(1− p−k)(2p− 1)

p− 1
.

Exercise 1.18 (Ex 3.22)

考虑连续投掷一个出现正面的概率为 p的硬币。求直至下列序列出现时的期望投掷数：

(a) A = HHTTHH，(b) B = HTHTT.
现在假设 p = 1/2.
(c) 求P{A在B前发生}.
(d) 求直至A或B之一发生时的期望投掷数。

解. (a) 同样是由例 3.5 (A)有E[HHTTHH] = E[HHTTHH | HH] + E[HH]. 以及

E[HHTTHH | HH] = E[HHTTHH | HHTTHH] = p−2q−2p−2 = p−4q−2.

E[HH] = E[HH | H] + E[H] = E[HH | HH] + E[H] = p−2 + p−1.

于是我们得到E[HHTTHH] = p−4q−2 + p−2 + p−1.
(b) 同理可得E[HTHTT] = E[HTHTT | HTHTT] = p−2q−3.
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(c)(d) 现在 p = q = 1/2，从而代入 (a)(b)的结果可得

E[HHTTHH] = 64 + 4 + 2 = 70, E[HTHTT] = 32.

我们设M = min{NA, NB}，即两个花样中首次出现其一所时的投掷次数，再记PA为A先于B出

现的概率。这类题目通常的思路是先求E[NA|B]与E[NB|A]，再利用 E[NA] = E[M ] +E[NA|B](1−
PA),E[NB] = E[M ] + E[NB|A]PA，求解方程组得到答案。

由于在出现模式B = HTHTT之后，对模式A = HHTTHH没有可利用的尾子序列，因此
我们有 E[HHTTHH | HTHTT] = E[HHTTHH] = 70. 而在出现模式A = HHTTHH之后，对模
式B = HTHTT可以利用的最长尾子序列为H，故 E[HTHTT | HHTTHH] = E[HTHTT | H] =

E[HTHTT]− E[H] = 32− 2 = 30. 于是有 70 = E[M ] + 70(1− PA), 32 = E[M ] + 30PA. 解这个二
元一次方程组可得 PA = 8/25 = 0.32, E[M ] = 112/5 = 22.4. 故 P{A在B前发生} = 8/25，且直

至A或B之一发生时的期望投掷数为 E[M ] = 112/5.

Exercise 1.19 (Ex 3.24)

从一副标准的扑克牌中（不考虑大小王）每次有放回地抽出一张。求直至连续出现四张同花

色的牌时所抽牌的期望数。

解. 不考虑大小王：记 4种花色为A,B,C,D，即为求模式XXXX (X为A或B或C或D) 首次出
现时所抽牌数的期望。设所求期望为E[XXXX]，假设连续抽取扑克牌，在任意时刻，若最后的四

张牌花色相同，则称发生了一次更新，于是更新之间的时间间隔的期望为

E[更新之间的时间] =
1

4
+

3

4
E[XXXX].

这是因为若下一张牌仍同花色则更新之间的时间为 1，否则为E[XXXX]. 而由Blackwell定理有
E[更新之间的时间] = (4/44)−1 = 64. 代入解得E[XXXX] = 85.
另解：设所求期望为E[XXXX]，取条件于第一次抽牌结果，我们有

E[XXXX] =
1

4
E[XXXX |第一次为A] + · · ·+ 1

4
E[XXXX |第一次为D].

由 4花色对称性，E[XXXX] = E[XXXX |第一次为A] ≜ E[XXXX | A]. 由各次抽牌结果独立，再
取条件于第二次结果，就有

E[XXXX] = E[XXXX | A]

=
1

4
E[XXXX |前 2次为AA] +

1

4
E[XXXX |前 2次为AB] + · · ·+ 1

4
E[XXXX |前 2次为AD]

≜ 1

4
E[XXXX | AA] +

3

4
(1 + E[XXXX | B]) = 1

4
E[XXXX | AA] +

3

4
(1 + E[XXXX | A]).

化简后再继续取条件于第三次抽牌结果，我们有

E[XXXX] = 3 + E[XXXX | AA] = 3 +
1

4
E[XXXX | AAA] +

3

4
(2 + E[XXXX | A]).

E[XXXX] = 18 + E[XXXX | AAA] = 18 +
1

4
· 4 + 3

4
(3 + E[XXXX | A]) ⇒ E[XXXX] = 85.

Exercise 1.20 (Ex 3.28)

在例 3.6 (C)中，假设到达的更新过程是均值为µ的Poisson过程。如果每当有N个旅客等待

时就开走一辆火车，以N∗记使长程平均费用最小的N值。另一类型策略是每T个时间单位

开走一辆火车。计算此策略的长程平均费用，并以T ∗记使之最小的T值。证明每当有N∗个

88 2026春｜实用随机过程



Chapter 1. 期中习题课 1.2. 部分作业题与往年考题

旅客等待时就开走一辆火车的策略，比每T ∗个时间单位就开走一辆火车的策略，产生较小的

平均费用。

证明. 采用每T 个时间单位开走一辆车的策略时，则每个循环长度均为T，设N(T )为时间长度

为 T 的区间中到达的人数，则由题有N(T ) ∼ Poi(µT ). 给定N(T ) = n时，记 Sk为第 k个人

到达的时间，则S1, S2, · · · , Sn与 (0, T )上均匀分布的次序统计量同分布。于是可等效地看作将

[0, T ]以S1, · · · , Sn为节点随机分成 (n+ 1)段，每段上人数依次为 0, 1, · · · , n，则平均每段人数为
(0 + 1 + · · ·+ n)/(n+ 1) = n/2，故由此可得

E[一个循环费用 | N(T ) = n] =
n

2
· cT +K =

cT

2
N(T ) +K.

于是我们得到

E[一个循环费用] = K +
cT

2
µT = K +

cµT 2

2
.

因此此策略支付的长程平均费用为

K

T
+

cµT

2
⩾ 2

√(
K

T

)(
cµT

2

)
=
√

2Kcµ.

当且仅当K/T = cµT/2时取等号，也即

T ∗ =

√
2K

cµ
.

而采取 3.6 (C)中的策略时，由题知平均费用为

cN

2
− c

2
+

Kµ

N
⩾ 2

√(
cN

2

)(
Kµ

N

)
− c

2
=
√

2Kcµ− c

2
.

当且仅当 cN/2 = Kµ/N时取等号，也即

N∗ =

√
2Kµ

c
.

于是得到每有N∗个旅客等待时开走一辆火车产生的平均费用较小，这样就完成了证明。

注记 1.5. 这里的µ是Poisson过程的速率，而例 3.6 (C)中的µ是旅客平均到达时间间隔，因此我

们代入时应代入 1/µ而不是µ.

Exercise 1.21 (Ex 3.29)

小汽车的寿命是一个分布为F的随机变量。当汽车损坏或年龄达到A时，有一个以旧换新的

策略。以R(A)记一辆用了A年的车的卖出价格。损坏的车不再有价值。以C1记一辆新车的

价格，且假设每当车毁坏时再以旧换新要付额外费用C2.
(a) 每次购买一辆新车时说一个循环开始。计算单位时间长程平均费用。
(b) 每次在用的一辆车损坏时说一个循环开始。计算单位时间长程平均费用。
注：在 (a)和 (b)两种情形，你要计算在一个循环中的期望费用与一个循环的期望时间的比值。
当然在这两种算法下得到的答案应该是相同的。

解. (a) 记汽车寿命为X，则由题有X ∼ F . 于是一个循环支付的费用为C1 + C2, X ⩽ A

C1 −R(A), X > A
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一个循环的长度为 X, X ⩽ A

A, X > A

则有E[一个循环的费用] = (C1+C2)F (A)+ (C1−R(A))F (A) = C1+C2F (A)−R(A)F (A). 以及

E[一个循环的长度] = E[X | X ⩽ A] + AF (A) =

∫ A

0

xdF (x) + AF (A).

故长程平均费用为
C1 + C2F (A)−R(A)F (A)∫ A

0
xdF (x) + AF (A)

.

(b) 我们有

E[一个循环的长度] =

∫ +∞

0

E[一个循环的长度 | X = x]dF (x)

=

∫ A

0

xdF (x) +

∫ +∞

A

(A+ E[一个循环的长度])dF (x)

=

∫ A

0

xdF (x) + AF (A) + F (A)E[一个循环的长度].

则

E[一个循环的长度] =
1

F (A)

(∫ A

0

xdF (x) + AF (A)

)
.

又

E[一个循环的费用] =

∫ +∞

0

E[一个循环的费用 | X = x]dF (x)

=

∫ A

0

(C1 + C2)dF (x) +

∫ +∞

A

(C1 −R(A) + E[一个循环的费用])dF (x)

= (C1 + C2)F (A) + (C1 −R(A))F (A) + F (A)E[一个循环的费用].

则

E[一个循环的费用] =
1

F (A)
(C1 + C2F (A)−R(A)F (A)).

故长程平均费用为
C1 + C2F (A)−R(A)F (A)∫ A

0
xdF (x) + AF (A)

.

Exercise 1.22 (Ex 3.31)

一个包含四个部件的系统称为在工作，如果每当有部件 1和 2中至少有一个在工作，又有

部件 3和 4中至少有一个在工作。假设部件 i按照具有非格点分布 Fi和Gi (i = 1, 2, 3, 4)

的交替更新过程交替地处于工作状态和失效状态。若这些交替更新过程都是独立的，求

limt→∞ P{系统在时刻 t在工作}.

解. 设Fi的均值是µi，以及Gi的均值是 νi，那么我们有

lim
t→∞

P (部件 i在工作状态) =
µi

µi + νi
.

系统工作的概率即 1, 2中至少有一个在工作的概率乘 3, 4中至少有一个在工作的概率，即为

lim
t→∞

P{系统在时刻 t在工作} =

(
1− ν1ν2

(µ1 + ν1)(µ2 + ν2)

)(
1− ν3ν4

(µ3 + ν3)(µ4 + ν4)

)
.
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Exercise 1.23 (Ex 3.32)

考虑一个按速率为λ的Poisson过程到达的单条服务线排队系统，其具有均值为µG的服务分

布G. 假设λµG < 1.
(a) 求系统空闲的时间比例P0.
(b) 当系统非空时就称为在忙（故而服务线在忙）。计算忙期的平均长度。
(c) 利用 (b)部分和Wald方程计算在一个忙期中服务过的期望顾客数。

解. (a)分别以 I与B记空闲期与忙期长度，由于顾客按速率λ的Poisson过程到达，则 I为顾客全

离开直至下一个顾客到达的时间间隔。由Poisson过程有独立增量及指数分布的无记忆性，我们有
E[I] = 1/λ. 而由教材定理 3.6.2，在接受服务的时间平均人数= λE[一个顾客的服务时间] = λµG.
由于只有一条服务线，我们有P0 = (t− λµGt)/t = 1− λµG.
(b) 我们有

P0 =
E[I]

E[I] + E[B]
= 1− λµG =

1/λ

1/λ+ E[B]
.

解得忙期的平均长度为

E[B] =
µG

1− λµG

.

(c) 记N为一个忙期中服务的顾客数，且记Yi为一个忙期中第 i个顾客的服务时间，以及记Xi为

第 i个顾客与第 (i+ 1)个顾客的到达时间间隔，则我们有

B =
N∑
i=1

Yi.

于是N = n ⇔ Y1 ⩾ X1, Y2+Y1 ⩾ X2+X1, · · · , Yn−1+ · · ·+Y1 ⩾ Xn−1+ · · ·+X1, Yn+ · · ·+Y1 <

Xn+ · · ·+X1. 由 {Yi}独立同分布，{N = n}与Yn+1, · · · 无关，故N为Y1, Y2, · · · 的一个停时。从
而由Wald方程可得

E[B] =
µG

1− λµG

= E[N ]E[Yi] = E[N ] · µG.

E[N ] =
1

1− λµG

.

即为一个忙期中服务过的顾客数的期望。

1.2.2 往年考题

Exercise 1.24 (2025春期中T6)

设{N(t), t ⩾ 0}为一更新过程，且其达到间隔时间X1, X2, · · · 均服从均匀分布U [1, 3].
(1) 求更新函数m(t)的表达式，其中 0 < t < 3.
(2) 利用关键更新定理求

lim
t→∞

∫ t

0

e−(t−s)dm(s).

(3) 设Y (t)表示时刻 t的剩余寿命，求

lim
t→∞

∫ t

0

Y (s)ds/t.

(4) 求 limt→∞ E[Y (t)].
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解. (1) 由于间隔时间大于 1，于是m(t) = 0, 0 < t < 1. 当 t ∈ [1, 2)时，将F为U(1, 3)的分布函

数代入更新方程

m(t) = F (t) +

∫ t

0

m(t− x)dF (x)

=
t− 1

2
+

1

2

∫ t

1

m(t− x)dx =
t− 1

2
+

1

2

∫ t−1

0

m(x)dx =
t− 1

2
.

当 t ∈ [2, 3)时

m(t) = F (t) +

∫ t

0

m(t− x)dF (x)

=
t− 1

2
+

1

2

∫ t

1

m(t− x)dx =
t− 1

2
+

1

2

∫ t−1

0

m(x)dx

=
t− 1

2
+

1

2

∫ t−1

1

x− 1

2
dx =

t− 1

2
+

(t− 2)2

8
=

t2

8
.

综上可得

m(t) =


0, 0 < t < 1,

(t− 1)/2, 1 ⩽ t < 2,

t2/8, 2 ⩽ t < 3.

(2) 令h(t) = e−t，可以验证h(t)恒正递减且在 (0,∞)上可积，因此满足直接Riemann可积。容易
计算间隔时间的期望为 2，从而由关键更新定理

lim
t→∞

∫ t

0

e−(t−s)dm(s) = lim
t→∞

1

2

∫ t

0

e−sds = 1

2
.

(3) 记间隔时间对应随机变量为X ∼ U [1, 3]，由更新报酬过程理论可得

lim
t→∞

∫ t

0

Y (s)ds/t = E[X2]

2E[X]
=

13

12
.

(4) 由教材命题 3.4.6可得

lim
t→∞

E[Y (t)] =
E[X2]

2E[X]
=

13

12
.

Exercise 1.25 (2025春期中T7, 附加题)

设{ND(t), t ⩾ 0}为一延迟更新过程，且其达到间隔时间X1和X2分别服从参数为λ和µ的指

数分布。试求更新函数mD(t)的精确表达式。

解. 先不看延迟更新的部分，当作X1 = 0，先求解后半部分普通更新过程N(t)的更新函数m(t).
法一：注意Poisson过程可以由如下定义：设{Xn}独立同分布且Xn ∼ Exp(µ)，第n个事件发生

的时刻Sn为Sn = X1 +X2 + · · · +Xn. 这样定义的计数过程为速率为µ的Poisson过程，则本题
的后半部分更新过程实际上就是一个参数为µ的Poisson过程N(t)，故m(t) = E[N(t)] = µt.
法二：设X1 ∼ F,X2 ∼ G，记m(t) =

∑∞
n=1 Gn(t). 则有更新方程

m(t) = G(t) +

∫ t

0

m(t− x)dG(x) = 1− e−µt +

∫ t

0

m(t− x)µe−µxdx

= 1− e−µt +

∫ t

0

m(x)µe−µ(t−x)dx = 1− e−µt + µe−µt

∫ t

0

m(x)eµxdx.

于是m′(t) = µ. 代入m(0) = 0，得m(t) = E[N(t)] = µt.
再计算延迟更新过程的更新函数mD(t).
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法一：利用延迟更新过程的更新方程

mD(t) = F (t) +
∞∑
n=1

Gn(t) ∗ F (t) = F (t) +

∫ t

0

m(t− x)dF (x)

= 1− e−λt +

∫ t

0

µ(t− x)λe−λxdx

= 1− e−λt + µt+
µ

λ
e−λt − µ

λ
.

法二：对首次更新发生的时刻 s取条件

mD(t) = E[ND(t)] = E[E[ND(t) | X1 = s]]

且有

E[ND(t) | X1 = s] =

1 + E[N(t− s)], t > s,

0, t ⩽ s.

则

mD(t) =

∫ t

0

(1 + E[N(t− s)])λe−λsds

=

∫ t

0

(1 + µ(t− s))λe−λsds

= 1− e−λt + µt+
µ

λ
e−λt − µ

λ
.

故更新函数的精确表达式为

mD(t) = 1− e−λt + µt+
µ

λ
e−λt − µ

λ
.

Exercise 1.26 (2024春期中T2)

考虑一个M/G/∞系统，顾客到达系统的规律可以用齐次Poisson过程来描述，单位时间内
平均到达的顾客数为 5，每个顾客需要服务员提供的服务时间相互独立，服从区间 (1, 3)上的

均匀分布，系统有无穷多个服务员（即顾客到达系统后立即能得到服务）。

(1) 求于 (0, 4]到达，且于时刻 5未被服务完毕的顾客人数M1服从的分布；

(2) 求于 (0, 4]到达，且于 (4, 5]内被服务完毕的顾客人数M2服从的分布；

(3) 求于 (3, 4]到达，且于时刻 5未被服务完毕的顾客人数M3服从的分布；

(4) 判断M1,M2,M3两两之间的独立性。

解. 服务时间G的密度为 g(x) = 1
2
1{1<x<3}. 其分布函数为

G(x) =


0, x < 1,

x−1
2
, 1 ⩽ x ⩽ 3,

1, x > 3.

则服务时间的生存函数为

G(x) = 1−G(x) =


1, x < 1,

3−x
2
, 1 ⩽ x ⩽ 3,

0, x > 3.
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(1) 于 (0, 4]中 s时刻到达，且于时刻 5未被服务完毕的概率为

P1(s) =

G(5− s), s ⩽ 4,

0, s > 4
=


s−2
2
, 2 ⩽ s ⩽ 4,

0, 其他.

则由分类Poisson过程有

M1 ∼ Poi
(
5

∫ 4

0

P1(s)ds
)

= Poi(5).

(2) 于 (0, 4]中 s时刻到达，且于 (4, 5]内被服务完毕的概率为

P2(s) =

G(5− s)−G(4− s), 1 < s ⩽ 4,

0, 0 < s ⩽ 1或 s > 4
=



s−1
2
, 1 < s ⩽ 2,

1
2
, 2 < s ⩽ 3,

4−s
2
, 3 < s ⩽ 4,

0, 0 < s ⩽ 1或 s > 4

则由分类Poisson过程有

M2 ∼ Poi
(
5

∫ 4

0

P2(s)ds
)

= Poi(5).

(3) 于 (3, 4]中 s时刻到达，且于时刻 5未被服务完毕的概率为

P3(s) =


0, s ⩽ 3,

G(5− s), 3 < s ⩽ 4,

0, s > 4

=


0, s ⩽ 3,

s−2
2
, 3 < s ⩽ 4,

0, s > 4.

则由分类Poisson过程有

M3 ∼ Poi
(
5

∫ 4

3

P3(s)ds
)

= Poi
(
15

4

)
.

(4)由分类Poisson过程，M1和M2是独立的，M2和M3也是独立的，而M1和M3不是独立的，具

体原因考虑这三种类型的顾客两两之间是否有交集即可。

Exercise 1.27 (2024春期中T4)

以A(t)和Y (t)记一个更新过程在时刻 t的年龄和剩余寿命，且假设更新间隔服从参数为λ的

指数分布，求P (Y (t) > x | A(t+ x) > s)，其中 s < t+ x.

解. (1) 当 s < x时, A(t + x) > s说明 (t + x− s, t + x)时间段内不可能发生更新，则利用指数分

布的无记忆性和生存函数F (x) = e−λx有

P (Y (t) > x | A(t+ x) > s)

= P
(
(t, t+ x)时间段内不发生更新 | (t+ x− s, t+ x)时间段内不发生更新

)
=

P
(
(t, t+ x)时间段内不发生更新, (t+ x− s, t+ x)时间段内不发生更新

)
P
(
(t+ x− s, t+ x)时间段内不发生更新

)
=

P
(
(t, t+ x)时间段内不发生更新

)
P
(
(t+ x− s, t+ x)时间段内不发生更新

) =
F (x)

F (s)
= e−λ(x−s).

(2) 当x ⩽ s < t+ x时, A(t+ x) > s就说明在时刻 t+ x距离上一次更新的时间间隔大于 s，也就

大于x，所以 (t, t + x)时间段内不可能发生更新，这就说明 t时刻距离下一次更新的时间间隔大

于x，即Y (t) > x必然发生。因此P (Y (t) > x | A(t+ x) > s) = 1.
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Exercise 1.28 (2024春期中T5)

观察一列独立同分布的离散随机变量序列{Wn, n ⩾ 1}，已知

P (W1 = 0) =
1

6
, P (W1 = 1) =

1

3
, P (W1 = 2) =

1

2
.

(1) 分别求等待花样“121”和花样“212”首次发生所需要的期望时间；
(2) 给定花样“121”已发生，求等待花样“212”首次发生所需要的额外期望时间；
(3) 求等待花样“121”或花样“212”首次发生所需要的期望时间；
(4) 求花样“121”于花样“212”之前发生的概率。

解. (1) “121”有重叠“1”，“1”没有重叠；“212”有重叠“2”，“2”没有重叠，则

E[N121] =
(
P 2(W1 = 1)P (W1 = 2)

)−1
+ (P (W1 = 1))−1 = 21,

E[N212] =
(
P (W1 = 1)P 2(W1 = 2)

)−1
+ (P (W1 = 2))−1 = 14.

(2) 花样“121”给花样“212”提供了花样“21”，并注意到“21”没有重叠，因此

E[N212|121] = E[N212]− E[N21] = 14− 6 = 8.

类似地，花样“212”给花样“121”提供了花样“12”，并注意到“12”没有重叠，因此

E[N121|212] = E[N121]− E[N12] = 21− 6 = 15.

(3)(4) 设PA = P (花样“121”于花样“212”之前发生), M = min(N121, N212). 对花样“121”是
否于花样“212”之前发生取条件，有

E[N121] = E[M ] + E[N121 −M ]

= E[M ] + E[N121 −M |花样“212”于花样“121”之前发生](1− PA)

= E[M ] + E[N121|212](1− PA).

类似地

E[N212] = E[M ] + E[N212|121]PA.

最后

PA =
E[N212] + E[N121|212]− E[N121]

E[N212|121] + E[N121|212]
=

8

23
,

E[M ] = E[N212]− E[N212|121]PA =
258

23
.

Exercise 1.29 (2023春期中T3)

假设冲击按参数为λ = 1的Poisson过程发生，且假设每次冲击独立地以概率 p引起系统失效。

以Mr记使得系统第 r次失效的冲击数，Tr表示系统第 r次失效的时刻，其中 r ⩾ 1为整数。

(1) 求M2的概率分布；

(2) 给定M2 = n ⩾ 2，求T2的条件分布；

(3) 求P (M2 = n | T2 = t)，其中n ⩾ 2；

(4) 求P (Mr = n | Tr = t)，其中n ⩾ r ⩾ 3；

(5) 假设每次冲击造成系统的损失为 c1元，若造成系统失效，则还需要额外的 c2元维修损失

费．记R(t)为 (0, t]时间段冲击造成系统总的损失费，求 limt→∞ R(t)/t.
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解. (1) 首先M2 ∼ NB(2, p)，即服从参数为 (2, p)的负二项分布，取值于{2, 3, · · · }，即

P (M2 = n) =

(
n− 1

1

)
p2(1− p)n−2 = (n− 1)p2(1− p)n−2, n ⩾ 2.

(2) 利用 [T2 | M2 = n] = [Sn | M2 = n] = Sn ∼ Γ(n, 1).
(3) 可以参考 (4)中的一般解法。记 gT2|M2(t | n)为 [T2 | M2 = n]的条件概率密度函数，由 (2)得

gT2|M2(t | n) = λ
(λt)n−1

(n− 1)!
e−λt.

对M2取条件，由 (2)可以得到T2的概率密度函数为

gT2(t) =
∞∑
k=2

gT2|M2(t | k) · P (M2 = k)

=
∞∑
k=2

λ
(λt)k−1

(k − 1)!
e−λt · (k − 1)p2(1− p)k−2 = p2λ2te−λtp.

于是，当n ⩾ 2时，

P (M2 = n | T2 = t) =
gT2|M2(t | n) · P (M2 = n)

gT2(t)

=
[λt(1− p)]n−2

(n− 2)!
exp{−λt(1− p)}.

(4) 考虑Poisson过程事件分类，任意时刻 s发生的冲击事件以概率 p划为 I型事件（造成系统失
效），以概率 1− p划为 II型事件（未造成系统失效），分别以Ni(t)表示 (0, t]时间段 i型事件发生

的个数，则N1(t), N2(t)相互独立。给定Tr = t表示系统于时刻 t第 r次失效，且第 r个 I型事件一
定发生于时刻 t，截止到 t时刻的所有冲击个数应该为Mr = N2(t) + r，即

[Mr − r | Tr = t] = N2(t) ∼ Poi(λt(1− p)).

于是就有

P (Mr = n | Tr = t) = P (N2(t) = n− r) =
[λ(1− p)t]n−r

(n− r)!
exp{−λ(1− p)t}.

(5)引进一个更新酬劳过程，每当冲击造成系统失效，则称一个更新发生，该时刻称为更新点。此
时，更新间隔长度T与T1同分布，一个更新间隔里总的酬劳R为 c1M1 + c2. 且M1 ∼ Ge(p)，则

E[T1] = E

[
M1∑
i=1

Xi

]
= E

[
E

[
M1∑
i=1

Xi

∣∣∣M1

]]
=

1

λ
E[M1] =

1

λp
,

E[R] = c1E[M1] + c2 =
c1
p
+ c2.

其中{Xk}为冲击到达间隔。于是，利用更新酬劳过程理论得

lim
t→∞

R(t)

t
=

E[R]

E[T1]
= c1λ+ c2λp.

当λ = 1时，有

lim
t→∞

R(t)

t
= c1 + c2p.

Exercise 1.30 (2023春期中T5)

观察一列独立同分布的离散随机变量W1,W2, · · ·，等待花样“22322”的发生。设

P (W1 = 0) = P (W1 = 1) =
1

8
, P (W1 = 2) =

1

2
, P (W1 = 3) =

1

4
.

求等待花样“22322”首次发生所需要的期望时间。
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解. 解法一：构造标准更新酬劳过程 {Xn, n ⩾ 1}如下：首次出现的花样“22322”时刻称为首次
更新时刻；从该时刻以后开始（不考虑该时刻及其以前的历史）再次出现该花样的时刻称为第二

次更新时刻；如此下去。每个更新区间里的酬劳并不是于更新点给付的，如果在任何时刻 i出现

上述花样（此时考虑该时刻所有的历史），则付酬劳Ri = 1个单位。利用更新酬劳过程理论得

lim
n→∞

E[R1 +R2 + · · ·+Rn]

n
=

E[R]

E[T ]
. (⋆)

其中E[T ]和E[R]分别表示期望更新间隔时和在一个更新间隔时里的期望酬劳。另一方面，Rj =

0, ∀j = 1, · · · , 4；E[Ri] = 1/64, ∀i ⩾ 5，于是就有

E[R] = 1 +
4∑

j=1

E[在一个更新之后的第 j时刻的酬劳] = 1 +

[
0 + 0 + 0 +

1

16
+

1

32

]
.

于是利用 (⋆)可求出

E[T ] = 64

(
1 +

1

16
+

1

32

)
= 70.

解法二：设T2为首次出现花样“2”的时刻，设T22|2为在出现“2”条件下等待花样“22”出现所
需要的额外时间，T22322|22为在出现“22”条件下花样“22322”出现所需要的额外投掷次数，则
首次出现花样“22322”所需要的时间T22322 = T2 + T22|2 + T22322|22. 其中T2, T22|2和T22322|22相互

独立。于是利用（延迟）更新过程的理论可求出 E[T2] = 2,E[T22|2] = 4,E[T22322|22] = 64. 所以
E[T22322] = 2 + 4 + 64 = 70.

Exercise 1.31 (2023春期中T3)

某公司的一部售后服务电话的呼叫次数服从速率为λ的Poisson过程，通话时间 {Xn, n ⩾ 1}
是一列独立随机变量，且均服从参数为µ的指数分布。假设这部售后服务电话在通话时，其

它电话打不进来，而空闲时一定会接听呼叫电话。以N(t)表示到时刻 t为止电话打进来的次

数。（呼叫速度单位：次／分钟。通话时间单位：分钟）

(1) 问{N(t), t ⩾ 0}是何种随机过程？请说明理由。
(2) 试求一次通话时没能打进来的电话的平均次数。
(3) 对充分大的 t，试求时刻 t电话处于通话中的概率。

(4) 试求下列极限：

lim
t→∞

E[N(t)]

t
.

解. (1) {Xn, n ⩾ 1}为更新过程，每接听一次电话视为一次更新，因为指数分布的无记忆性，可
以视为通话时相当于没有人打电话。

(2) 设一次通话时间为T，未接的电话数为N，则

E[N ] = E[E[N | T ]] = E[Poi(λT )] = E[λT ] =
λ

µ
.

(3) 考虑交替更新过程，记接听电话时系统为开，则

lim
t→∞

P (t时刻处于通话状态) =
E[一次接听时间]

E[一次接听时间] + E[一次空闲时间]
.

同时我们又有

E[一次接听时间] =
1

µ
, E[一次空闲时间] =

1

λ
.
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最后

lim
t→∞

P (t时刻接听) =
λ

λ+ µ
.

(4) 我们有

lim
t→∞

E[N(t)]

t
= lim

t→∞

m(t)

t
=

1

E[X]
.

其中

E[X] =
1

λ
+

1

µ
.

则

lim
t→∞

E[N(t)]

t
=

λµ

λ+ µ
.

Exercise 1.32 (2023春期中T4)

现考虑一系列独立重复试验，每次试验抛掷一枚均匀的骰子，以Wn表示第n次抛骰子掷出

的点数。试验一直进行到连续抛出四个点数同奇数或者同偶数为止。试用两种不同的方法求

抛掷次数T的期望。

解. 法一：把问题约化成投掷一个均匀硬币，连续出 4次正面/反面的所需次数的期望，显然这两
个的次数的期望应该是一样的，因此总次数的期望应该是连续 4次正面的次数的期望的一半，下

面求连续 4次正面的次数的期望。

E[THHHH] = 24 + 23 + 22 + 2 = 30.

E[T ] =
E[THHHH]

2
= 15.

法二：条件期望递推。仍求连续 4次投出正面的次数，对连续 3次投出正面后的下一次取条件

E[THHHH | THHH = n] =
1

2
(n+ 1) +

1

2
(n+ 1 + E[THHHH]).

E[THHHH] = 2E[THHH] + 2.

递推下去，有

E[连续投掷出n个正面需要的次数] =
n∑

k=1

2k.

特别地，有E[THHHH] = 24 + 23 + 22 + 2 = 30. 故E[T ] = 15.

Exercise 1.33 (2021春期中T1)

设 {Xn, n ⩾ 1}和 {Yn, n ⩾ 1}是两个独立同分布的随机变量序列，满足EX1 = µ1,EY1 = µ2，

再设N ∼ Poisson(λ)且独立于{Xn, Yn, n ⩾ 1}，求Cov
(∑N

i=1 Xi,
∑N

j=1 Yj

)
.

解. 我们有

Cov
(

N∑
i=1

Xi,

N∑
j=1

Yj

)
= E

[
Cov

(
N∑
i=1

Xi,

N∑
j=1

Yj

∣∣∣ N)]+ Cov
(
E

[
N∑
i=1

Xi

∣∣∣ N] ,E[ N∑
j=1

Yj

∣∣∣ N])
由{Xn}与 {Yn}独立，知对任意n有

Cov
(

n∑
i=1

Xi,

n∑
j=1

Yj

)
= 0.
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故第一项为 0. 又

E

[
N∑
i=1

Xi

∣∣∣ N] = Nµ1, E

[
N∑
j=1

Yj

∣∣∣ N] = Nµ2.

于是就有

Cov
(

N∑
i=1

Xi,
N∑
j=1

Yj

)
= Cov(Nµ1, Nµ2) = µ1µ2 Var(N) = µ1µ2λ.

Exercise 1.34 (2021春期中T2)

设X1, · · · , Xn相互独立，Xk ∼ Exp(λk), k = 1, · · · , n.

(1) 求P

(
Xi = min

1⩽j⩽n
Xj

)
; (2) 求P

(
Xi = min

1⩽j⩽n
Xj

∣∣∣ min
1⩽k⩽n

Xk > t

)
.

其中 t > 0.

解. 记Nk(t)为以λk为速率的Poisson过程，设N(t) =
∑n

k=1 Nk(t). 可对N(t)的更新分类，即源

自Nk(t)的更新为一类。

(1) 于是就有

P (Xi = minXj) = P (首次更新源自Ni(t)) =
λi∑n
j=1 λj

.

(2) 由无记忆性可知minXk > t 的条件等价于Nk(t)在 [0, t]内无更新发生，只需认为Nk(t)从 t开

始，故概率不变，即

P

(
Xi = min

1⩽j⩽n
Xj

∣∣∣ min
1⩽k⩽n

Xk > t

)
=

λi∑n
j=1 λj

.

Exercise 1.35 (2021春期中T3)

设{N(t), t ⩾ 0}是强度λ = 2的齐次Poisson过程，第 i个事件发生时刻记为Si，i ⩾ 1。求

E

[
∞∑
i=1

Zi max{10− Si, 0}

]
.

其中{Zn, n ⩾ 1} iid ∼ N(5, 10)，该序列独立于过程{N(t), t ⩾ 0}。

解. 易知max{10− Si, 0} = 0 ⇐⇒ Si > 10，故

E

[
∞∑
i=1

Zi max{10− Si, 0}

]
= E

N(10)∑
i=1

Zi(10− Si)


= 10E

N(10)∑
i=1

Zi

− E

N(10)∑
i=1

ZiSi

 .

第一项

10E

N(10)∑
i=1

Zi


在给定N(10) = n条件下为 10E[N(10)]E[Zi] = 10× 20× 5 = 1000.
而第二项

E

N(10)∑
i=1

ZiSi

 = E

E
N(10)∑

i=1

ZiSi

∣∣∣ N(10) = n

 = E

[
E

[
n∑

i=1

ZiU(i)

]]
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= E[N(10)]E[ZiUi] = E[N(10)]E[Zi]E[Ui] = 20× 5× 10

2
= 500.

故

E

[
∞∑
i=1

Zi max{10− Si, 0}

]
= 1000− 500 = 500.

Exercise 1.36 (2021春期中T4)

假设系统故障的发生规律可以用齐次Poisson过程来描述，单位时间平均发生 12次故障，每
次故障都要造成损失，分别以概率 1/2, 1/3和 1/6损失 $1, $5和 $10. 设X(t)表示到时刻 t系

统因故障累计造成的损失大小。

(1) 求P (X(t) = 11);
(2) 求Cov(X(t), X(t+ 5)).

解. (1) 将N(t)按损失金额分为 1, 5, 10三类为N1(t), N2(t), N3(t). 则

P (X(t) = 11) = P (N1(t) = 11)P (N2(t) = 0)P (N3(t) = 0)

+P (N1(t) = 6)P (N2(t) = 1)P (N3(t) = 0)

+P (N1(t) = 1)P (N2(t) = 0)P (N3(t) = 1)

+P (N1(t) = 1)P (N2(t) = 2)P (N3(t) = 0).

由分类Poisson过程有

N1(t) ∼ Poi
(
12t · 1

2

)
= Poi(6t), N2(t) ∼ Poi

(
12t · 1

3

)
= Poi(4t),

N3(t) ∼ Poi
(
12t · 1

6

)
= Poi(2t).

且相互独立，所以

P (X(t) = 11) = e−12t

(
(6t)11

11!
+

(6t)6

6!

(4t)

1!
+

(6t)

1!

(2t)

1!
+

(6t)

1!

(4t)2

2!

)
.

(2) Cov(X(t), X(t+5)) = Cov(X(t), X(t+5)−X(t)) +Cov(X(t), X(t)) = Var(X(t))，因为独立

增量性有X(t+ 5)−X(t)与X(t)独立。又X(t) = N1(t) + 5N2(t) + 10N3(t)，故

Var(X(t)) = Var(N1(t)) + 25Var(N2(t)) + 100Var(N3(t))

= 12t · 1
2
+ 25 · 12t · 1

3
+ 100 · 12t · 1

6
= 306t.

于是Cov(X(t), X(t+ 5)) = 306t.

Exercise 1.37 (2021春期中T6)

设{Xn, n ⩾ 1}是独立同分布的非负随机变量序列，共同的分布具有概率密度函数 f(x), M ∼
Poisson(λ0), λ0 > 0，且独立于{Xn, n ⩾ 1}，定义

N(t) = #{k : Xk ⩽ t, k ⩽ M}, t ⩾ 0.

证明{N(t), t ⩾ 0}是非齐次Poisson过程，其强度函数为λ(t) = λ0f(t).

证明. 显然N(0) = 0. 对任意 s, t ⩾ 0，在给定M的条件下有

N(t+ s)−N(t) | M ∼ B (M,F (t+ s)− F (t)) .
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记 p = F (t+ s)− F (t). 则对n ⩾ 0有

P (N(t+ s)−N(t) = n) =
∞∑
k=n

P (M = k)

(
k

n

)
pn(1− p)k−n

=
∞∑
k=n

e−λ0
λk
0

k!

k!

n!(k − n)!
pn(1− p)k−n =

pn

n!
e−λ0λn

0

∞∑
k=n

[λ0(1− p)]k−n

(k − n)!

=
(pλ0)

n

n!
e−λ0eλ0(1−p) = e−pλ0

(pλ0)
n

n!
.

故N(t+ s)−N(t) ∼ Poi (λ0(F (t+ s)− F (t))).
下面验证独立增量。设 (a1, b1)与 (a2, b2)不交，记 p1 = F (a1)− F (b1), p2 = F (a2)− F (b2). 则

P (N(a1)−N(b1) = m, N(a2)−N(b2) = n)

=
∞∑

k=m+n

P (M = k)

(
k

m

)(
k −m

n

)
pm1 p

n
2 (1− p1 − p2)

k−m−n

=
∞∑

k=m+n

e−λ0
λk
0

k!

k!

m!(k −m)!

(k −m)!

n!(k −m− n)!
pm1 p

n
2 (1− p1 − p2)

k−m−n

=
pm1 p

n
2

m!n!
e−λ0λm+n

0

∞∑
k=m+n

[λ0(1− p1 − p2)]
k−m−n

(k −m− n)!

=
(p1λ0)

m

m!
e−p1λ0 · (p2λ0)

n

n!
e−p2λ0 .

这说明不交区间上的增量相互独立。因此{N(t), t ⩾ 0}是一个具有独立增量的计数过程，且对任
意 s, t ⩾ 0有N(t+ s)−N(t) ∼ Poi (λ0(F (t+ s)− F (t))). 于是它是非齐次Poisson过程，且其均
值函数为

m(t) = λ0F (t) =

∫ t

0

λ(u)du.

对 t求导得其强度函数为λ(t) = m′(t) = λ0f(t). 证毕。

Exercise 1.38 (2021春期中T5)

假设一个元件于时刻 0开始投入使用，该元件易于受到外界的冲击，在前 5个小时内冲击以

每小时 4个的泊松速率到达，在随后的时间段中冲击是每小时 2个的泊松速率到达。泊松速

率到达是指不可能有两个或多个冲击同时达到。

(1) 问冲击到达可以用什么样的过程来描述？
(2) 求时间段 (2, 4]有 1个冲击发生的概率；

(3) 求时间段 (4, 6]有 1个冲击发生的概率；

(4) 求第三个冲击发生时刻S3的概率密度函数。

解. (1) 这是非齐次泊松过程，其强度函数为

λ(t) =

4, t ⩽ 5,

2, t > 5.

故均值函数

m(t) =

∫ t

0

λ(s)ds =

4t, t ⩽ 5,

20 + 2(t− 5) = 2t+ 10, t > 5.
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(2) 我们有 N(4)−N(2) ∼ Poi(8)，故 P (N(4)−N(2) = 1) = 8e−8.
(3) 我们有N(6)−N(4) ∼ Poi (m(6)−m(4)) = Poi(6)，故P (N(6)−N(4) = 1) = 6e−6.
(4) 对充分小的h > 0有

P{S3 ∈ (t, t+ h)} = P{N(t) = 2}P{N(t+ h)−N(t) = 1}+ o(h).

故S3的密度为

fS3(t) = P{N(t) = 2}λ(t) = m(t)2

2
e−m(t)λ(t).

代入m(t), λ(t)得

fS3(t) =

32t2e−4t, t ⩽ 5,

(2t+ 10)2e−(2t+10), t > 5.

Exercise 1.39 (2020春期中T1)

现有m个偶数和n个奇数，m ⩾ 1, n ⩾ 1. 现随机地将这m+ n个数从左到右排成一行（位置

编号分别为 1, 2, · · · ,m+ n），记W为该序列中从左到右首次出现偶数的位置编号，求E[W ].

解. 记 f(m,n) = E[W ]. 对第一个位置分类讨论。若第一个位置是偶数，则W = 1；若第一个位

置是奇数，则后面还剩m个偶数与n− 1个奇数，且首次出现偶数的位置比新的问题多 1. 于是

f(m,n) = 1 · m

m+ n
+

n

m+ n
(f(m,n− 1) + 1) = 1 +

n

m+ n
f(m,n− 1).

又 f(m, 0) = 1. 由递推可得

f(m, 1) = 1 +
1

m+ 1
, f(m, 2) = 1 +

2

m+ 2
· m+ 2

m+ 1
= 1 +

2

m+ 1
,

从而归纳得

f(m,n) = E[W ] = 1 +
n

m+ 1
.

Exercise 1.40 (2020春期中T2)

假设一个系统有两个服务台，服务台 i给顾客提供的服务时间服从参数λi的指数分布，i = 1, 2，

采用先到先服务、后到排队的规则，当顾客A到达该系统时，发现顾客B和C各占据一个服

务台，求顾客A在系统中滞留的期望时间。

解. 记顾客A在系统中的滞留时间为TA，则 E[TA] = E[排队时间] + E[服务时间]. 由于两个服务
台当前各有一人，A需要等待先完成服务的那个顾客离开。由指数分布无记忆性，排队时间为两

个独立指数随机变量最小值的期望，因此E[排队时间] = 1/(λ1 + λ2). 当A开始接受服务时，它

进入服务台 1的概率为λ1/(λ1 + λ2)，进入服务台 2的概率为λ2/(λ1 + λ2). 故

E[服务时间] =
λ1

λ1 + λ2

· 1

λ1

+
λ2

λ1 + λ2

· 1

λ2

=
2

λ1 + λ2

, E[TA] =
1

λ1 + λ2

+
2

λ1 + λ2

=
3

λ1 + λ2

.

Exercise 1.41 (2020春期中T5)

设{N(t), t ⩾ 0}是强度为 1的齐次Poisson过程，事件发生时刻序列记为{Sn, n ⩾ 1}，求

E

N(t)∑
k=1

logSk

 .
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解. 对N(t)取条件。给定N(t) = n时，S1, · · · , Sn与n个独立Unif(0, t)随机变量的次序统计量同
分布，而对称函数求和不受排序影响，因此

E

N(t)∑
k=1

logSk

∣∣∣ N(t) = n

 = E

[
n∑

k=1

logUk

]
= nE[logU1],

其中U1 ∼ Unif(0, t). 又

E[logU1] =
1

t

∫ t

0

logxdx =
t log t− t

t
= log t− 1.

故

E

N(t)∑
k=1

logSk

 = E [N(t)(log t− 1)] .

由于N(t) ∼ Poi(t)，有E[N(t)] = t，从而

E

N(t)∑
k=1

logSk

 = t(log t− 1).

Exercise 1.42 (2019春期中T3)

设Xn独立同分布于Exp(λ), N ∼ Geo(p)且与 {Xn}独立，且N与Xi独立，求S =
∑N

k=1 Xk

的分布，并用Poisson过程理论给予解释。

解. 在给定N = n条件下，

S | N = n =
n∑

k=1

Xk ∼ Γ(λ, n),

故对x > 0有

fS(x) =
∞∑
n=1

fS|N=n(x)P (N = n).

由题有P (N = n) = p(1− p)n−1, n ⩾ 1. 则

fS(x) =
∞∑
n=1

λnxn−1e−λx

(n− 1)!
p(1− p)n−1

= λpe−λx

∞∑
n=1

[λx(1− p)]n−1

(n− 1)!
= λpe−λxeλx(1−p) = λpe−λpx.

故S ∼ Exp(λp). Poisson过程解释：把速率为λ的Poisson过程的到达间隔独立地以概率为 p保

留，则被保留的项的和构成速率为λp的Poisson过程。S正是第一个被保留点出现前所经历的时

间，所以服从参数为λp的指数分布。

Exercise 1.43 (2011春期中T7, 附加题)

某保险公司对老年人的收费率在 r0和 r1之中变换 (r0 < r1)：一个新的被保险人开始时收费
率为每个单位时间 r1，当一个收费率为 r1的参保人在最近的 s个单位时间内没有理赔，那么

他的收费率就变成单位时间 r0. 收费率保持在 r0直到作下一次理赔，这时收费率再次回到 r1.
假定给定的一参保人永远在活着，而且按速率为λ的Poisson过程理赔。在很长一段时间内，
求该参保人

(1) 以收费率 ri付费的时间的比例Pi, i = 0, 1；
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(2) 在单位时间所付的平均金额。

解. (1) 考虑两次理赔之间的时间T，则T ∼ Exp(λ),E[T ] = 1/λ. 在一个周期内，若T > s，则先

以 r1收费 s个单位时间，再以 r0收费T − s个单位时间；若T ⩽ s，则整个周期都以 r1收费。于

是一个周期内以 r0收费的时间为T0 = (T − s)+. 由指数分布无记忆性

E[T0] = E[T − s | T > s]P (T > s) =
1

λ
e−λs.

故长期处于收费率 r0的时间比例

P0 =
E[T0]

E[T ]
= e−λs.

从而P1 = 1− P0 = 1− e−λs.
(2) 再看单位时间平均缴费。一个周期内的平均收费额为E[R] = r0E[T0] + r1E[T1]. 其中

E[T1] = E[T ]− E[T0] =
1

λ
− 1

λ
e−λs,

E[R]

E[T ]
= r0e−λs + r1(1− e−λs).

因此单位时间所付的平均金额为 r0e−λs + r1(1− e−λs).
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第2章

期末习题课

2.1 知识点梳理
期末考试的范围包含在教材的第四到八章，主要考察Markov链相关的两章，鞅和布朗运动

也会考察，但相对比较浅。

2.1.1 第四章知识点
考虑一个取值于有限或可数个可能值的随机过程{Xn, n = 0, 1, 2, · · · }.

第一部分：Markov链与转移概率

Definition 2.1
1.Markov链：即我们假设对一切状态 i0, i1, · · · , in−1, i, j和一切n ≥ 0有

P (Xn+1 = j | Xn = i,Xn−1 = in−1, · · · , X1 = i1, X0 = i0) = Pij.

.这样的随机过程以Markov链闻名，方程表示的性质称为Markov性（未来的状态独立与过
去的状态，只依赖于现在的状态）。

2.转移概率：
(1) 一步转移概率Pij：Pij的值表示当过程处在状态 i时，下次转移到状态 j的概率。所以有：

Pij ⩾ 0, i, j ⩾ 0;
∞∑
j=0

Pij = 1, i = 0, 1, · · · .

以P记一步转移概率Pij的矩阵。

(2) n步转移概率P n
ij：一个处在状态 i的过程经n次转移后处在状态 j的概率。记

P n
ij = P{Xn+m = j | Xm = i}, n ⩾ 0, i, j ⩾ 0.

以P (n)记n步转移概率P n
ij的矩阵。

Chapman-Kolmogorov方程提供了计算n步转移概率的方法。

Theorem 2.1 (Chapman-Kolmogorov方程)

P n+m
ij =

∞∑
k=0

P n
ikP

m
kj对一切n,m ⩾ 0，一切i, j
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亦即

P (n+m) = P (n)P (m)

利用Markov性，可以推出简单随机徘徊绝对值的条件分布：

Definition 2.2 (简单随机徘徊)

随机徘徊{Xn, n ⩾ 1}称为简单随机徘徊，若对每个 p(0 < p < 1)有

P{Xi = 1} = p, P{Xi = −1 = q ≡ 1− p}.

其中Sn =
∑n

i=1 Xi.

|Sn|是一个Markov链，利用这一性质，可以求出简单随机徘徊的条件分布，进而求出绝对
值的转移概率。

Proposition 2.1 (简单随机徘徊绝对值的条件分布)

若{Sn, n ⩾ 1}是简单随机徘徊，则

P (Sn = i | |Sn| = i, |Sn−1| = in−1, · · · , |S1| = i1) =
pi

pi + qi
.

{|Sn|, n ⩾ 1}是Markov链，具有转移概率

Pi,i+1 =
pi+1 + qi+1

pi + qi
= 1− Pi,i−1, i > 0P01 = 1.

第二部分：状态分类

Definition 2.3 (状态分类)

1. 互通：可相互到达的两个状态称为互通的，且记为 i ↔ j.

互通是一个等价关系，具有自反性，对称性和传递性。两个互通的状态称为在同一个类

中，即互通类，因其性质，两个类或者不交或者相同。

2. 不可约：若Markov链只有一个类，即所有的状态彼此都互通，则称为不可约的。

3. 周期：状态 i称为具有周期d，若只要n不能被d整除时就有P n
ii = 0，则d是具有此性质

的最大整数。（若对任意n > 0都有P n
ii = 0，则定义 i的周期为无穷。）将状态 i的周期

记为d(i).

周期为 1的状态称为非周期的。

4. 常返/暂态：(1) 定义 1：若 fjj =
∑∞

n=1 f
n
jj = 1，则状态 j称为常返的，而在其他情形

（fn
jj < 1）则称为暂态的。

注记 2.1. 对任意状态 i和 j定义 fn
ij为开始处在 i而转移到 j在时刻n首次发生。形式地

f 0
ij = 0, fn

ij = P{Xn = j,Xk ̸= j, 1 ≤ k ≤ n− 1 | X0 = i}, fij =
∞∑
n=1

fn
ij.
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(2) 定义 2：状态 j是常返的，当且仅当
∞∑
n=1

P n
jj = ∞.

(公式的实际意义为初始状态为 j时，访问 j的总次数的期望是无限的）

5. 正常返/零常返：首先得是常返态。

(1) 定义 1：如果µjj < ∞，则我们称之为正常返，而若µjj = ∞，则称之为零常返。

（µjj记回返到状态 j所需的期望转移次数。若为暂态，则µjj一定为∞.）

(2) 定义 2：若πj = limn→∞ P
nd(j)
jj > 0则常返态 j是正常返的，若πj = 0，则是零常返

的。（暂态同样有πj = 0）

周期性、常返性、暂态、正常返/零常返都是等价类的性质，即在同一个互通类中性质相同。

进一步可以推出：

Theorem 2.2
若 i ↔ j，且 j是常返的，则 fij = 1.

注意这里是 fij，而常返定义 1中的是 fjj.
除开用

∑∞
n=1 P

n
jj是否为无穷区分常返和暂态外，直接考察 limn→∞ P n

ij是否为 0，可得到以下
定理：

Theorem 2.3
一个不可约且非周期的 Markov 链恰属于下列两类之一。
情形一：全体状态暂态或零常返

对任意 i, j：

lim
n→∞

p
(n)
ij = 0.

并且不存在平稳分布。

情形二：全体状态正常返

对任意 i, j：

πj = lim
n→∞

p
(n)
ij

πj 是唯一平稳分布。

第三部分：极限性质与平稳分布

紧随上面的定理，明确平稳分布的定义：

Definition 2.4 (平稳分布)

概率分布 πj, j ≥ 0 若满足：

Pj =
∞∑
i=0

PiPij, j ≥ 0,

则称其为该Markov链的平稳分布。
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注记 2.2. 1.由前一定理可知平稳分布的线性方程不一定有解。另外，如果初始概率分布是平稳
分布，则对一切n,Xn将有相同的分布。

2.求平稳分布的经典方法：对于前一定理中的第二个情形（不可约、非周期、正常返的Markov
链），此时称此Markov链是遍历的.此时平稳分布和极限分布都存在，且平稳分布就是极限分布。
因此有πj = limn→∞ p

(n)
ij 是方程：

πj =
∑
i

πiPij,
∑
j

πj = 1

唯一非负解。

3.不可约、正常返、周期时上述方程仍成立，只是需要将πj解释为Markov链处在状态 j的

长程时间比例。

4.若过程开始于极限分布，则所得的Markov链是平稳的。(因为∞+ t = ∞.)

Example 2.1 (教材例4.3 (D))

假设在每个时间周期，群体的每一个成员以概率 p 死去，又在每个时期加入此群体的新成员

数是均值为 λ 的 Poisson 随机变量。若我们以 Xn 记在时期 n 开始时群体的成员数，则易见

Xn, n ≥ 0 是一个 Markov 链。
为求此链的平稳概率，假设 X0 以具有参数为 α 的 Poisson 随机变量分布。因为这 X0 个个

体彼此独立地在下一个时期的开始以概率 1− p 活着，由此推出它们在时刻 1 仍在群体中的

个数是均值为 α(1− p) 的 Poisson 随机变量。因为直至时刻 1 为止加入群体的新成员数是均

值为 λ 的独立的 Poisson 随机变量，由此推出 X1 是均值为 α(1 − p) + λ 的 Poisson 随机变
量。因此，若

α = α(1− p) + λ

则这个链将是平稳的。因此，由平稳分布的唯一性，我们可断言平稳分布是均值为 λ/p 的

Poisson 分布。即

πj = e−λ/p(λ/p)j/j!, j = 0, 1, · · · .

上例说明：求解平稳方程困难时，可以直接尝试选取某些特殊的概率分布作为初始状态，直

接推理知得到的链是平稳的。

Theorem 2.4 (极限性质)

设 i ↔ j，记 µjj 为从 j 出发首次回到 j 所需转移次数的期望，Nj(t)为到时间 t位置访问 j

的次数。则：

P{ lim
t→∞

Nj(t)

t
=

1

µjj

| X0 = i} = 1

并且：

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

p
(k)
ij =

1

µjj

.

若 j 非周期，则：

lim
n→∞

p
(n)
ij =

1

µjj

.
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若 j 的周期为 d，则：

lim
n→∞

p
(nd)
jj =

d

µjj

.

核心思想：回到状态 j 的时刻构成更新过程。四个公式分别类比于命题 3.3.1，基本更新定理，
Blackwell定理。

第四部分：类之间的转移

常返类是一个封闭的类，进入这个类就不再离开。

Proposition 2.2
1.常返类↛其他：设 R 是一个常返类。若：i ∈ R, j /∈ R,则：Pij = 0.

2.暂态 fij−→常返类：若 j 是常返的，则概率的集合 fij, i ∈ T 满足

fij =
∑
k∈T

Pikfkj +
∑
k∈R

Pik, i ∈ T,

这里 R 记与 j 互通的状态集。

该命题的一个重要应用是赌徒破产问题。

Example 2.2 (例 4.4(A)：赌徒破产问题)

考虑一个赌徒，他在每次赌局中以概率 p 赢一个单位，以概率

q = 1− p

输一个单位。假设相继赌局相互独立。问：若赌徒从 i 个单位开始，在达到 0 之前，财富先

达到 N 的概率是多少？

以 Xn 记赌徒在时刻 n 的财富，则 {Xn, n ⩾ 0} 是一个 Markov 链，状态空间为

{0, 1, 2, · · · , N}.

其转移概率为

P00 = PNN = 1,

Pi,i+1 = p, Pi,i−1 = q, i = 1, 2, · · · , N − 1.

这个链有三个互通类：

{0}, {1, 2, · · · , N − 1}, {N}.

其中 {0} 与 {N} 是常返类，而

{1, 2, · · · , N − 1}

是暂态类。由于暂态状态最终只被访问有限次，故赌徒最终必然或者破产，或者达到目标 N。

令

fi = Pi{在达到0 之前先达到N}, 0 ⩽ i ⩽ N.

显然

f0 = 0, fN = 1.

对首局结果取条件，得

fi = pfi+1 + qfi−1, i = 1, 2, · · · , N − 1.
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因为 p+ q = 1，所以

p(fi+1 − fi) = q(fi − fi−1),

即

fi+1 − fi =
q

p
(fi − fi−1).

由此递推得到

f2 − f1 =
q

p
(f1 − f0) =

q

p
f1,

f3 − f2 =

(
q

p

)2

f1,

一般地，

fi − fi−1 =

(
q

p

)i−1

f1.

将这些式子相加，有

fi = f1

[
1 +

q

p
+

(
q

p

)2

+ · · ·+
(
q

p

)i−1
]
.

再利用边界条件 fN = 1，得到

fi =


1− (q/p)i

1− (q/p)N
, p ̸= q,

i

N
, p = q =

1

2
.

特别地，当 N → ∞ 时，

lim
N→∞

fi =


1−

(
q

p

)i

, p > q,

0, p ⩽ q.

因此，当 p > 1/2 时，赌徒有正概率使财富趋于无穷；而当 p ⩽ 1/2 时，若与一个具有无穷

财富的对手赌博，则赌徒以概率 1 迟早破产。

现在考虑从 i 开始，直到达到 0 或 N 所需的期望赌局数。记

B = inf{n ⩾ 0 : Xn = 0 或Xn = N}.

教材给出的巧妙方法是：想象赌徒即使达到 0 或 N 后仍继续赌博，并令

Yj =

1, 第j 局赢,

−1, 第j 局输.

则

Y1, Y2, · · ·

独立同分布，且

E[Yj] = p− q = 2p− 1.

从初始财富 i 出发，到达 0 或 N 等价于
B∑
j=1

Yj = −i
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或
B∑
j=1

Yj = N − i.

令

α = fi = Pi{先达到N}.

则

B∑
j=1

Yj =

N − i, 概率为α,

−i, 概率为1− α.

因此

E

[
B∑
j=1

Yj

]
= (N − i)α− i(1− α) = Nα− i.

另一方面，由 Wald 方程，

E

[
B∑
j=1

Yj

]
= E[B]E[Y1] = (p− q)E[B].

于是当 p ̸= q 时，

Ei[B] =
Nfi − i

p− q
.

代入 fi 可写为

Ei[B] =
1

p− q

[
N

1− (q/p)i

1− (q/p)N
− i

]
, p ̸= q.

当

p = q =
1

2
时，上式不能直接使用。此时可用差分方程或鞅

S2
n − n

得到

Ei[B] = i(N − i).

方法总结：

本例有两个核心方法。

第一，求“先达到某个常返类”的概率时，对第一步转移取条件：

fi = pfi+1 + qfi−1,

再结合边界条件

f0 = 0, fN = 1.

第二，求达到边界的期望时间时，不必直接解二阶差分方程。可以把赌博过程写成独立增量

和

SB =
B∑
j=1

Yj,
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再利用 Wald 方程：

E[SB] = E[B]E[Y1].

这样可把“期望停时”转化为“停时时刻位置的期望”。

Proposition 2.3 (由平均访问次数求访问概率)

对暂态 i, j ∈ T，令

fij = Pi{迟早访问状态j}.

由是否曾访问过 j 取条件，可得

mij = fijmjj .

因此

fij =
mij

mjj

.

直观解释：若从 i 出发最终会访问 j，则从首次到达 j 后，后续访问 j 的期望次数与“从 j

出发访问 j 的期望次数”相同，即为 mjj.

第六部分：分支过程

Definition 2.5 (分支过程)

考虑一个由可产生同类后代的个体组成的群体。假设每个个体在其生命结束时，与其他个体

独立地，以概率

pj, j = 0, 1, 2, · · ·

产生 j 个子裔。

令 X0 为初始个体数，称为第 0 代的规模；第 0 代所有个体的子裔组成第 1 代，其个数记为

X1；一般地，Xn 表示第 n 代的规模。

随机过程

{Xn, n ⩾ 0}

称为分支过程。

假设 X0 = 1。记

π0 = P{群体最终灭绝}.

对第一代个体数取条件，有

π0 =
∞∑
j=0

P{群体灭绝 | X1 = j}pj.

若 X1 = j，则群体最终灭绝当且仅当由这 j 个第一代个体分别开始的 j 个家庭全部灭绝。由于

各家庭独立，且每个家庭的灭绝概率仍为 π0，故

P{群体灭绝 | X1 = j} = πj
0.

因此

π0 =
∞∑
j=0

pjπ
j
0. (4.5.1)
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Theorem 2.5 (分支过程的灭绝概率)

假设 X0 = 1。记

π0 = P{群体最终灭绝}.

假设

p0 > 0, p0 + p1 < 1.

则：

(i) π0 是方程s =
∞∑
j=0

pjs
j 的最小非负解；

(ii) π0 = 1 ⇐⇒ µ ⩽ 1.

也就是说：若µ ⩽ 1，则群体以概率 1 最终灭绝；若µ > 1，则群体有正概率永不灭绝，且灭

绝概率是方程 s = ϕ(s)在 [0, 1) 中的最小根。

第七部分：时间可逆的 Markov 链

Definition 2.6 (稳定态下的倒向链)

设一个不可约正常返 Markov 链具有转移概率 Pij

和平稳分布{πi, i ⩾ 0}. 若初始状态按平稳分布选取，则该链处于稳定态。
现在从某个时刻开始沿时间倒向观察状态序列，即观察Xn, Xn−1, Xn−2, · · · . 则倒向过程本身
仍是一个 Markov 链，其转移概率记为 P ∗

ij。

P ∗
ij =

πjPji

πi

.

倒向过程仍是 Markov 链的原因是：给定当前状态后，过去状态与未来状态条件独立。也就
是说，若把时刻 m+ 1 看作“现在”，则在给定 Xm+1 后，Xm 与 Xm+2, Xm+3, · · · 独立。

Definition 2.7 (时间可逆)

若倒向链与原链具有相同的转移概率，即对一切 i, j 有

P ∗
ij = Pij,

则称该 Markov 链是时间可逆的。
由倒向转移概率公式可知，时间可逆等价于

πiPij = πjPji, ∀i, j. (4.7.1)

即时间可逆要求：任意两个状态之间的正向流量和反向流量相等。

Proposition 2.4 (时间可逆推出平稳分布)

若存在非负数 {xi}，满足
∑

i xi = 1, 并且对一切 i, j 有xiPij = xjPji，则 {xi} 是该 Markov
链的平稳分布。

若能找到满足时间可逆的概率分布，则既得到了平稳分布，也证明了链是时间可逆的。这是

求平稳分布时非常重要的方法。
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Proposition 2.5 (一维随机徘徊型链的可逆性)

若一个遍历 Markov 链只能在相邻状态之间移动，即

Pi,i+1 + Pi,i−1 = 1,

则该链是时间可逆的。

直观理由是：在任意长时间内，从 i 到 i + 1 的转移次数与从 i + 1 到 i 的转移次数最多相

差 1。因此在长程比例意义下，这两个方向的转移频率相等，则有：

πiPi,i+1 = πi+1Pi+1,i.

Metropolis 算法的核心思路也正是构造一个满足细致平衡方程的 Markov 链：如果目标分布
难以直接模拟，就构造一个容易模拟的链，使其平稳分布恰好为目标分布。

Definition 2.8 (边加权图上的随机徘徊)

考虑一个有限图，每条边 (i, j) 附有正权重 wij，且

wij = wji.

若 (i, j) 不是边，则令

wij = 0.

定义质点在图上移动：若当前在顶点 i，则下一步移动到顶点 j 的概率为

Pij =
wij∑
k wik

.

这样的 Markov 链称为边加权图上的随机徘徊。

在 24和 25年卷中都考过。

Proposition 2.6 (命题 4.7.1：边加权图随机徘徊的平稳分布)

考虑有限个顶点的边加权图上的随机徘徊。若该 Markov 链不可约，则它是正常返的、时间
可逆的，且平稳概率为

πi =

∑
k wik∑

j

∑
k wjk

.

Theorem 2.6 (定理 4.7.2：路径判别准则)

一个平稳 Markov 链是时间可逆的，当且仅当：对任意状态 i，任意从 i 出发又回到 i 的路

径，其正向路径概率与逆向路径概率相等。

即对一切状态

i, i1, i2, · · · , ik
都有

Pi,i1Pi1,i2 · · ·Pik,i = Pi,ikPik,ik−1
· · ·Pi1,i. (4.7.4)

特别地，对任意三个状态 i, j, k，时间可逆的必要条件是

PikPkjPji = PijPjkPki. (4.7.3)
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这表示沿环路

i → k → j → i

的概率与沿其逆向环路

i → j → k → i

的概率相同。

Theorem 2.7 (定理 4.7.3：倒向链与平稳分布)

考虑一个具有转移概率 Pij 的不可约 Markov 链。若可以找到和为 1 的非负数

{πi, i ⩾ 0}

以及一个转移概率矩阵

P ∗ = (P ∗
ij)

使得

πiPij = πjP
∗
ji, (4.7.5)

则 {πi} 是原链的平稳分布，且 P ∗ 是倒向链的转移概率矩阵。

这个定理的用途在于：有时直接求平稳分布很困难，但可以先猜测倒向链的转移结构，再利

用πiPij = πjP
∗
ji同时求出平稳分布和倒向链。

第九部分：半 Markov 过程与嵌入 Markov 链

Definition 2.9 (半 Markov 过程)

半 Markov 过程是这样一种过程：它访问的状态按照一个 Markov 链转移，但在两次状态转
移之间停留的时间是随机的。

更具体地，设过程每次进入状态 i 后：

(i) 下一次进入状态j 的概率为Pij;

(ii) 在指定下一状态为j 的条件下，从i 到j 的转移时间分布为Fij.

若以 Z(t) 记时刻 t 的状态，则

{Z(t), t ⩾ 0}

称为一个半 Markov 过程。

半 Markov 过程一般不具有通常意义下的 Markov 性。原因是：若要预测未来，仅知道当前
状态还不够，还需要知道过程已经在当前状态停留了多长时间。

但是，在转移发生的时刻，过程只需要知道新进入的状态，而不需要知道更早的历史。

Definition 2.10 (嵌入 Markov 链)

设半 Markov 过程依次访问的状态为

X0, X1, X2, · · · ,

2026春｜实用随机过程 115



Chapter 2. 期末习题课 2.1. 知识点梳理

其中 Xn 表示第 n 次转移后进入的状态。则

{Xn, n ⩾ 0}

是一个离散时间 Markov 链，其转移概率为 Pij. 则这个Markov链称为该半Markov过程
的嵌入Markov链。
也就是说，嵌入 Markov 链只记录状态跳转的顺序：

X0 → X1 → X2 → · · · ,

而忽略每两个状态之间实际经过了多长时间。

Markov 链本身可以看作半 Markov 过程的特殊情形：每次转移所需时间恒等于 1，即

Fij(t) =

0, t < 1,

1, t ⩾ 1.

总结

赌徒破产概率：fi =


1− (q/p)i

1− (q/p)N
, p ̸= q,

i

N
, p = q =

1

2
.

赌徒破产期望时间：Ei[B] =
Nfi − i

p− q
, p ̸= q

暂态基本矩阵：M = (I −Q)−1,mij = Ei[访问j 的总次数]

fij =
mij

mjj

分支过程灭绝概率：π0 =
∞∑
j=0

pjπ
j
0

时间可逆⇐⇒ πiPij = πjPji

倒向链转移概率：P ∗
ij =

πjPji

πi

2.1.2 第五章知识点
第一部分：连续时间 Markov 链与转移速率

Definition 2.11 (连续时间 Markov 链)

考虑取值于有限或可数状态空间的随机过程

{X(t), t ⩾ 0}.

若对一切 s, t ⩾ 0，一切状态 i, j，以及一切过去路径信息

X(u) = x(u), 0 ⩽ u < s,
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都有

P{X(t+ s) = j | X(s) = i,X(u) = x(u), 0 ⩽ u < s} = P{X(t+ s) = j | X(s) = i},

则称 {X(t), t ⩾ 0} 为连续时间 Markov 链。
若进一步

P{X(t+ s) = j | X(s) = i}

与 s 无关，则称其具有时齐转移概率。记

Pij(t) = P{X(t+ s) = j | X(s) = i}.

连续时间 Markov 链与离散时间 Markov 链的核心区别在于：离散时间链每一步都发生在整
数时刻，而连续时间链在某一状态停留一段随机时间后才跳转。连续时间Markov链是特殊的半
Markov链。

Proposition 2.7 (停留时间的指数性)

设过程进入状态 i 后，到离开状态 i 为止的停留时间记为 Ti。由 Markov 性可知，对一切
s, t ⩾ 0，

P{Ti > s+ t | Ti > s} = P{Ti > t}.

因此 Ti 具有无记忆性，从而 Ti 服从指数分布。

记其速率为 νi，即

P{Ti > t} = e−νit.

若 νi = 0，则状态 i 为吸收态；若 νi = ∞，则称状态 i 为瞬时状态。通常只考虑

0 ⩽ νi < ∞.

Definition 2.12 (嵌入链与转移速率)

连续时间 Markov 链可以理解为：

先在状态i 停留指数时间，然后跳到下一个状态。

设离开状态 i 后跳到状态 j 的概率为 pij，其中

pii = 0,
∑
j ̸=i

pij = 1.

则称

qij = νipij, i ̸= j,

为从状态 i 到状态 j 的转移速率。

直观地，在很小的时间区间 h 内，

P{X(t+ h) = j | X(t) = i} = qijh+ o(h), i ̸= j,

而

P{X(t+ h) = i | X(t) = i} = 1− νih+ o(h),
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其中

νi =
∑
j ̸=i

qij.

Definition 2.13 (生成矩阵)

定义矩阵 Q = (qij) 为

qij ⩾ 0, i ̸= j,

并令

qii = −νi = −
∑
j ̸=i

qij.

矩阵 Q 称为连续时间 Markov 链的生成矩阵或无穷小生成元。
因此每一行之和为 ∑

j

qij = 0.

第二部分：生灭过程

Definition 2.14 (生灭过程)

若状态空间为 {0, 1, 2, · · · }，且过程每次只能从状态 i 跳到相邻状态 i + 1 或 i − 1，即只要

|i− j| > 1就有 qij = 0，则称该连续时间 Markov 链为生灭过程。记

λi = qi,i+1, i ⩾ 0,

为出生率，记

µi = qi,i−1, i ⩾ 1,

为死亡率。于是

νi = λi + µi,

其中通常令µ0 = 0.

生灭过程可以理解为：当系统中有 i 个个体时，下一个出生时间服从速率为 λi 的指数分布，

下一个死亡时间服从速率为 µi 的指数分布，二者相互独立。

Example 2.3 (常见生灭过程)

1. Poisson 过程
若

λi = λ, µi = 0, i ⩾ 0,

则得到速率为 λ 的 Poisson 过程。
2. Yule 过程
若每个个体独立地以速率 λ 生育，且没有死亡，则

λi = iλ, µi = 0.
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这称为 Yule 过程。若 X(0) = i，则

Pij(t) =

(
j − 1

i− 1

)
e−iλt(1− e−λt)j−i, j ⩾ i ⩾ 1.

3. M/M/s 排队系统

顾客按速率 λ 的 Poisson 过程到达，有 s 个服务台，每个服务台服务时间服从速率为 µ 的指

数分布。若 X(t) 表示时刻 t 系统中的顾客数，则

λn = λ, n ⩾ 0,

µn =

nµ, 1 ⩽ n ⩽ s,

sµ, n > s.

4. 简单流行病模型
设群体总人数为 m，已有感染者不会康复。若当前有 n 个感染者，则有 m− n 个易感者，每

一对“感染者–易感者”以速率 α 发生感染，则

λn = n(m− n)α, n = 1, · · · ,m− 1.

此时 {X(t)} 是纯生过程。

第三部分：Kolmogorov 微分方程

Theorem 2.8 (连续时间 Chapman-Kolmogorov 方程)

对一切 s, t ⩾ 0，有

Pij(t+ s) =
∑
k

Pik(t)Pkj(s).

矩阵形式为

P (t+ s) = P (t)P (s).

Theorem 2.9 (Kolmogorov 向后方程)

在适当正则条件下，对一切 i, j 有

P ′
ij(t) =

∑
k ̸=i

qikPkj(t)− νiPij(t).

若采用生成矩阵 Q，则可写为

P ′(t) = QP (t).

Theorem 2.10 (Kolmogorov 向前方程)

在适当正则条件下，对一切 i, j 有

P ′
ij(t) =

∑
k ̸=j

Pik(t)qkj − νjPij(t).

矩阵形式为

P ′(t) = P (t)Q.
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Example 2.4 (两状态连续时间 Markov 链)

考虑状态空间 {0, 1}。设过程从 0 到 1 的速率为 λ，从 1 到 0 的速率为 µ。即

q01 = λ, q10 = µ.

则

ν0 = λ, ν1 = µ.

由向前方程可得

P ′
00(t) = µP01(t)− λP00(t).

因为

P01(t) = 1− P00(t),

所以

P ′
00(t) = µ− (λ+ µ)P00(t).

解得

P00(t) =
µ

λ+ µ
+

λ

λ+ µ
e−(λ+µ)t.

类似地，

P10(t) =
µ

λ+ µ
− µ

λ+ µ
e−(λ+µ)t.

因此极限概率为

lim
t→∞

P00(t) = lim
t→∞

P10(t) =
µ

λ+ µ
.

Definition 2.15 (矩阵指数表示)

若状态空间有限，或生成矩阵满足适当有界条件，则

P (t) = eQt,

其中

eQt =
∞∑
n=0

(Qt)n

n!
.

第四部分：极限概率与平稳分布

Definition 2.16 (连续时间链的平稳分布)

概率分布 {Pj, j ⩾ 0} 若满足

Pj =
∑
i

PiPij(t), ∀t ⩾ 0,

则称其为连续时间 Markov 链的平稳分布。
等价地，平稳分布满足

PQ = 0,

即对每个 j， ∑
i

Piqij = 0.
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展开为

νjPj =
∑
i ̸=j

Piqij.

再加上归一化条件 ∑
j

Pj = 1.

上式称为平衡方程。其含义为：

进入状态j 的长期速率 =离开状态j 的长期速率.

具体地， ∑
i ̸=j

Piqij

表示进入状态 j 的总速率，而

νjPj

表示离开状态 j 的总速率。

Theorem 2.11 (极限概率)

若连续时间 Markov 链不可约且正常返，则存在极限概率

Pj = lim
t→∞

Pij(t),

且与初始状态 i 无关。

此时 {Pj} 是平稳分布，并且是方程组

νjPj =
∑
i ̸=j

Piqij, j ⩾ 0,

∑
j

Pj = 1

的唯一非负解。

同时，Pj 也等于过程处在状态 j 的长程时间比例。

Proposition 2.8 (生灭过程的极限概率)

对生灭过程，平衡方程可化为局部平衡方程：

λnPn = µn+1Pn+1, n ⩾ 0.

因此

P1 =
λ0

µ1

P0,

P2 =
λ0λ1

µ1µ2

P0,

一般地，

Pn =
λ0λ1 · · ·λn−1

µ1µ2 · · ·µn

P0, n ⩾ 1.
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由归一化条件
∞∑
n=0

Pn = 1,

可得

P0 =

[
1 +

∞∑
n=1

λ0λ1 · · ·λn−1

µ1µ2 · · ·µn

]−1

.

极限概率存在的条件为
∞∑
n=1

λ0λ1 · · ·λn−1

µ1µ2 · · ·µn

< ∞.

Example 2.5 (M/M/1 排队系统)

对 M/M/1 排队系统，有

λn = λ, µn = µ.

因此

Pn =

(
λ

µ

)n

P0.

若

ρ =
λ

µ
< 1,

则

P0 = 1− ρ,

从而

Pn = (1− ρ)ρn, n = 0, 1, 2, · · · .

若 λ ⩾ µ，则不存在正常化的极限概率。

Example 2.6 (M/M/s 排队系统的平稳分布)

对 M/M/s 系统，有

λn = λ, n ⩾ 0,

µn =

nµ, 1 ⩽ n ⩽ s,

sµ, n > s.

令

ρ =
λ

sµ
.

若

ρ < 1,

则存在平稳分布。

由生灭过程公式，

Pn =
(λ/µ)n

n!
P0, 0 ⩽ n ⩽ s,
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而当 n > s 时，

Pn =
(λ/µ)s

s!

(
λ

sµ

)n−s

P0.

其中 P0 由
∞∑
n=0

Pn = 1

确定，即

P0 =

[
s−1∑
n=0

(λ/µ)n

n!
+

(λ/µ)s

s!

1

1− λ/(sµ)

]−1

.

Example 2.7 (机器修理模型)

设有 M 台机器和一个修理工。每台机器工作到损坏前的时间服从速率为 λ 的指数分布，修

理时间服从速率为 µ 的指数分布。

若状态 n 表示有 n 台机器损坏，则这是生灭过程，且

λn = (M − n)λ, 0 ⩽ n ⩽ M,

µn = µ, n ⩾ 1.

因此

Pn =
M !

(M − n)!

(
λ

µ

)n

P0, n = 0, 1, · · · ,M,

其中

P0 =

[
M∑
n=0

M !

(M − n)!

(
λ

µ

)n
]−1

.

第五部分：时间可逆性

Definition 2.17 (倒向链)

设连续时间 Markov 链处在稳态，平稳分布为 {Pi}。从时间倒向观察该过程，仍得到一个连
续时间 Markov 链，称为倒向链。
倒向链的转移速率记为 q∗ij，则

q∗ij =
Pjqji
Pi

.

等价地，

Piq
∗
ij = Pjqji.

Definition 2.18 (时间可逆)

若倒向链与原链具有相同的概率规律，即

q∗ij = qij, ∀i, j,

则称该连续时间 Markov 链是时间可逆的。
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等价地，对一切 i, j，

Piqij = Pjqji.

其直观含义是：

从i 到j 的长期转移速率 =从j 到i 的长期转移速率.

Proposition 2.9 (时间可逆推出平稳分布)

若存在非负数 {Pi}，满足 ∑
i

Pi = 1,

且对一切 i, j 有

Piqij = Pjqji,

则 {Pi} 是平稳分布，并且该链是时间可逆的。

Proposition 2.10 (生灭过程的时间可逆性)

处在稳态的遍历生灭过程是时间可逆的。

Piλi = Pi+1µi+1, i ⩾ 0.

这正是前面求生灭过程平稳分布时使用的局部平衡方程。

Proposition 2.11 (M/M/s 输出过程)

考虑稳态下的 M/M/s 排队系统。若

λ < sµ,

则系统的输出过程，即顾客离开系统的时刻，构成速率为 λ 的 Poisson 过程。

该结论的核心思想是：M/M/s 队列对应的生灭过程是时间可逆的。正向看，顾客到达使系

统人数增加 1，到达过程是 Poisson 过程；倒向看，这些“增加 1”的时刻对应正向过程中的离

开时刻，因此离开过程也是同速率的 Poisson 过程。

Proposition 2.12 (截断后的时间可逆性)

设一个时间可逆链的状态空间为 S，平稳分布为 {Pi, i ∈ S}。若将链截断在某个子集 A ⊂ S

上，即禁止从 A 跳出到 Ac，且截断后的链在 A 上仍不可约，则截断后的链仍是时间可逆的。

其平稳分布为

PA
i =

Pi∑
j∈A Pj

, i ∈ A.

第六部分：倒向链在排队论中的应用

Theorem 2.12 (开放排队网络的乘积形式解)

考虑有 k 个服务站的开放排队网络。外部顾客以速率 ri 的 Poisson 过程到达服务站 i。顾客
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在服务站 i 完成服务后，以概率 pij 转到服务站 j，并以概率

1−
k∑

j=1

pij

离开系统。

设服务站 i 是 M/M/1 服务台，服务速率为 µi。令 λi 表示到达服务站 i 的总到达率，则 λi

满足交通方程

λj = rj +
k∑

i=1

λipij, j = 1, · · · , k.

若

λi < µi, i = 1, · · · , k,

则稳态下各服务站人数相互独立，并且

P{N1 = n1, · · · , Nk = nk} =
k∏

i=1

(
1− λi

µi

)(
λi

µi

)ni

.

Proposition 2.13 (排队网络的离开过程)

在上述开放排队网络中，顾客从服务站 i 离开整个系统的过程是 Poisson 过程，其速率为

λi

(
1−

k∑
j=1

pij

)
.

不同服务站离开系统的输出过程相互独立。

Theorem 2.13 (Erlang 消失公式)

考虑一个有 k 条服务线的消失系统。顾客按速率为 λ 的 Poisson 过程到达，服务时间分布为
G，均值为

E[S].

若到达时所有 k 条服务线都忙，则该顾客不进入系统并消失。

稳态下系统中顾客数 N 的分布为

P{N = n} =
(λE[S])n/n!∑k
i=0(λE[S])i/i!

, n = 0, 1, · · · , k.

特别地，顾客被拒绝进入系统的长期比例为

P{N = k} =
(λE[S])k/k!∑k
i=0(λE[S])i/i!

.

Erlang 消失公式的重要特点是：系统中顾客数的极限分布只通过服务时间分布的均值 E[S]
依赖于 G，而与 G 的具体形状无关。

Theorem 2.14 (M/G/1 共享处理系统)

考虑 M/G/1 共享处理系统。顾客按速率为 λ 的 Poisson 过程到达，每个顾客需要的工作量
分布为 G，均值为 E[S]. 服务台以单位速率工作，并在当前所有顾客之间平均分配服务能力。
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若

ρ = λE[S] < 1,

则稳态下系统中顾客数 N 满足

P{N = n} = (1− ρ)ρn, n = 0, 1, 2, · · · .

因此系统中平均顾客数为

L = E[N ] =
ρ

1− ρ
.

由 Little 公式 L = λW 得，顾客平均逗留时间为

W =
E[S]
1− ρ

.

若一个顾客所需工作量为 y，则其条件平均逗留时间为

E[W | S = y] =
y

1− ρ
.

第七部分：本章核心总结

连续时间 Markov 链 =指数停留时间+嵌入离散 Markov 链

qij =从i 到j 的转移速率

qij = νipij, νi =
∑
j ̸=i

qij

P ′(t) = QP (t), P ′(t) = P (t)Q

PQ = 0,
∑
i

Pi = 1

时间可逆⇐⇒ Piqij = Pjqji

生灭过程平稳分布由局部平衡方程Piλi = Pi+1µi+1 给出

2.1.3 第六章知识点
第一部分：鞅

Definition 2.19 (鞅)

一个随机过程 {Zn, n ⩾ 1} 若对一切 n 有

E[|Zn|] < ∞,

并且满足

E[Zn+1 | Z1, Z2, · · · , Zn] = Zn, (6.1.1)

则称 {Zn, n ⩾ 1} 为鞅过程，简称为鞅。
实际意义：鞅是“公平博弈”的数学刻画。若 Zn 表示赌徒在第 n 次赌博后的财富，则

E[Zn+1 | Z1, · · · , Zn] = Zn
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表示：无论过去发生了什么，在已知当前财富为 Zn 的条件下，下一次赌博后的期望财富仍

等于当前财富。

未来的条件期望 =现在的值.

对鞅条件两边取期望，由全期望公式可得

E[Zn+1] = E{E[Zn+1 | Z1, · · · , Zn]} = E[Zn].

因此

E[Zn] = E[Z1], n ⩾ 1.

即鞅在平均意义下保持不变。

Example 2.8 (鞅的一些重要构造方法)

下面汇总教材中“鞅的一些例子”和“鞅的更多例子”的核心内容。重点不在于单个例子本

身，而在于掌握几类常用的构造鞅的方法。

1. 均值为 0 的独立同分布随机变量的部分和构造鞅

令 X1, X2, · · · 是均值为 0 的独立同分布随机变量，定义

Zn =
n∑

i=1

Xi.

则 {Zn, n ⩾ 1} 是鞅。因为

E[Zn+1 | Z1, · · · , Zn] = E[Zn +Xn+1 | Z1, · · · , Zn]

= E[Zn | Z1, · · · , Zn] + E[Xn+1 | Z1, · · · , Zn].

由于 Xn+1 独立于过去，且 E[Xn+1] = 0，所以

E[Zn+1 | Z1, · · · , Zn] = Zn + E[Xn+1] = Zn.

构造思想：若增量 Xi 是独立且均值为 0 的，则部分和

Zn = X1 + · · ·+Xn

自然形成鞅。这是最基本的鞅构造方法。

2. 均值为 1 的独立随机变量的乘积构造鞅

若 X1, X2, · · · 是独立随机变量，且

E[Xi] = 1, i ⩾ 1,

定义

Zn =
n∏

i=1

Xi.

则 {Zn, n ⩾ 1} 是鞅。因为

E[Zn+1 | Z1, · · · , Zn] = E[ZnXn+1 | Z1, · · · , Zn]

= ZnE[Xn+1 | Z1, · · · , Zn] = ZnE[Xn+1] = Zn.

构造思想：若因子 Xi 独立且均值为 1，则乘积

Zn = X1X2 · · ·Xn
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形成鞅。这类乘积鞅常用于指数型不等式、大偏差估计和随机徘徊问题。

3. 分支过程中的标准化规模构造鞅
考虑一个分支过程，以 Xn 记第 n 代的规模。若每个个体的平均子裔数为 m，则

Zn =
Xn

mn

是一个鞅。

直观解释：虽然 Xn 本身可能随 n 增长或衰减，但除以其平均增长因子 mn 后，得到的标准

化过程在条件期望意义下保持不变。

4. 给定更多信息来证明鞅
有时直接计算

E[Zn+1 | Z1, · · · , Zn]

不方便。教材指出，可以先给定更多信息，例如某个随机向量 Y。如果能够证明

E[Zn+1 | Z1, · · · , Zn, Y ] = Zn,

那么由条件期望的迭代性质

E[X | U ] = E{E[X | Y, U ] | U}, (6.1.2)

可得

E[Zn+1 | Z1, · · · , Zn] = E{E[Zn+1 | Z1, · · · , Zn, Y ] | Z1, · · · , Zn} = Zn.

构造思想：证明鞅时可以“多给条件”，先在更细的信息下验证条件期望等于 Zn，再用迭代

条件期望回到原来的条件信息。

5. Doob 鞅
令 X,Y1, Y2, · · · 为任意随机变量，且

E[|X|] < ∞.

定义

Zn = E[X | Y1, · · · , Yn].

则 {Zn, n ⩾ 1} 是鞅。事实上，

E[Zn+1 | Y1, · · · , Yn] = E{E[X | Y1, · · · , Yn, Yn+1] | Y1, · · · , Yn}

= E[X | Y1, · · · , Yn] = Zn.

这类鞅称为 Doob 鞅。
实际意义：若 X 是我们想预测的随机变量，而 Y1, · · · , Yn 是逐渐积累的信息，则

E[X | Y1, · · · , Yn]

是给定当前信息时对 X 的最优均方预测。随着信息增加，最优预测序列构成一个鞅。

6. 用“实际值减去条件期望”构造鞅
对任意随机变量序列 X1, X2, · · ·，定义

Zn =
n∑

i=1

(Xi − E[Xi | X1, · · · , Xi−1]) ,

其中对 i = 1，可将 E[X1 | X1, · · · , X0] 理解为 E[X1].
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若对一切 n 有

E[|Zn|] < ∞,

则 {Zn, n ⩾ 1} 是均值为 0 的鞅。

因为

Zn+1 = Zn +Xn+1 − E[Xn+1 | X1, · · · , Xn].

于是

E[Zn+1 | X1, · · · , Xn] = Zn + E[Xn+1 | X1, · · · , Xn]− E[Xn+1 | X1, · · · , Xn] = Zn.

构造思想：任意过程都可以通过“减去条件期望漂移”的方式构造出鞅：

鞅增量 =真实增量−在过去信息下的期望增量.

这是一种非常重要的“去漂移”方法。

第二部分：停时

Definition 2.20 (随机时刻、停时与停止过程)

设 {Zn, n ⩾ 1} 是一个随机过程。
1. 随机时刻
可能取无穷大的正整数值随机变量 N 称为关于过程 {Zn, n ⩾ 1} 的随机时刻，如果事件

{N = n}

由随机变量

Z1, Z2, · · · , Zn

决定。也就是说，只要知道了前 n 步的信息，就能判断是否有 N = n。

2. 停时
若随机时刻 N 进一步满足

P{N < ∞} = 1,

则称 N 为一个停时。

停时的直观意义是：是否在时刻 n 停止，只能根据到时刻 n 为止已经观察到的信息来决定，

不能依赖未来信息。

3. 停止过程
令 N 是关于过程 {Zn, n ⩾ 1} 的一个随机时刻，定义停止过程 {Z̃n, n ⩾ 1} 为

Z̃n =

Zn, n ⩽ N,

ZN , n > N.

即过程在时刻 N 以后保持不变。

若 {Zn, n ⩾ 1} 是鞅，则停止过程

{Z̃n, n ⩾ 1}

也是鞅。这就是命题 6.2.1 的结论。
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证明思想：令

In =

1, N ⩾ n,

0, N < n.

则

Z̃n = Z̃n−1 + In(Zn − Zn−1). (6.2.1)

由于 In 由过去信息决定，而

E[Zn − Zn−1 | Z1, · · · , Zn−1] = 0,

所以停止以后不会改变鞅的公平性。

由停止过程仍是鞅可得，对一切 n，

E[Z̃n] = E[Z1].

若当 n → ∞ 时可以把极限和期望交换，并且 Z̃n → ZN，则会得到

E[ZN ] = E[Z1].

这正是鞅停止定理的核心思想。

Theorem 2.15 (鞅停止定理)

若 N 是关于鞅 {Zn, n ⩾ 1} 的停时，并且下列条件之一成立：

(i) Zn 一致有界；

(ii) N 是有界的；

(iii) E[N ] < ∞,且存在M < ∞ 使得

E[|Zn+1 − Zn| | Z1, · · · , Zn] < M,

则

E[ZN ] = E[Z1].

实际意义：在一个公平博弈中，如果赌徒采用一个停时规则决定何时离开，并且满足上述正

则条件之一，则他最终财富的期望仍等于初始财富的期望。

公平博弈+合理停止规则 =⇒期望财富不变.

因此，在这些条件下，不存在一种“永远能在期望意义下获利”的赌博停止策略。

Theorem 2.16 (推论 6.2.3：Wald 方程)

若 Xi, i ⩾ 1 独立同分布，且

E[|Xi|] < ∞,

又若 N 是关于 X1, X2, · · · 的停时，并且

E[N ] < ∞,
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则

E

[
N∑
i=1

Xi

]
= E[N ]E[X1].

证明思想：令

µ = E[X1],

并定义

Zn =
n∑

i=1

(Xi − µ).

则 {Zn, n ⩾ 1} 是鞅。由鞅停止定理，

E[ZN ] = 0.

而

ZN =
N∑
i=1

Xi − µN.

因此

E

[
N∑
i=1

Xi

]
− µE[N ] = 0,

即

E

[
N∑
i=1

Xi

]
= E[N ]E[X1].

Example 2.9 (例 6.2(A)：直至指定模式出现的平均时间)

假设独立同分布的离散随机变量逐个被观察，每天观察一个。每次结果分别以概率

P{0} =
1

2
, P{1} =

1

3
, P{2} =

1

6
取值为 0, 1, 2。求直到模式

0, 2, 0

首次出现所需观察数的期望。

例如，若出现序列为

2, 1, 2, 0, 2, 1, 0, 1, 0, 0, 2, 0,

则模式 0, 2, 0 首次在第 10, 11, 12 天出现，因此所需观察数为 12。

构造鞅的思路：

设想每天开始都有一个新的赌徒进入赌场，每个赌徒初始赌资为 1 个单位，并按如下规则下

注：

第 i 个赌徒在第 i 天开始参赌，他先用 1 个单位赌当天的结果是 0。由于

P{0} =
1

2
,

若赌赢，他的资金变为 2 个单位。
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然后他用这 2 个单位赌下一天的结果是 2。由于

P{2} =
1

6
,

公平赔率下若赌赢，他的资金变为

2 · 6 = 12

个单位。

最后，他用全部 12 个单位赌再下一天的结果是 0。若再次成功，则他的资金变为

12 · 2 = 24

个单位。

因此，每个赌徒有如下两种可能：

若在三个赌局中任意一次失败，则损失初始的 1 个单位；

若连续猜中模式 0, 2, 0，则最终资金为 24，相对于初始赌资 1，净赢

24− 1 = 23

个单位。

令 Xn 表示第 n 天结束后赌场的总赢利。因为每个赌局都是公平的，所以

{Xn, n ⩾ 1}

是均值为 0 的鞅。

令

N =模式0, 2, 0 首次出现的时间.

在第 N 天结束时：

第1, · · · , N − 3 个赌徒均已输掉1 个单位，

给赌场带来赢利

N − 3.

第 N − 2 个赌徒从第 N − 2 天开始，恰好猜中

0, 2, 0,

因此他净赢 23 个单位，赌场收益为

−23.

第 N − 1 个赌徒在第 N − 1 天第一步下注失败，赌场收益为

+1.

第 N 个赌徒在第 N 天猜中第一步的 0，净赢 1 个单位，赌场收益为

−1.

所以第 N 天结束时赌场总赢利为

XN = (N − 3)− 23 + 1− 1 = N − 26.
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由鞅停止定理，

E[XN ] = 0.

因此

E[N − 26] = 0,

从而

E[N ] = 26.

所以，直到模式 0, 2, 0 首次出现所需观察数的期望为

26 .

同样的方法可以用于任意指定模式。例如，在投掷硬币中，直到模式

HHTTHH

出现的平均时间为

p−4q−2 + p−2 + p−1,

其中

p = P{H}, q = 1− p.

Example 2.10 (例 6.2(B)：带正漂移随机徘徊的 hitting time)

考虑一个人从位置 0 出发，每次以概率 p 向右移动一个单位，以概率 1− p 向左移动一个单

位，且相继移动相互独立。假设

p >
1

2
.

求此人首次到达位置 i(i > 0) 所需步数的期望。

令

Xj =

1, 第j 步向右,

−1, 第j 步向左.

则

E[Xj] = p− (1− p) = 2p− 1.

若 N 是首次到达 i 的步数，则
N∑
j=1

Xj = i.

由 Wald 方程，

E

[
N∑
j=1

Xj

]
= E[N ]E[X1].

因此

i = E[N ](2p− 1),

从而

E[N ] =
i

2p− 1
.
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方法总结：本题的关键是把位置变化写成独立同分布增量的和：

SN =
N∑
j=1

Xj.

当停时时刻 N 满足

SN = i

时，直接使用 Wald 方程即可得到 E[N ].

Example 2.11 (例 6.2(C)：三人硬币博弈)

玩家 X,Y, Z 初始分别有

x, y, z

个硬币，总数为

s = x+ y + z.

每一步随机选取两名玩家，并要求第一人给另一人一个硬币。所有可能的选取等概率，并且

相继选取独立。游戏持续到某一人拥有所有 s 个硬币为止。求游戏步数的期望。

教材的关键思想是：即使某人已经破产，也假想游戏继续进行，允许财富为负数，从而便于

构造鞅。

令 Xn, Yn, Zn 分别表示第 n 局后三人的财富。令

T =首次有两个人财富为0 的时刻.

此时另一个人拥有全部 s 个硬币。

构造过程

Mn = XnYn +XnZn + YnZn + n.

教材验证了

{Mn, n ⩾ 1}

是鞅。

若三人都还在局中，即 XnYnZn > 0，则例如

E[Xn+1Yn+1 | Xn = x, Yn = y]

=
1

6
[(x+ 1)y + (x+ 1)(y − 1) + x(y + 1) + x(y − 1) + (x− 1)y + (x− 1)(y + 1)]

= xy − 1

3
.

类似地，

E[Xn+1Zn+1 |过去] = XnZn −
1

3
,

E[Yn+1Zn+1 |过去] = YnZn −
1

3
.

因此三项之和的条件期望减少 1，而 n 增加 1，所以 Mn 保持鞅性。

若已有一人出局，例如 X 已出局，则

Xn+1 = Xn = 0,
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并且

E[Yn+1Zn+1 | Yn = y, Zn = z] =
(y + 1)(z − 1) + (y − 1)(z + 1)

2
= yz − 1.

此时 YnZn 的条件期望减少 1，而 n 增加 1，所以仍有

E[Mn+1 |过去] = Mn.

由鞅停止定理，

E[MT ] = E[M0].

而

M0 = xy + xz + yz.

在时刻 T，三人中有两人的财富为 0，所以

XTYT +XTZT + YTZT = 0.

因此

MT = T.

于是

E[T ] = xy + xz + yz.

方法总结：本题的关键不是直接分析 Markov 链状态，而是构造一个含有补偿项 +n 的鞅：

Mn = XnYn +XnZn + YnZn + n.

由于每一步使乘积和的条件期望减少 1，加入 +n 后恰好抵消漂移，从而得到鞅。然后用鞅

停止定理把

E[MT ] = E[M0]

转化为所求的

E[T ].

第三部分：下鞅、上鞅、鞅收敛定理

Definition 2.21 (下鞅与上鞅)

设随机过程 {Zn, n ⩾ 1} 满足

E[|Zn|] < ∞, n ⩾ 1.

若对一切 n 有

E[Zn+1 | Z1, · · · , Zn] ⩾ Zn, (6.4.1)

则称 {Zn, n ⩾ 1} 为下鞅。
若对一切 n 有

E[Zn+1 | Z1, · · · , Zn] ⩽ Zn, (6.4.2)

则称 {Zn, n ⩾ 1} 为上鞅。
下鞅表示“超公平博弈”，即未来的条件期望不小于现在；上鞅表示“欠公平博弈”，即未来

的条件期望不大于现在。
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对下鞅取期望，有

E[Zn+1] = E{E[Zn+1 | Z1, · · · , Zn]} ⩾ E[Zn].

因此

E[Z1] ⩽ E[Z2] ⩽ · · · .

对上鞅则有

E[Zn+1] ⩽ E[Zn],

即

E[Z1] ⩾ E[Z2] ⩾ · · · .

Theorem 2.17 (定理 6.4.1：下鞅与上鞅的停止定理)

若 N 是关于 {Zn, n ⩾ 1} 的停时，并且满足鞅停止定理中的充分条件之一，即：

(i) Zn 一致有界；

(ii) N 是有界的；

(iii) E[N ] < ∞,且存在M < ∞ 使

E[|Zn+1 − Zn| | Z1, · · · , Zn] < M,

则：

若 {Zn, n ⩾ 1} 是下鞅，则

E[ZN ] ⩾ E[Z1].

若 {Zn, n ⩾ 1} 是上鞅，则

E[ZN ] ⩽ E[Z1].

Theorem 2.18 (定理 6.4.6：鞅收敛定理)

若 {Zn, n ⩾ 1} 是鞅，且存在常数 M < ∞，使得对一切 n 有

E[|Zn|] ⩽ M,

则以概率为 1，存在有限极限

lim
n→∞

Zn.

Theorem 2.19 (推论 6.4.7：非负鞅收敛)

若 {Zn, n ⩾ 1} 是非负鞅，则以概率为 1，

lim
n→∞

Zn

存在且有限。

理由是：由于 Zn ⩾ 0，所以

E[|Zn|] = E[Zn] = E[Z1],

从而满足鞅收敛定理的 L1 有界条件。
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Example 2.12 (例 6.4(B)：公平博弈中的破产)

考虑一个参加公平博弈的赌徒。若 Zn 表示赌徒在第 n 局后的财富，则

{Zn, n ⩾ 1}

是一个鞅。

现在假设赌徒不能欠钱，即

Zn ⩾ 0,

并且只要赌徒还在继续赌博，每一局至少赢或输 1 个单位。设

N =赌徒被迫出局的时刻.

也就是说，在 n < N 时仍在赌博，因此

|Zn+1 − Zn| ⩾ 1.

由于 {Zn, n ⩾ 1} 是非负鞅，由推论 6.4.7 可知

lim
n→∞

Zn

以概率为 1 存在且有限。

但是，如果赌徒永远不破产，即 N = ∞，那么他会无限次继续赌博，而每次赌博财富至少变
化 1 个单位：

|Zn+1 − Zn| ⩾ 1.

这就不可能使 Zn 收敛到一个有限极限。

因此只能有

P{N < ∞} = 1.

即赌徒以概率 1 迟早破产。

本章核心总结

鞅⇐⇒ E[Zn+1 |过去信息] = Zn

下鞅⇐⇒ E[Zn+1 |过去信息] ⩾ Zn

上鞅⇐⇒ E[Zn+1 |过去信息] ⩽ Zn

停时只依赖已经观察到的信息

鞅停止定理：公平博弈在合理停止规则下期望不变

Wald 方程：E

[
N∑
i=1

Xi

]
= E[N ]E[X1]

鞅收敛定理：L1 有界鞅几乎必然收敛

非负鞅必收敛，是鞅收敛定理最常用的形式之一

2.1.4 第八章知识点
第一部分：引言与准备知识
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Definition 2.22 (Brown 运动)

随机过程 {X(t), t ⩾ 0} 若满足：

(i) X(0) = 0;

(ii) {X(t), t ⩾ 0} 有平稳的独立增量；

(iii) 对任意t > 0, X(t) 服从均值为0、方差为c2t 的正态分布，

则称 {X(t), t ⩾ 0} 为Brown 运动过程。
当 c = 1时，称为标准 Brown 运动。由于一般 Brown 运动可通过

X(t)

c
转化为标准 Brown 运动，因此通常只讨论标准 Brown 运动。

Proposition 2.14 (Brown 运动的 Markov 性)

Brown 运动的独立增量性质蕴含它是 Markov 过程。

事实上，对任意 s, t ⩾ 0, X(s+ t)−X(s)与时刻 s 以前的全部历史独立。因此

P{X(t+ s) ⩽ a | X(s) = x,X(u), 0 ⩽ u < s}

= P{X(t+ s)−X(s) ⩽ a− x | X(s) = x,X(u), 0 ⩽ u < s}

= P{X(t+ s)−X(s) ⩽ a− x}

= P{X(t+ s) ⩽ a | X(s) = x}.

这说明：给定当前状态 X(s) 后，未来状态的条件分布不再依赖过去路径。

Definition 2.23 (Brown 运动的密度与有限维联合密度)

由于 X(t) 服从均值为 0、方差为 t 的正态分布，所以其密度函数为

ft(x) =
1√
2πt

e−x2/(2t).

由平稳独立增量可得，若

0 < t1 < t2 < · · · < tn,

则

(X(t1), X(t2), · · · , X(tn))

的联合密度为

f(x1, x2, · · · , xn) = ft1(x1)ft2−t1(x2 − x1) · · · ftn−tn−1(xn − xn−1). (8.1.3)

原则上，利用该式可以计算关于 Brown 运动有限多个时刻取值的任意概率。

Proposition 2.15 (Brown 运动的条件分布)

设 0 < s < t。若给定

X(t) = B,
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则 X(s) 的条件分布为正态分布，并且

E[X(s) | X(t) = B] =
s

t
B, (8.1.4a)

Var(X(s) | X(t) = B) =
s(t− s)

t
. (8.1.4b)

特别地，若令

α =
s

t
, 0 < α < 1,

则给定 X(t) 时，X(s) 的条件均值和方差可写为

E[X(s) | X(t)] = αX(t),

Var(X(s) | X(t)) = α(1− α)t.

注意：条件方差不依赖于给定的终点值 B，只依赖于 s, t。

Definition 2.24 (Gauss 过程)

若对任意

t1, t2, · · · , tn,

随机向量

(X(t1), X(t2), · · · , X(tn))

都具有多元正态分布，则称随机过程 {X(t), t ⩾ 0} 为Gauss 过程。

由式 (8.1.3)可知 Brown运动是 Gauss过程。由于多元正态分布由均值向量与协方差矩阵完
全决定，因此 Brown 运动也可以等价地定义为满足

E[X(t)] = 0

且对 s ⩽ t 有

Cov(X(s), X(t)) = s

的 Gauss 过程。

Definition 2.25 (Brown 桥)

考虑标准 Brown 运动 {X(t), t ⩾ 0}，并在条件X(1) = 0下观察区间 [0, 1]上的过程：

{X(t), 0 ⩽ t ⩽ 1 | X(1) = 0}.

这个过程称为Brown 桥，因为它在 0 和 1 两端被固定。

Brown 桥是均值为 0 的 Gauss 过程，并且当 s ⩽ t 时，其协方差函数为

Cov(X(s), X(t) | X(1) = 0) = s(1− t).

Proposition 2.16 (命题 8.1.1：Brown 桥的构造)

若 {X(t), t ⩾ 0} 是标准 Brown 运动，定义

Z(t) = X(t)− tX(1), 0 ⩽ t ⩽ 1,
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则

{Z(t), 0 ⩽ t ⩽ 1}

是 Brown 桥过程。

第二部分：击中时刻、最大随机变量、反正弦律

Definition 2.26 (击中时刻)

设 {X(t), t ⩾ 0} 是标准 Brown 运动。对实数 a，定义

Ta = inf{t ⩾ 0 : X(t) = a}

为 Brown 运动首次击中 a 的时刻。

Theorem 2.20 (击中时刻分布)

设 a > 0。为了计算

P{Ta ⩽ t},

考虑事件

{X(t) ⩾ a}

并按是否已经在 t 前击中 a 取条件：

P{X(t) ⩾ a} = P{X(t) ⩾ a | Ta ⩽ t}P{Ta ⩽ t}

+P{X(t) ⩾ a | Ta > t}P{Ta > t}. (8.2.1)

若 Ta ⩽ t，则过程在 [0, t] 中某时刻已经击中 a。由 Brown 运动路径在击中点之后的对称性
可知，在时刻 t 它等可能地位于 a 上方或下方，因此

P{X(t) ⩾ a | Ta ⩽ t} =
1

2
.

另一方面，若 Ta > t，由于路径连续，在击中 a 之前不可能有 X(t) ⩾ a，所以

P{X(t) ⩾ a | Ta > t} = 0.

于是由式 (8.2.1) 得

P{Ta ⩽ t} = 2P{X(t) ⩾ a}.

由于 X(t) ∼ N(0, t)，

P{Ta ⩽ t} = 2

∫ ∞

a

1√
2πt

e−x2/(2t) dx =
2√
2π

∫ ∞

a/
√
t

e−y2/2 dy. (8.2.2)

令 t → ∞，得到

P{Ta < ∞} = 1.

也就是说，Brown 运动以概率 1 迟早会击中任意给定的正水平 a。

但另一方面，

E[Ta] =

∫ ∞

0

P{Ta > t} dt = ∞.

因此，虽然 Brown 运动以概率 1 最终会击中 a，但是平均击中时间是无穷大。

几乎必然会发生 ̸⇒平均等待时间有限.
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若 a < 0，由 Brown 运动关于原点的对称性，有Ta 与T−a同分布。因此对任意 a ̸= 0，

P{Ta ⩽ t} =
2√
2π

∫ ∞

|a|/
√
t

e−y2/2 dy.

重点：

(1) Brown 运动路径在击中点之后的对称性：

P{X(t) ⩾ a | Ta ⩽ t} =
1

2
.

(2) P{Ta ⩽ t} = 2P{X(t) ⩾ a}.
(3) P{Ta < ∞} = limt→∞ P{Ta ⩽ t} = 1, E[Ta] = ∞.
以概率为 1地Brown运动过程迟早会击中

Theorem 2.21 (Brown 运动最大值的分布)

考虑 Brown 运动在区间 [0, t] 中达到的最大值

max
0⩽s⩽t

X(s).

对 a > 0， {
max
0⩽s⩽t

X(s) ⩾ a

}
= {Ta ⩽ t}.

因此由击中时刻公式，

P

{
max
0⩽s⩽t

X(s) ⩾ a

}
= P{Ta ⩽ t}

= 2P{X(t) ⩾ a} =
2√
2π

∫ ∞

a/
√
t

e−y2/2 dy.

上述结论的核心方法是反射原理：若 Brown 运动已经在 t 前击中 a，则从首次击中 a 之后

的路径可以关于水平线 a 反射，从而把“曾经越过 a”的问题转化为终点 X(t) 的分布问题。

Proposition 2.17 (命题 8.2.1：无零点区间的反正弦律)

对 0 < x < 1，

P{Brown 运动在(xt, t) 中无零点} =
2

π
arcsin

√
x.

这一结论与对称随机徘徊中的相应结论一致：对称随机徘徊在缩放极限下趋向 Brown 运动，
因此随机徘徊中关于“后段无零点”的反正弦律，在 Brown 运动中变成了精确等式。

Proposition 2.18 (命题 8.2.2：取正时间比例的反正弦律)

对 Brown 运动，令

A(t) =在[0, t] 中 Brown 运动取正值的时间总量.

则对 0 < x < 1，

P

{
A(t)

t
< x

}
=

2

π
arcsin

√
x.

这说明 Brown运动在 [0, t] 中取正值的时间比例并不是集中在 1/2 附近，而是服从反正弦分

布。该分布在 0 和 1 附近较大，表示 Brown 运动较可能在很长一段时间里主要位于同一侧。
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第三部分：Brown 运动的变种
本节只列出四种变种的定义公式。

Definition 2.27 (在一点吸收的 Brown 运动)

令 {X(t), t ⩾ 0} 是 Brown 运动，且

Tx = inf{t ⩾ 0 : X(t) = x}, x > 0.

定义

Z(t) =

X(t), t < Tx,

x, t ⩾ Tx.

则 {Z(t), t ⩾ 0} 称为在点 x 吸收的 Brown 运动。即过程一旦击中 x，以后便永远停留在 x.

Definition 2.28 (在原点反射的 Brown 运动)

若 {X(t), t ⩾ 0} 是 Brown 运动，定义

Z(t) = |X(t)|, t ⩾ 0.

则 {Z(t), t ⩾ 0} 称为在原点反射的 Brown 运动。

Definition 2.29 (几何 Brown 运动)

若 {X(t), t ⩾ 0} 是 Brown 运动，定义

Y (t) = eX(t), t ⩾ 0.

则 {Y (t), t ⩾ 0} 称为几何 Brown 运动。

Definition 2.30 (积分 Brown 运动)

若 {X(t), t ⩾ 0} 是 Brown 运动，定义

Z(t) =

∫ t

0

X(s)ds, t ⩾ 0.

则 {Z(t), t ⩾ 0} 称为积分 Brown 运动。

本章以上内容核心总结

Brown 运动 =对称随机徘徊在∆x =
√
∆t 尺度下的极限

X(t) ∼ N(0, t), X(t)−X(s) ∼ N(0, t− s)

Brown 运动具有平稳独立增量，因此是 Markov 过程

Cov(X(s), X(t)) = min(s, t)

Brown 桥：Z(t) = X(t)− tX(1)

P{Ta ⩽ t} =
2√
2π

∫ ∞

|a|/
√
t

e−y2/2 dy

P

{
max
0⩽s⩽t

X(s) ⩾ a

}
= 2P{X(t) ⩾ a}
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P

{
A(t)

t
< x

}
=

2

π
arcsin

√
x

2.2 部分作业题与往年考题
2.2.1 作业题

Exercise 2.1 (Ex 4.1)

一个商店对某种商品的库存用以下的 (s, S)订货策略：若在一个时期开始时商店的供应量是

x，则订货 0, 若x ⩾ s

S − x, 若x < s

订货立刻供应。每天的需求以概率αj等于 j，各天的需求是独立的。而不能立刻满足的需求

就会失去。以Xn记在第n个时期结束时的存货水平。论证 {Xn, n ⩾ 1}是Markov链并计算
它的转移概率。

解. 设第 n 个时期开始时，订货后的总供应量为 Yn = Xn−1 + (S −Xn−1)I{Xn−1<s}. 记第 n 天的

需求量为 Dn，由题意可知 Dn 独立同分布，且 P (Dn = j) = αj（应有αj = 0, ∀j < 0）.
因为不能立刻满足的需求会失去，所以第 n 个时期结束时的存货水平为 Xn = max(0, Yn −Dn).
给定历史状态 X1 = i1, . . . , Xn−1 = i 时，Xn 的条件分布仅依赖于 Xn−1 的取值，即：

P (Xn = j | X1 = i1, . . . , Xn−1 = i)

= P (max(0, Xn−1 + (S −Xn−1)I{Xn−1<s} −Dn) = j | Xn−1 = i) = P (Xn = j | Xn−1 = i).

故 {Xn, n ⩾ 1} 是 Markov 链。
其转移概率 Pij = P (Xn = j | Xn−1 = i) 需分两种情况计算：

1. 当 j > 0 时，期末有剩余库存，说明当期需求量 Dn = i+ (S − i)I{i<s} − j：

Pij = P (Dn = i+ (S − i)I{i<s} − j) = αi+(S−i)I{i<s}−j.

2. 当 j = 0 时，期末库存为空，说明当期需求量大于等于订货后的总供应量，即 Dn ⩾ i+ (S −
i)I{i<s}：

Pi0 = P (Dn ⩾ i+ (S − i)I{i<s}) =
∞∑

k=i+(S−i)I{i<s}

αk.

Exercise 2.2 (Ex 4.10)

在每个时期的开始，N个个体中的每一个处在三个可能的情况之一：有传染性，受感染但无

传染性，或未感染。若一个未感染的个体在一段时期变成受感染，则它在该时期中处在受感

染（但没有传染性）情况。在每个时期个体的
(
N
2

)
对独立地以概率 p相接触。若一对个体相

接触，且其中之一的成员有传染性，而另一个未感染，则未感染的人变成受感染（于是在下

一个时期的开始处在有传染性情况）。以Xn和Yn分别记在第n个时期开始有传染性的个体

数和未感染的个体数。
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(a) 若在一个时期的开始有 i个有传染性的个体，问一个指定的未感染的个体在此时期变成受

感染的概率是多少？

(b) {Xn, n ⩾ 0}是Markov链吗？如果是，给出它的转移概率。
(c) {Yn, n ⩾ 0}是Markov链吗？如果是，给出它的转移概率。
(d) {(Xn, Yn), n ⩾ 0}是Markov链吗？如果是，给出它的转移概率。

解. (a) 由题，对一个指定的未感染个体来说，它与每一个有传染性的个体都独立地以概率 p接

触，因此它在这一时期内不与任何一个有传染性的个体接触的概率是 (1 − p)i. 于是该个体在这
一时期变成受感染的概率为 1− (1− p)i.
(b) 若 (Xn, Yn) = (i, j)，设第n个时期内增加的感染的人数为Zn，则每一个未感染个体在这一

时期内变成受感染的概率都是 1 − (1 − p)i，并且对不同未感染个体，这些事件相互独立。故

Zn ∼ B(j, 1 − (1 − p)i). 因此Xn+1 = Xn + Zn并不只依赖于Xn，还依赖于Yn，所以一般来说，

{Xn, n ⩾ 0}不是Markov链。
(c) 若 (Xn, Yn) = (i, j)，由 (b)有Zn ∼ B(j, 1− (1− p)i)，并且Yn+1 = Yn − Zn. 因此Yn+1同样不

只依赖于Yn，还依赖于Xn，所以一般来说，{Yn}不是Markov链。
(d) 若 (Xn, Yn) = (i, j)，则由 (b)(c)可知下一时刻的状态完全由这一时期中增加的感染的人数Zn

决定，而这一人数的分布只依赖于 (Xn, Yn) = (i, j)，与过去的状态无关。且转移概率为

P(i,j),(k,l) =


(
j

l

)
(1− (1− p)i)j−l((1− p)i)l, k + l = i+ j = N, 0 ⩽ i ⩽ k ⩽ N

0, otherwise
故{(Xn, Yn)}是Markov链，且其状态空间可写为{(i, j) : i ⩾ 0, j ⩾ 0, i+ j = N}.

Exercise 2.3 (Ex 4.16)

一个人有 r把雨伞，用于在她家和办公室之间来往。若在一天开始时（结束时）她在家（办

公室），而正在下雨，倘若有雨伞可拿，则她将拿一把雨伞去办公室（家）。若不在下雨，则

从不拿雨伞。假定独立于过去的情形，在一天开始时（结束时）下雨的概率为 p.
(a) 定义一个有 r+1个状态的Markov链，它将帮助我们确定这个人被淋湿的时间比例。（注：
若正在下雨而所有的雨伞都在她的另一个地点，则她将被淋湿。）

(b) 计算其极限概率。
(c) 这个人被淋湿的时间比例是多少？

解. (a) 令 Xn 表示第 n 次出发时，她所在地点的雨伞数。于是状态空间为

S = {0, 1, . . . , r}.

若出发时所在地点有 i 把雨伞，则另一地点有 r − i 把雨伞。

若此时不下雨，概率为 1−p，她不带伞去另一地点，因此下一次出发时所在地点的雨伞数为 r− i.
若此时下雨且 i ⩾ 1，概率为 p，她带一把伞去另一地点，因此下一次出发时所在地点的雨伞数

为 r − i+ 1.
若此时下雨且 i = 0，她没有伞可拿，会被淋湿；但到达另一地点后，另一地点有全部 r 把伞，因

此下一次出发时所在地点的雨伞数为 r.
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所以转移概率为

Pi,r−i = 1− p, 0 ⩽ i ⩽ r,

Pi,r−i+1 = p, 1 ⩽ i ⩽ r.

特别地，当 i = 0 时，

P0,r = 1.

因此，题目要求的 Markov 链就是以

Xn =第n次出发时所在地点的雨伞数

为状态的链，其状态空间为 {0, 1, . . . , r}，转移概率如上所示。

(b) 设平稳分布为

π = (π0, π1, . . . , πr).

由转移结构可得，状态 0 只能由状态 r 在不下雨时转移而来，因此

π0 = (1− p)πr.

对于 1 ⩽ i ⩽ r，由对称的转移结构可推出

πi = πr, i = 1, 2, . . . , r.

因此

π1 = π2 = · · · = πr.

又因为

π0 + π1 + · · ·+ πr = 1,

所以

(1− p)πr + rπr = 1.

于是

πr =
1

r + 1− p
.

从而

πi =
1

r + 1− p
, i = 1, 2, . . . , r,

π0 =
1− p

r + 1− p
.

因此，该 Markov 链的极限概率为

π0 =
1− p

r + 1− p
, πi =

1

r + 1− p
, i = 1, 2, . . . , r.

(c) 她被淋湿当且仅当出发时正在下雨且所在地点没有雨伞，即 Xn = 0 且下雨。因此长期被淋

湿的时间比例为

pπ0 = p · 1− p

r + 1− p
.

所以，这个人被淋湿的长期时间比例为

p(1− p)

r + 1− p
.
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Exercise 2.4 (Ex 4.21)

考虑状态为 0, 1, 2, · · · 的Markov链，它是

Pi,i+1 = pi = 1− Pi,i−1,

其中 p0 = 1. 求使链正常返的这些 pi满足的充要条件，并在此种情形计算极限概率。

解. 记

qi = 1− pi, i ⩾ 1.

若该链存在平稳分布 π = (π0, π1, . . . )，因为它Pi,i+1+Pi,i−1 = 1的遍历链，则有时间可逆性方程:

πipi = πi+1qi+1

因此

πi+1 = πi
pi
qi+1

.

递推可得

πn = π0
p0p1 · · · pn−1

q1q2 · · · qn
, n ⩾ 1.

因为又
∑∞

n=0 πn = 1，带入上式：

π0 +
∞∑
n=1

π0an = π0

(
1 +

∞∑
n=1

p0p1 · · · pn−1

q1q2 · · · qn

)
< ∞.

因此该链正常返的充要条件为
∞∑
n=1

p0p1 · · · pn−1

q1q2 · · · qn
< ∞.

在此情形下，令

C = 1 +
∞∑
n=1

p0p1 · · · pn−1

q1q2 · · · qn
.

则极限概率为

π0 =
1

C
,

πn =
1

C

p0p1 · · · pn−1

q1q2 · · · qn
, n ⩾ 1.

Exercise 2.5 (Ex 4.35)

考虑一个分支过程，每个个体的子裔数具有均值为λ (λ > 1) 的Poisson分布。以π0记从单个

个体开始的群体迟早灭绝的概率。又令a (a < 1) 使

ae−a = λe−λ.

(a) 证明a = λπ0.
(b)证明：在取条件于迟早灭绝时，这个分支过程，与单个个体的子裔数是均值为a的Poisson
随机变量的分支过程，遵循相同的概率规律。

证明. 这是一个 Galton–Watson分支过程。单个个体的子裔数服从均值为 λ的 Poisson分布，因
此其概率母函数为

f(s) = eλ(s−1).
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(a) 灭绝概率 π0 是方程

s = f(s)

在区间 [0, 1] 中的最小根。因此

π0 = eλ(π0−1).

题中给定 a < 1，且

ae−a = λe−λ.

两边同除以 λ，得
a

λ
= ea−λ.

令

π0 =
a

λ
.

则

eλ(π0−1) = eλ(a/λ−1) = ea−λ.

又因为
a

λ
= ea−λ,

所以

π0 = eλ(π0−1).

即 π0 = a/λ 确为灭绝方程在 [0, 1] 中的根。由于 λ > 1 时灭绝概率是该方程在 [0, 1) 中的最小

根，所以

π0 =
a

λ
.

因此

a = λπ0.

(b) 设一个个体的子裔数为 Z。在条件灭绝事件下，若该个体有 k 个子裔，则这 k 个子分支过程

都必须最终灭绝。因此

P (Z = k |最终灭绝) =
P (Z = k)πk

0

π0

.

由 Z ∼ Poisson(λ)，有

P (Z = k) = e−λλ
k

k!
.

所以

P (Z = k |最终灭绝) =
e−λ λk

k!
πk
0

π0

.

利用灭绝方程

π0 = eλ(π0−1),

得到
e−λ

π0

= e−λπ0 .

因此

P (Z = k |最终灭绝) = e−λπ0
(λπ0)

k

k!
.
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又由第一问知

λπ0 = a.

所以

P (Z = k |最终灭绝) = e−aa
k

k!
.

这说明在给定最终灭绝条件下，每个个体的子裔数服从均值为 a 的 Poisson 分布。
并且由于各个子分支过程相互独立，条件在最终灭绝事件下，后代分支仍然独立且服从相同的条

件分布。因此，在给定最终灭绝时，该分支过程与一个子裔数服从 Poisson(a) 的 Galton–Watson
分支过程具有相同的概率规律。

Exercise 2.6 (Ex 4.41)

一个质点沿在圆周上的n个地点 (与n相邻的地点是n − 1和 1)之间移动。每一步或以概率 p

沿顺时针方向移动一个位置，或以概率 1− p沿逆时针方向移动一个位置。

(a) 求倒向链的转移概率。
(b) 这个链是否时间可逆？

解. 不妨设n ⩾ 3，否则平凡。(a) 首先P ∗
ij = πjPji/πi. 所以只需求极限概率，列出极限方程组：

π1 = π2(1− p) + πnp

πi = πi+1(1− p) + πi−1p, 2 ⩽ i ⩽ n− 1

πn = π1(1− p) + πn−1p

π1 + · · ·+ πn = 1

解得πi = 1/n. 所以倒向转移概率P ∗
ij = Pji. 即P ∗

i,i+1 = 1− p, P ∗
i,i−1 = p，其中下标按模n理解。

(b) 时间可逆当且仅当P ∗
ij = Pij，即 p = 1− p. 于是当且仅当 p = 1/2时这个链是时间可逆的。

Exercise 2.7 (Ex 4.46)

以 {Xn, n ⩾ 1}记一个具有可数个状态的不可约Markov链。现在考虑一个只接受Markov链
在 0和N之间的值的新随机过程 {Yn, n ⩾ 0}。即定义Yn为Markov链在 0和N之间的第n个

值。例如，若N = 3且X1 = 1, X2 = 3, X3 = 5, X4 = 6, X5 = 2，则Y1 = 1, Y2 = 3, Y3 = 2.
(a) {Yn, n ⩾ 0}是否为Markov链？简单解释之。
(b) 以 πj记 {Xn, n ⩾ 1}处在状态 j的时间比例。如果对一切 j有 πj > 0，{Yn, n ⩾ 0}处在
0, 1, · · · , N中每个状态的时间比例是多少？
(c) 如果 {Xn}是零常返的，且以 πj(N) (j = 0, · · · , N)记 {Yn, n ⩾ 0}的长程比例。证明对
j ̸= i有

πj(N) = πi(N)E[过程X在回到 i之前处在 j的时间].

(d) 用 (c)论证，在对称随机徘徊中，在回到原点之前访问状态 i的期望次数等于 1.
(e) 如果 {Xn, n ⩾ 0}是时间可逆的，证明{Yn, n ⩾ 0}也是时间可逆的。

证明. (a) 是Markov链，因为在给定Yn−1 = i的条件下考虑Yn的分布，其实就是考虑在链 {Xn}
里，从 i转移到 [0, N ]中的状态的分布，而我们有Xn是Markov链，于是这只依赖于当前的状态 i，

而独立于所有过去的状态。故{Yn, n ⩾ 0}是Markov链。
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(b) 也就是说在 1个时间单位内处于 j状态的时间是 πj，删去 {Xn}特有的状态就可以得到 {Yn}
所有状态总时间占比是

∑N
i=0 πi，从而 {Yn}处于状态 j的时间比例是πj/(

∑N
i=0 πi).

(c) 由更新报酬过程理论可得

πj(N) =
E[两次访问 i之间访问 j的次数]

E[链Yn两次访问 i之间的时间]
，且我们有 πi(N) =

1

E[链Yn两次访问 i之间的时间]
.

于是就得到πj(N) = πi(N)E[过程X在回到 i之前处在 j的时间].
(d) 对每个给定的 i，在 (c)中，将链{Xn}取为对称随机徘徊，取 i为 0且将 j替换为 i，取N > i，

则要证明期望为 1，只需要证明链 {Yn}每个状态的极限概率都相等。而由方程组：
π0 =

1

2
(π0 + π1), πN =

1

2
(πN−1 + πN)

πk =
1

2
(πk−1 + πk+1), 1 ⩽ k ⩽ N − 1

显然解是所有极限概率都相等，代入 (c)的结论就完成了证明。
(e) 首先 {Xn}时间可逆意味着πiP

X
ij = πjP

X
ji . 要证明 {Yn}时间可逆，也就是要证明πi(N)P Y

ij =

πj(N)P Y
ji . 由于等式左右两边分别表示在链 {Yn}中从状态 i(j)进入 j(i)的速率，我们同时考虑在

链 {Xn}中从状态 i(j)进入 j(i)的速率，可以写出如下的等式，其中P (k, j,N)表示从k出发，不

经过任何落在 [0, N ]中的状态，最后抵达 j的概率：

πi(N)P Y
ij = πi(N)PX

ij + πi(N)
∑

k∈Z\[0,N ]

PikP (k, j,N),

πj(N)P Y
ji = πj(N)PX

ji + πj(N)
∑

k∈Z\[0,N ]

PjkP (k, i, N).

两式右边的第一项显然相等，因为 πk(N)实际上就是我们在 (b)中求出的时间比例，其与在链
{Xn}中的长程比例πk仅差一个常数倍。至于两式的第二项，一个是对所有正向路径的概率求和，

另一个是对所有逆向路径的概率求和，而链{Xn}是时间可逆的，故由定理 4.7.2可知相等。

Exercise 2.8 (Ex 4.50)

一个出租车交替行驶在三个地点之间。当它到达地点 1时，它下一次等可能地驶向 2或 3. 当
它到达地点 2时，它下一次以概率 1/3驶向 1，而以概率 2/3驶向 3. 从 3它总是驶向 1. 在地
点 i和 j之间的平均时间是 t12 = 20, t13 = 30, t23 = 30 (tij = tji).
(a) 出租车最近停在地点 i (i = 1, 2, 3)的 (极限)概率是多少？
(b) 出租车前往地点 2的 (极限)概率是多少？
(c)出租车从 2前往 3的行程所占的时间比例是多少？注：在到达一个地点时出租车立刻离开。

解. (a)记地点 i为状态 i，则转移概率为：

P11 = 0, P12 = P13 =
1

2
, P21 =

1

3
, P22 = 0, P23 =

2

3
, P31 = 1, P32 = P33 = 0.

于是转移概率矩阵为：

P =


0 1/2 1/2

1/3 0 2/3

1 0 0


而 (π1, π2, π3) = (π1, π2, π3)P，则π1 = π2/3+π3, π2 = π1/2, π3 = π1/2+2π2/3，且π1+π2+π3 = 1.
则π1 = 3/7, π2 = 3/14, π3 = 5/14. 而µ1 = P12t12 + P13t13 = 25, µ2 = P21t21 + P23t23 = 80/3, µ3 =
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P31t31 = 30. 则由定理 4.8.3可知 Pi = πiµi/(
∑

j πjµj). 并且

π1µ1 =
3

7
· 25 =

75

7
, π2µ2 =

3

14
· 80
3

=
40

7
, π3µ3 =

5

14
· 30 =

75

7
,
∑
j

πjµj =
190

7
.

于是计算得到

P1 =
15

38
, P2 =

4

19
, P3 =

15

38
.

即为出租车最近停在地点 1, 2, 3的极限概率。

(b) 由习题 4.48 (c)，所求极限概率为
P12η12
µ11

+
P22η22
µ22

+
P32η32
µ33

=
P12t12
µ11

.

而P1 = µ1/µ11, µ11 = µ1/P1 = 190/3. 则
1

µ11

P12t12 =
3

19
.

故出租车前往地点 2的极限概率为 3/19.

Exercise 2.9 (Ex 5.4)

对出生参数为λn(n ⩾ 0)的纯生过程，计算这个群体的规模从 0到N所需时间的均值、方差

和矩母函数。

解. 设纯生过程为X(t)，出生参数为λn, n ⩾ 0. 群体从规模 i− 1到 i所需时间记为Si, i ⩾ 1. 则从
0到N所需时间为

TN = S1 + · · ·+ SN .

由纯生过程的定义可知，Si (i ⩾ 1)都是相互独立的，且

Si ∼ Exp(λi−1).

因此

ESi =
1

λi−1

,Var(Si) =
1

λ2
i−1

.

并且Si的矩母函数为

MSi
(θ) = E(eθSi) =

λi−1

λi−1 − θ
, θ < λi−1.

所以可直接得到

ETN =
N∑
i=1

1

λi−1

,

Var(TN) =
N∑
i=1

1

λ2
i−1

.

又因为S1, · · · , SN相互独立，所以

MTN
(θ) = E(eθTN ) =

N∏
i=1

E(eθSi) =
N∏
i=1

λi−1

λi−1 − θ
, θ < min

0⩽n⩽N−1
λn.

Exercise 2.10 (Ex 5.7)

考虑从一个个体开始的Yule过程，并且假设在时刻 s出生的个体以概率P (s)是健康的。计算

在 (0, t)中出生的健康个体数的分布。
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解. 考虑从一个个体开始的Yule过程，即X(0) = 1, λn = nλ. 设H(t)表示在 (0, t)中出生的健康

个体数。又记K = X(t)− 1为在 (0, t)中出生的个体总数。

由Yule过程的分布可知

P (K = k) = P (X(t) = k + 1) = e−λt(1− e−λt)k, k = 0, 1, 2, · · ·

另一方面，由上一题可知，在给定K = k后，这k个出生时刻的无序版本为k个独立同分布随机

变量，其公共密度为

f(s) =
λe−λ(t−s)

1− e−λt
, 0 < s < t.

等价地，

f(s) =
λeλs

eλt − 1
, 0 < s < t.

因此，给定K = k后，一个出生个体为健康的概率为

pt =

∫ t

0

P (s)f(s)ds =
∫ t

0

P (s)
λeλs

eλt − 1
ds.

于是

H(t) | K = k ∼ B(k, pt).

所以对m = 0, 1, 2, · · ·，有

P (H(t) = m) =
∞∑

k=m

P (H(t) = m | K = k)P (K = k).

即

P (H(t) = m) =
∞∑

k=m

(
k

m

)
pmt (1− pt)

k−me−λt(1− e−λt)k.

令

A(t) =

∫ t

0

λeλsP (s)ds.

由于

pt =
A(t)

eλt − 1
,

化简上式可得

P (H(t) = m) =
1

1 + A(t)

(
A(t)

1 + A(t)

)m

,m = 0, 1, 2, · · ·

因此，在 (0, t)中出生的健康个体数

H(t) ∼ Geo
(

1

1 + A(t)

)
− 1,

其中

A(t) =

∫ t

0

λeλsP (s)ds.

Exercise 2.11 (Ex 5.20)

假定一个生物群体中的个体以指数速率λ出生，且以指数速率µ死亡。此外由于移民，存在

一个增加的指数速率 θ. 然而，在群体的规模为N或更大时，移民就不再允许。

(a) 将此建立为一个生灭模型。
(b) 若N = 3, θ = λ = 1, µ = 2，确定移民受限制的时间的比例。
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解. (a) 只需要确定出生率和死亡率即可，显然有出生率为 λn = nλ + θ, 0 ⩽ n < N，及 λn =

nλ, n ⩾ N，而死亡率为µn = nµ, n ⩾ 1.
(b) 即确定极限情况下群体个体数⩾ N的时间比例，这需要计算生灭链的极限概率。直接列出极

限方程λ0P0 = µ1P1, (λn + µn)Pn = µn+1Pn+1 + λn−1Pn−1, n ⩾ 1. 由教材 5.5节结论知

P0 =

[
1 +

∞∑
n=1

λ0 · · ·λn−1

µ1 · · ·µn

]−1

, Pn =
λ0 · · ·λn−1

µ1 · · ·µn

P0.

直接计算知对 0 ⩽ n ⩽ 2有λn/µn+1 = 1/2，对n ⩾ 3有λn/µn+1 = n/(2(n+ 1))，所以有
∞∑
n=1

λ0 · · ·λn−1

µ1 · · ·µn

=
1

21
+

1

22
+

1

23
+

3

4
· 1

24
+

3

5
· 1

25
+

3

6
· 1

26
+ · · ·

而通过 ln(1− x)的泰勒展开式可以得到

−3 ln(1− 1

2
) = 3 · 1

21
+

3

2
· 1

22
+

3

3
· 1

23
+

3

4
· 1

24
+

3

5
· 1

25
+

3

6
· 1

26
+ · · ·

把上面的两个式子相减可以得到
∞∑
n=1

λ0 · · ·λn−1

µ1 · · ·µn

= 3 ln 2− 9

8
.

也就是说P0 = 1/(3 ln 2− 1/8), P1 = P0/2, P2 = P0/4. 所以移民受限制的时间的比例为
∞∑
n=3

Pn = 1− P0 − P1 − P2 = 1− 7

4
P0 =

24 ln 2− 15

24 ln 2− 1
.

Exercise 2.12 (Ex 5.22)

求M/M/s系统的极限分布，并且确定它们存在需要的条件。

解. 记X(t)为 t时刻系统中人数，则 {X(t), t ⩾ 0}为一个生灭过程。其出生率为λn = λ, n ⩾ 0，

死亡率为µn = nµ, 1 ⩽ n ⩽ s，及µn = sµ, n > s. 由教材 5.5节结论知，极限分布存在所需要的条
件为如下的级数收敛：

∞∑
n=1

λ0λ1 · · ·λn−1

µ1 · · ·µn

=
s∑

n=1

λn

n!µn
+

∞∑
n=s+1

λn

s!µs(sµ)n−s
.

前一项有限，只需考虑后一项。当λ/(sµ) ⩾ 1时有
∞∑

n=s+1

λn

s!µs(sµ)n−s
=

ss

s!

∞∑
n=s+1

(
λ

µs

)n

⩾ ss

s!

∞∑
n=s+1

1 = +∞.

而当λ/(sµ) < 1时，由上式可知后一项收敛，故极限分布存在的条件是λ/(sµ) < 1. 且此时

P0 =

[
1 +

∞∑
n=1

λ0λ1 · · ·λn−1

µ1µ2 · · ·µn

]−1

=

1 + s∑
n=1

λn

n!µn
+

ss

s!

(
λ
µs

)s+1

1− λ
µs


−1

=

(
s∑

n=0

λn

n!µn
+

λs+1

s!µs(µs− λ)

)−1

, Pn =
λn−1

µn

Pn−1, n ⩾ 1.

其中Pn为过程处在状态n的长程比例，也即为M/M/s系统的极限分布。

Exercise 2.13 (Ex 5.28)

N个顾客移动在 r条服务线之间。服务线 i的服务时间是速率为µi的指数随机变量。而在顾

客离开服务线 i时，他以概率 1/(r − 1)加入服务线 j (j ̸= i)的队列（如果队列有人，不然就
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进入服务）。当在服务线 i (i = 1, · · · , r)有ni个顾客时，令系统的状态为 (n1, · · · , nr). 证明对
应的连续时间Markov链是时间可逆的，并求极限概率。

证明. 设系统状态为n = (n1, · · · , nr)，由题有n1 + · · · + nr = N . 若ni > 0，则服务线 i完成服

务的速率为µi，且完成服务后顾客以概率 1/(r − 1)转入服务线 j (j ̸= i)，故 q(n, n − ei + ej) =

µi/(r− 1), ni > 0, j ̸= i. 其余非对角转移速率为 0，对角元通过行和为 0确定。而为了证明时间可

逆，我们希望等式P (n)q(n,m) = P (m)q(m,n)成立，其中m = n− ei + ej. 代入转移速率：

P (n)
µi

r − 1
= P (m)

µj

r − 1
⇒ P (m)

P (n)
=

µi

µj

.

于是令P (k) = C
∏r

i=1 µ
−ki
i ，其中k = (k1, · · · , kr), k1 + · · ·+ kr = N, ki ⩾ 0，归一化得到

C−1 =
∑

k1+···+kr=N,ki⩾0

r∏
i=1

µ−ki
i .

容易验证P (n)q(n,m) = P (m)q(m,n). 以及
∑

k P (k) = 1. 于是该连续时间Markov链是时间可
逆的，又由该链状态空间有限且不可约知极限概率存在并等于上述P (k).

Exercise 2.14 (Ex 6.1)

若{Zn, n ⩾ 1}是鞅，证明对 1 ⩽ k < n有

E[Zn | Z1, · · · , Zk] = Zk.

解. 记Fn = σ(Z1, · · · , Zn). 由于{Zn, n ⩾ 1}是鞅，故对任意m ⩾ 2有

E[Zm | Fm−1] = Zm−1.

于是由条件期望的塔式性质，当 1 ⩽ k < n时，

E[Zn | Z1, · · · , Zk] = E
[
E[Zn | Z1, · · · , Zn−1] | Z1, · · · , Zk

]
= E[Zn−1 | Z1, · · · , Zk]

= E
[
E[Zn−1 | Z1, · · · , Zn−2] | Z1, · · · , Zk

]
= E[Zn−2 | Z1, · · · , Zk]

= · · ·

= E[Zk+1 | Z1, · · · , Zk]

= Zk.

因此

E[Zn | Z1, · · · , Zk] = Zk, 1 ⩽ k < n.

Exercise 2.15 (Ex 6.7)

令X1, · · · 是均值为 0和方差为σ2的独立同分布的随机变量序列。再令Sn =
∑n

i=1 Xi. 证明当
Zn = S2

n − nσ2时{Zn, n ⩾ 1}是一个鞅。

解. 令

Fn = σ(X1, · · · , Xn), Sn =
n∑

i=1

Xi.
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由于X1, X2, · · · 独立同分布，且

E[Xn] = 0,Var(Xn) = σ2,

故

E[X2
n] = σ2.

令

Zn = S2
n − nσ2.

因为

Sn = Sn−1 +Xn,

所以

E[Zn | Fn−1] = E[S2
n − nσ2 | Fn−1]

= E[(Sn−1 +Xn)
2 − nσ2 | Fn−1]

= E[S2
n−1 + 2Sn−1Xn +X2

n − nσ2 | Fn−1]

= S2
n−1 + 2Sn−1E[Xn | Fn−1] + E[X2

n | Fn−1]− nσ2.

又Xn与Fn−1独立，故

E[Xn | Fn−1] = E[Xn] = 0,

并且

E[X2
n | Fn−1] = E[X2

n] = σ2.

于是

E[Zn | Fn−1] = S2
n−1 + σ2 − nσ2

= S2
n−1 − (n− 1)σ2

= Zn−1.

因此

{Zn, n ⩾ 1}

是一个鞅。

Exercise 2.16 (Ex 6.10)

连续掷一个以概率 p出现正面的硬币。利用鞅论推理计算直至下述序列出现时的期望投掷数

(a) HHTTHHT
(b) HTHTHTH

解. (a) 以N1记直至HHTTHHT出现的时间。
如设想有一系列赌徒，每人开始以 1个单位赌资在一个公平的赌博中参与赌博，按照 HHT-

THHT的顺序依次下注 (因为赌局公平，所以H和T的赔率分别为 p−1和 (1− p)−1)，每次都赌上
手上所有赌资，直至赌资归 0.

设 {Xn, n ⩾ 1}为第n次后赌场现有的总赢利，则有{Xn, n ⩾ 1}为均值始终为 0的鞅。因此

XN1 = N1 − p−4(1− p)−3 − p−2(1− p)−1.
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由于EXN1 = 0，所以

EN1 = p−4(1− p)−3 + p−2(1− p)−1.

(b) 以N2记直至HTHTHTH出现的时间。
同理于 (a)时设想，则有

XN2 = N2 − p−4(1− p)−3 − p−3(1− p)−2 − p−2(1− p)−1 − p−1.

由于EXN2 = 0，所以

EN2 = p−4(1− p)−3 + p−3(1− p)−2 + p−2(1− p)−1 + p−1.

Exercise 2.17 (Ex 6.11)

考虑在每次参赌时以等可能地赢 1个单位或输 1个单位的一个赌徒。假定该赌徒在当他或者

赢A，或者输B时离开博弈，A > 0, B > 0. 用一个合适的鞅证明期望赌资数是AB.

解. 设每次赌博的输赢为

Xi =

1, 以概率1/2,

−1, 以概率1/2,

且X1, X2, · · · 相互独立。令

Sn =
n∑

i=1

Xi, S0 = 0,

表示第n次赌博后的累计赢利。设停止时刻为

T = min{n : Sn = A 或Sn = −B}.

这里默认A,B为正整数，则需证明

E[T ] = AB.

由于{Sn, n ⩾ 0}是鞅，并且

Zn = S2
n − n

也是鞅。事实上，

E[Zn+1 | X1, · · · , Xn] = E[S2
n+1 − (n+ 1) | X1, · · · , Xn],

而

Sn+1 = Sn +Xn+1.

故

E[S2
n+1 | X1, · · · , Xn] = E[(Sn +Xn+1)

2 | X1, · · · , Xn]

= S2
n + 2SnE[Xn+1 | X1, · · · , Xn] + E[X2

n+1 | X1, · · · , Xn]

= S2
n + 1.

因此

E[Zn+1 | X1, · · · , Xn] = S2
n + 1− (n+ 1) = S2

n − n = Zn,

所以{S2
n − n, n ⩾ 0}是鞅。

对有界停止时刻T ∧ n = max{T, n}应用停止定理，有

E[S2
T∧n − (T ∧ n)] = E[S2

0 ] = 0.
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于是

E[T ∧ n] = E[S2
T∧n].

注意到

−B ⩽ ST∧n ⩽ A,

故

S2
T∧n ⩽ max{A2, B2}.

所以

E[T ∧ n] ⩽ max{A2, B2}.

令n → ∞，由单调收敛定理可知E[T ] < ∞，且T < ∞几乎必然成立。
下面计算到达A和−B的概率。设

p = P (ST = A).

由于{Sn}是鞅，对T ∧ n用停止定理得

E[ST∧n] = E[S0] = 0.

令n → ∞，由有界收敛定理得

E[ST ] = 0.

因此

Ap+ (−B)(1− p) = 0.

解得

p =
B

A+B
, 1− p =

A

A+B
.

再由E[T ] = E[S2
T ]可得

E[T ] = A2P (ST = A) + B2P (ST = −B)

= A2 B

A+B
+B2 A

A+B

=
A2B + AB2

A+B

= AB.

因此该赌徒离开博弈前的期望赌博次数为

E[T ] = AB.

Exercise 2.18 (Ex 6.24)

考虑独立地投掷硬币的序列，而令P{正面}是每次投掷出正面的概率。令A为假设P{正面} =

a，而B为假设P{正面} = b, 0 < a, b < 1. 以Xi记第 i次投掷的结果，并令

Zn =
P{X1, · · · , Xn | A}
P{X1, · · · , Xn | B}

.

证明若B正确，则

(a) {Zn}是一个鞅，而且
(b) limn→∞ Zn以概率为 1地存在。
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(c) 若 b ̸= a, limn→∞ Zn是什么？

证明. (a) 不妨令Xi = 1{第 i次投掷出正面}，由投掷硬币序列独立，我们有

E[Zn+1 | Z1, · · · , Zn] = ZnE
[
P (Xn+1 | A)
P (Xn+1 | B)

]
.

且由于B正确，得

E[Zn+1 | Z1, · · · , Zn] = ZnE
[
aXn+1(1− a)1−Xn+1

bXn+1(1− b)1−Xn+1

]
= Zn

(
a

b
· b+ 1− a

1− b
· (1− b)

)
= Zn.

并且有

E[|Zn|] = E[Zn] = E[Z1] = E
[
aX1(1− a)1−X1

bX1(1− b)1−X1

]
= 1 < ∞, ∀n ∈ N+.

故{Zn, n ⩾ 1}是一个鞅。
(b) 由 (a)知E[|Zn|] = 1对∀n ∈ N+成立，由鞅收敛定理，limn→∞ Zn以概率为 1地存在且有限。

(c) 取 h(X)满足 h(1) = a/b, h(0) = (1 − a)/(1 − b)，则P (h(Xn+1) = a/b) = b, P (h(Xn+1) =

(1− a)/(1− b)) = 1− b. 于是Zn+1 = h(Xn+1)Zn, lnZn+1 = lnZn + lnh(Xn+1)，并且有

Z1 =
aX1(1− a)1−X1

bX1(1− b)1−X1
= h(X1) ⇒ lnZn+1 =

n+1∑
k=1

lnh(Xk).

而由强大数律，我们有
lnZn+1

n+ 1
→ E[lnh(Xk)] = E[lnh(X1)] = b ln

(a
b

)
+ (1− b) ln

(
1− a

1− b

)
≜ t.

而 f(x) = lnx为严格凹函数，且 b ̸= a，故

t < ln
(
b · a

b
+ (1− b) · 1− a

1− b

)
= ln 1 = 0.

而 lnZn = nt+ o(n)，则Zn = ent+o(n). 由于 t < 0，故n → ∞时Zn → 0. 因此 limn→∞ Zn = 0.

Exercise 2.19 (Ex 8.1)

令Y (t) = tX(1/t).
(a) Y (t)的分布是什么？

(b) 计算Cov(Y (s), Y (t)).
(c) 论证{Y (t), t ⩾ 0}也是Brown运动。
(d) 令

T = inf{t > 0 : X(t) = 0}.

利用 (c)证明

P (T = 0) = 1.

证明. (a)首先，由于{X(t), t ⩾ 0}为Brown运动过程，则它也是Gauss过程，故对一切 t1, · · · , tn,
(X(1/t1), · · · , X(1/tn))具有多元正态分布，故 (Y (t1), · · · , Y (tn)) = (t1X(1/t1), · · · , tnX(1/tn))也

具有多元正态分布，故 {Y (t), t ⩾ 0}为Gauss过程。又E[Y (t)] = tE[X(1/t)] = 0，且 0 < s ⩽ t

时，有 1/t ⩽ 1/s，此时Cov(Y (s), Y (t)) = stCov(X(1/s), X(1/t)) = st · 1/t = s. 故{Y (t), t ⩾ 0}
是一个Brown运动过程，故Y (t) ∼ N(0, t).
(b)(c) 由 (a)可知Cov(Y (s), Y (t)) = min(s, t)，并且 {Y (t), t ⩾ 0}为Brown运动过程。
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(d) 任取 ε > 0，则有T > ε等价于对任意 t ∈ (0, ε]有X(t) ̸= 0，则等价于对任意u ∈ [1/ε,+∞)

有uX(1/u) = Y (u) ̸= 0. 而 {Y (t), t ⩾ 0}为Brown运动，结合教材 8.2节结论可知P (Ta < ∞) =

1, ∀a ∈ R. 其中Ta为Brown运动 {Y (t)}首次击中a的时刻。取a = 0可知从任意时刻以后 {Y (t)}
几乎必然在有限时间内击中 0. 于是P (T > ε) = P (Y (u) ̸= 0, ∀u ∈ [1/ε,+∞)) = 0. 而T ⩾ 0，由

ε的任意性可知P (T = 0) = 1.

Exercise 2.20 (Ex 8.3)

给定X(t1) = A,X(t2) = B，其中 t1 < s < t2，计算X(s)的条件分布。

解. 首先我们有

P (X(t+ s)−X(s) = x) = ft(x) =
1√
2πt

e−x2/(2t).

由Brown运动有独立增量和平稳增量，可得X(s)的条件密度为

pX(s)|(X(t1),X(t2))(x | (A,B)) =
p(X(s),X(t2))|X(t1)((x,B) | A)

pX(t2)|X(t1)(B | A)
=

fs−t1(x− A)ft2−s(B − x)

ft2−t1(B − A)
.

= C exp
(
− t2 − t1
2(t2 − s)(s− t1)

(
x− A(t2 − s) + B(s− t1)

t2 − t1

)2
)
.

这说明其条件分布是正态分布

N

(
A(t2 − s) + B(s− t1)

t2 − t1
,
(t2 − s)(s− t1)

t2 − t1

)
.

Exercise 2.21 (Ex 8.7)

求下列情形的分布：

(a) |X(t)|. (b)
∣∣∣∣min
0⩽s⩽t

X(s)

∣∣∣∣. (c) max
0⩽s⩽t

X(s)−X(t).

解. 记

M(t) = max
0⩽s⩽t

X(s),m(t) = min
0⩽s⩽t

X(s).

(a) 由于X(t) ∼ N(0, t)，故当x < 0时，

P{|X(t)| ⩽ x} = 0.

当x ⩾ 0时，

P{|X(t)| ⩽ x} = P{−x ⩽ X(t) ⩽ x} = 2P{0 ⩽ X(t) ⩽ x}.

因此

P{|X(t)| ⩽ x} =
2√
2πt

∫ x

0

e−y2/2tdy =
2√
2π

∫ x/
√
t

0

e−u2/2du, x ⩾ 0.

故 |X(t)|服从参数为 t的半正态分布，其密度为

f(x) =

√
2

πt
e−x2/2t, x > 0.

(b) 由Brown运动的对称性，{−X(s), 0 ⩽ s ⩽ t}仍为Brown运动，故

|m(t)| = −m(t) = max
0⩽s⩽t

[−X(s)]

与M(t)同分布。由 8.2节中关于最大随机变量的结果，对x ⩾ 0，

P{M(t) > x} = P{Tx ⩽ t} = 2P{X(t) ⩾ x}.
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于是

P{M(t) ⩽ x} = 1− 2P{X(t) ⩾ x} = 2P{X(t) ⩽ x} − 1.

因此当x ⩾ 0时，

P{|m(t)| ⩽ x} = P{M(t) ⩽ x} =
2√
2πt

∫ x

0

e−y2/2tdy.

当x < 0时，P{|m(t)| ⩽ x} = 0。故 |m(t)|与 |X(t)|同分布，密度为

f(x) =

√
2

πt
e−x2/2t, x > 0.

(c) 令

Y (s) = X(t)−X(t− s), 0 ⩽ s ⩽ t.

由Brown运动的平稳独立增量性，{Y (s), 0 ⩽ s ⩽ t}仍为Brown运动。于是

M(t)−X(t) = max
0⩽s⩽t

{X(s)−X(t)} = max
0⩽u⩽t

{X(t− u)−X(t)} = max
0⩽u⩽t

{−Y (u)}.

因此

M(t)−X(t) = − min
0⩽u⩽t

Y (u)

与 |m(t)|同分布。由 (b)知，当x ⩾ 0时，

P{M(t)−X(t) ⩽ x} =
2√
2πt

∫ x

0

e−y2/2tdy,

当x < 0时，

P{M(t)−X(t) ⩽ x} = 0.

故M(t)−X(t)也与 |X(t)|同分布，其密度为

f(x) =

√
2

πt
e−x2/2t, x > 0.

Exercise 2.22 (Ex 8.9)

令M(t) = max
0⩽s⩽t

X(s)，证明

P{M(t) > a | M(t) = X(t)} = e−a2/2t, a > 0

解. 记

M = M(t) = max
0⩽s⩽t

X(s).

注意事件{M(t) = X(t)}本身概率为 0，故下面在连续型条件分布的意义下理解该条件概率。

先推导 (M,X(t))的联合密度。对m > 0, x < m，有

P{M ⩽ m,X(t) ⩽ x} = P{X(t) ⩽ x} − P{M > m,X(t) ⩽ x}.

由 8.2节中击中时刻后的对称性论证可知，若过程在时刻 t以前曾击中m，则其后相对于m的运

动具有对称性，因此

P{M > m,X(t) ⩽ x} = P{X(t) ⩾ 2m− x}.

于是

P{M ⩽ m,X(t) ⩽ x} = P{X(t) ⩽ x} − P{X(t) ⩾ 2m− x}.

由于X(t) ∼ N(0, t)，令

φt(z) =
1√
2πt

e−z2/2t,
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则对上式关于m和x求偏导，得

fM,X(t)(m,x) =
2(2m− x)

t
φt(2m− x),m > 0, x < m.

令

Y = M −X(t).

作变量变换

x = m− y,

则 y ⩾ 0, m ⩾ 0，且 2m− x = m+ y。因此

fM,Y (m, y) =
2(m+ y)

t
φt(m+ y),m > 0, y > 0.

先求Y 的边缘密度：

fY (y) =

∫ ∞

0

2(m+ y)

t
φt(m+ y)dm.

令 z = m+ y，则

fY (y) =

∫ ∞

y

2z

t
φt(z)dz = 2φt(y), y ⩾ 0.

故在Y = 0的条件下，

fM |Y=0(m) =
fM,Y (m, 0)

fY (0)
=

2m

t
φt(m)

2φt(0)
=

m

t
e−m2/2t,m > 0.

由于Y = 0即M(t) = X(t)，所以对a > 0，

P{M(t) > a | M(t) = X(t)} =

∫ ∞

a

m

t
e−m2/2tdm = e−a2/2t.

2.2.2 往年考题

Exercise 2.23 (2024春期末T2)

（每小题 7 分，总 21 分）考察一个出租车的车站，出租车与顾客分别按速率为每分钟 1 辆和
每分钟 2 人的 Poisson 过程到达．无论有多少辆出租车在那里，新来的出租车都会等待；然
而，若顾客到来发现没有出租车就会离去．

（1）求在等待的出租车的平均数；
（2）问到达的顾客中有多少比例的人能搭到出租车？
（3）求该出租车的车站从出现没有出租车在等待的时刻开始到再次出现没有出租车在等待时
的期望间隔时间。

解. 构建一个连续时间马氏链 X(t) 表示在 t 时刻出租车数，则 X(t) ∈ N，该马氏链可视为生灭
过程，列出其增长率 λi = 1(i ≥ 0)，其死亡率为 µi = 2(i ≥ 1)。首先求解其平稳分布 Pi，解方程

λ0P0 = µ1P1

λ1P1 + µ1P1 = µ2P2 + λ0P0

λ2P2 + µ2P2 = µ3P3 + λ1P1

· · ·

可以解出平稳概率为 Pi = 2−i−1(i ≥ 0).
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（1）平均数为
∞∑
i=1

iPi =
∞∑
i=1

i

2i+1
= 1

（2）比例为 1− P0 = 1/2.
（3）把没有出租车开始视为一次更新，则没有出租车与有出租车构成交替更新过程，从而

P0 =
E[没有出租车持续的时间]

E[没有出租车持续的时间] + E[有出租车持续的时间]
,

由E[没有出租车持续的时间] = 1
λ0

= 1可知

E[没有出租车持续的时间] + E[有出租车持续的时间] = 2.

注记 2.3. 对于 M/M/1 排队系统 (λi = λ(i ≥ 0) µi = µ(i ≥ 1))，利用生灭过程的极限概率：

P0 =

[
1 +

∞∑
n=1

λ0 · · ·λn−1

µ1 · · ·µn

]−1

Pn =
λ0 · · ·λn−1

µ1 · · ·µn

(
1 +

∑∞
n=1

λ0···λn−1

µ1···µn

)
设 ρ = λ

µ
，则平稳概率为：

πn = (1− ρ)ρn

在等待的总人数为：

L =
∞∑
n=0

nPn =
ρ

1− ρ

又两次回到状态 0 的平均时间

µ00 =
1

v0P0

=
1

λ(1− ρ)

则关于忙期 B 有：

E[B] = µ00 −
1

λ
=

1

µ− λ

这是 22 期末第三题下的 RK 的直接推论

Exercise 2.24 (2024春期末T4)

（第 1 小题 7 分，第 2 小题 12 分，总 19 分）．设 {B(t), t ≥ 0} 为标准 Brown 运动．
（1）对于人员 0 < s < t，证明 B(s)− s

t
B(t) 与 B(t) 相互独立．

（2）给定 B(1) = 0, B(3) = u ∈ R，求事件 {B(2) > u,B(4) > u} 发生的概率．

解. (1) Brown 运动为 Gauss 过程，则
(
B(s)− s

t
B(t), B(t)

)
为二元正态分布，由多元正态分布

的性质只需要证明 Cov
(
B(s)− s

t
B(t), B(t)

)
= 0 即可

Cov
(
B(s)− s

t
B(t), B(t)

)
= Cov(B(s), B(t))− s

t
Var(B(t)) = s− s

t
t = 0.

这就说明了独立性

(2) 给定 B(t1) = A,B(t2) = B 的条件下，对 t1 < s < t2，B(s) 的条件分布为

N

(
A+

(B − A)(s− t1)

t2 − t1
,
(s− t1)(t2 − s)

t2 − t1

)
则

B(2)|B(1) = 0, B(3) = u ∼ N

(
u

2
,
1

2

)
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B(4)|B(1) = 0, B(3) = u ∼ B(3) + (B(4)− B(3))|B(1) = 0, B(3) = u ∼ u+N(0, 1) ∼ N(u, 1)

则由独立增量性：

P (B(2) > u,B(4) > u|B(1) = 0, B(3) = u)

= P (B(2) > u|B(1) = 0, B(3) = u)P (B(4) > u|B(1) = 0, B(3) = u)

= P

N
(
u
2
, 1
2

)
− u

2√
1
2

>
u− u

2√
1
2

P (N(u, 1)− u > u− u)

= P

(
N(0, 1) >

√
2u

2

)
· 1
2
=

1

2

(
1− Φ

(√
2u

2

))
.

其中 Φ(x) 为 N(0, 1) 的分布函数

Exercise 2.25 (2024春期末T5)

（每小题 6 分，总 18 分）设 {Yn, n ≥ 1} 为独立同分布的随机变量序列，f0 和 f1 是两个概率

密度函数，且满足对任意 x ∈ R，有 f0(x) > 0, f1(x) > 0．定义

Xn =
n∏

i=1

f1(Yi)

f0(Yi)

（1）证明：如果 f0 为 Y1 的概率密度函数，则 {Xn, n ≥ 1} 为一个鞅序列．
（2）证明：如果 f1 为 Y1 的概率密度函数，则 {Xn, n ≥ 1} 为一个下鞅序列．
（3）证明：如果 f0 为 Y1 的概率密度函数，则对任意 a > 0，

P (max{X1, X2, · · · , Xn}) ≤
1

a
, n > 1.

解. (1) 我们有

E[Xn+1|X1, · · · , Xn] = XnE
[
f1(Yn+1)

f0(Yn+1)

∣∣∣∣X1, · · · , Xn

]
= Xn

∫
R

f1(x)

f0(x)
f0(x)dx

= Xn

∫
R
f1(x)dx = Xn

另外注意 Xn 非负

E[|Xn|] = E[Xn] = E[X1] = 1 < ∞

则 {Xn, n ≥ 1} 为鞅
(2) 我们有

E[Xn+1|X1, · · · , Xn] = XnE
[
f1(Yn+1)

f0(Yn+1)

∣∣∣∣X1, · · · , Xn

]
= Xn

∫
R

f1(x)

f0(x)
f1(x)dx

利用 Cauthy-Schwarz 积分不等式 (∫
fg

)2

≤
∫

f 2

∫
g2

可以得到 (∫
R
f1(x)dx

)2

≤
(∫

R
f0(x)dx

)(∫
R

f 2
1 (x)

f0(x)
dx
)
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注意到密度的积分为 1，即： ∫
R
f1(x)dx =

∫
R
f0(x)dx = 1

则 ∫
R

f 2
1 (x)

f0(x)
dx ≥ 1

E
[
f1(Yn+1)

f0(Yn+1)

∣∣∣∣X1, · · · , Xn

]
≥ 1

另外E[|Xn|] < ∞，则{Xn, n ≥ 1}为下鞅
(3) Xn 恒正，由下鞅的 Kolmogorov 不等式就有

P (max{X1, · · · , Xn} > a) ≤ E[Xn]

a
=

E[X1]

a
=

1

a
.

Exercise 2.26 (2025春期末T4)

(10 分) 设 {X(t), t ≥ 0} 为一个线性生灭过程，且生长率和死亡率分别为 λn = nλ 和 µn =

nµ, n ≥ 0，其中 λ, µ > 0 为给定常数。如果初始状态 X(0) = 1，试求灭绝概率

q = lim
t→∞

P (X(t) = 0|X(0) = 1).

解. 考虑分支过程，但要注意分支过程是Markov链而非连续链，设此连续链的嵌入链为 {Y (t), t ≥
0}，有转移概率：

Pi,i+1 =
λ

λ+ µ
Pi,i−1 =

µ

λ+ µ

同时

从一个个体开始的连续链最终灭绝⇐⇒从一个个体开始的嵌入链最终灭绝

因此只需要求嵌入链的灭绝概率即可；注意分支过程的定义为第 t− 1 代的每个父代独立产生的

第 t 代子代的总数量（相当于父代产生子代之后死亡），而本题父代在产生子代之后还存活，把

本题存活的父代看成他自己产生的子代，同时认为父代产生子代之后死亡，记一个父代产生 i 个

子代的概率为 Pi，同时定义：

{Ỹ (t) : Ỹ (0) = 1, Ỹ (t) = Y

(
t−1∑
i=0

Ỹ (i)

)
, t ≥ 0}

则 {Ỹ (t)} 为分支过程（相当于分支过程的父代为 Y (t) = n 时，我们认为下一代为 Y (t+ n)）且

有：

q = lim
t→∞

P (Y (t) = 0|Y (0) = 1) = lim
t→∞

P (Ỹ (t) = 0|Ỹ (0) = 1)

P0 =
µ

λ+ µ
P2 =

λ

λ+ µ

利用分支过程定理有 q = P0 + P2q
2. 注意 q 是满足上面方程的最小解：

q =


µ

λ
,

µ

λ
< 1,

1,
µ

λ
≥ 1.

另解：记 q2 = limt→∞ P (X(t) = 0|X(0) = 2)，对第一次转移取条件

q =
µ

λ+ µ
+

λ

λ+ µ
q2
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而从状态 2 开始的嵌入链如果想灭绝的话，必须先到达 1，再从 1 到达 0；在到达 1 之前可以

视 1 为一个“暂时的”吸收壁，那么可以看到这时从 2 开始的嵌入链（带有吸收壁 1）和从 1 开

始的嵌入链具有相同的性质（它们的转移概率矩阵一样），所以从 2 “灭绝到”1 的概率也是 q，

当到达状态 1 之后我们认为这个吸收壁被取消了，此时从状态 1 到达状态 0 的概率就是 q，即

q2 = q2，得到相同的方程（写到这里也不难发现这其实就是分支过程的方程了）

Exercise 2.27 (2025春期末T6)

(18 分) 考虑一质点在直线上从正整数 a 出发的简单对称随机游走，其中 0 和 K(K > a) 为

两个吸收态。设 Sn 表示时刻 n 该质点的位置，S0 = a，而 T = min{n : Sn = 0 或K}，记

Mn =
n∑

k=0

Sk −
1

3
S3
n

(1) 证明 {Mn, n ≥ 0} 为鞅。
(2) 试利用停时定理来求解 E[

∑T
k=0 Sk].

解.（1）利用 E[X|U ] = E[E[X|U, V ]|U ]，并注意 S1, · · · , Sn 实际上包含了 M1, · · · ,Mn 的所有信

息

E[Mn+1|M1, · · · ,Mn] = E[E[Mn+1|S1, · · · , Sn]|M1, · · · ,Mn]

其中

E[Mn+1|S1, · · · , Sn] = E

[
n∑

k=0

Sk + Sn+1 −
1

3
(Sn +Xn+1)

∣∣∣∣∣S1, · · · , Sn

]

= E

[
n∑

k=0

Sk + Sn +Xn+1 −
1

3
(Sn +Xn+1)

∣∣∣∣∣S1, · · · , Sn

]
Xn+1与S1,··· ,Sn独立

=
n∑

k=0

Sk + Sn + E[Xn+1]−
1

3
S3
n −

1

3
E[X3

n+1]− S2
nE[Xn+1]− E[X2

n+1]Sn

=
n∑

k=0

Sk −
1

3
S3
n = Mn

这就说明了

E[Mn+1|M1, · · · ,Mn] = E[E[Mn+1|S1, · · · , Sn]|M1, · · · ,Mn] = E[Mn|M1, · · · ,Mn] = Mn

另外

E[|Mn|] ≤ E

[
n∑

k=0

Sk

]
+

1

3
E[S3

n] < ∞

即 {Mn, n ≥ 0} 为鞅
（2）先验证一下鞅停止定理的条件

E[|Mn+1 −Mn| | M1, · · · ,Mn] = E
[∣∣∣∣Sn+1 −

1

3
(S3

n+1 − S3
n)

∣∣∣∣∣∣∣∣M1, · · · ,Mn

]
= E

[∣∣∣∣Sn+1 −
1

3
(X3

n+1 + 3S2
nXn+1 + 3SnX

2
n+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣M1, · · · ,Mn

]
三角不等式

< M

则

E[MT ] = E

[
T∑

k=0

Sk −
1

3
S3
T

]
= E[M0] = a− 1

3
a3
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由赌徒破产模型（开始财富为 a，公平赌模型下，财富先到达 K 而不是 0 的概率）：

P (ST = K) =
a

K

E[S3
T ] = P (ST = K)K3 = aK2

最后

E

[
T∑

k=0

Sk

]
=

1

3
aK2 + a− 1

3
a3

Exercise 2.28 (2025春期末附加题)

(附加题, 10 分) 证明标准 Brown 运动 {B(t), t ≥ 0} 在任一区间 [0, t] 上的二次变差为 t，即

对区间 [0, t] 上的任意分割 0 = t0 < t1 < · · · < tn < tn+1 = t，当 n → ∞ 时，若最大间隔

max
0≤i≤n

(ti+1 − ti) → 0,

则有

Qn =
n∑

k=0

[B(tk+1)− B(tk)]
2

依概率收敛到 t.

解. 证明依概率收敛 P (|Qn − t| ≥ ϵ) → 0 考虑 Markov 不等式或者 Chebyshev 不等式

E[Qn] = E

[
n∑

k=0

[B(tk+1)− B(tk)]
2

]
=

n∑
k=0

E
[
[B(tk+1)− B(tk)]

2
]

另外

B(tk+1)− B(tk) ∼ N(0, tk+1 − tk), E
[
[B(tk+1)− B(tk)]

2
]
= tk+1 − tk

则

E[Qn] =
n∑

k=0

E
[
[B(tk+1)− B(tk)]

2
]
= t

由独立增量性：

Var(Qn) = Var
(

n∑
k=0

[B(tk+1)− B(tk)]
2

)

=
n∑

k=0

Var
(
[B(tk+1)− B(tk)]

2
)

记 Nk = B(tk+1)− B(tk) ∼ N(0, tk+1 − tk)

Var(Nk) = E[N4
k ]−

(
E[N2

k ]
)2

= 3(tk+1 − tk)
2 − (tk+1 − tk)

2 = 2(tk+1 − tk)
2

利用 Chebyshev 不等式

P (|Qn − t| ≥ ϵ) ≤ Var(Qn)

ϵ2
≤ 2

∑n
k=0(tk+1 − tk)

2

ϵ2

≤ 2 (
∑n

k=0(tk+1 − tk))max{tk+1 − tk}
ϵ2

≤ 2tmax{tk+1 − tk}
ϵ2

→ 0

这就说明了依概率收敛

注记 2.4. 对正态分布的高阶矩有 X ∼ N(0, 1), ∀k = 2m > 0,E[Xk] = (2m − 1)!!. 也可以通过
N(µ, σ2)的矩母函数M(t) = eµt+ 1

2
σ2t2或者特征函数ϕ(t) = eiµt+ 1

2
σ2t2来获得高阶矩的信息
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