
1
第一次习题课

1.1 第一周作业选讲

习题 1.1: P66 Ex 2.3.8

给定n阶方阵A = (aij). 证明：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n x1

a21 a22 · · · a2n x2
...

...
...

...
an1 an2 · · · ann xn

y1 y2 · · · yn z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= z detA−

∑
1⩽i,j⩽n

Aijxiyj ,

其中Aij是行列式detA的元素aij的代数余子式, 1 ⩽ i, j ⩽ n.

证明

思路：等式右端第一项是z detA，而左端行列式的最后一列正好可以拆成 (0, · · · , 0, z)⊤与 (x1, · · · , xn, 0)⊤

之和，因此先利用行列式关于一列的线性性把z detA分离出来。剩下的行列式最后一个元素为0，而最

后一行含有y1, · · · , yn，所以自然想到先按最后一行作Laplace展开，所得每个n阶行列式的最后一列又

含有x1, · · · , xn，再按最后一列展开。这样便会出现A的各个余子式Mij，再结合Aij = (−1)i+jMij，即

可得到所要求的
∑
Aijxiyj . 以下为解答过程：

记左端行列式为∆. 把最后一列拆成 (0, · · · , 0, z)⊤与 (x1, · · · , xn, 0)⊤之和，则∆ = z detA+∆0，其中

∆0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n x1

a21 a22 · · · a2n x2
...

...
...

...
an1 an2 · · · ann xn

y1 y2 · · · yn 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

记Mij为detA中元素aij的余子式。先将∆0按最后一行展开，再将所得的每个n阶行列式按最后一列展
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开，我们可以得到

∆0 =

n∑
j=1

(−1)n+1+jyj

n∑
i=1

(−1)i+nxiMij = −
n∑

i=1

n∑
j=1

(−1)i+jMijxiyj = −
∑

1⩽i,j⩽n

Aijxiyj .

代回原式即可得到所要证明的结论。 □

习题 1.2: P67 Ex 2.3.9

设bij = (ai1 + ai2 + · · ·+ ain)− aij , 1 ⩽ i, j ⩽ n. 证明：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n
...

...
...

bn1 bn2 · · · bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n−1(n− 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

如果bij = (ai1 + ai2 + · · ·+ ain)− kaij，其中1 ⩽ k ⩽ n, 1 ⩽ i, j ⩽ n，结论又怎样？

证明

思路：这个bij的形式一看就很特殊，而通过矩阵乘法显然是可以很容易造出这种形式的，所以我们考虑

将矩阵B = (bij)分解为B = AK，其中A = (aij)，而K是一个特殊的矩阵。以下为解答过程：

直接考虑一般情形。令B = (bij)，并令

K =


1− k 1 · · · 1

1 1− k · · · 1
...

... . . . ...
1 1 · · · 1− k

 .

容易看出B = AK，故 |B| = |A||K|. 为计算 |K|，先把第2列至第n列全部加到第1列。此时第1列的所

有元素均为 (n− k). 从第1列提出公因子 (n− k)后，再依次用第2列至第n列减去第1列，得到

|K| = (n− k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0

1 −k 0 · · · 0

1 0 −k · · · 0
...

...
... . . . ...

1 0 0 · · · −k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (n− k)(−k)n−1.

于是一般情形下有 |B| = (−1)n−1kn−1(n− k)|A|, 1 ⩽ k ⩽ n. 而k = 1时即 |B| = (−1)n−1(n− 1)|A|. □

习题 1.3: P86 Ex 2.5.1(19)

计算下列 (n+ 1)阶行列式：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 1

−n x− 2 2

−(n− 1) x− 4
. . .

. . . . . . n− 1

−2 x− 2n+ 2 n

−1 x− 2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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解答

思路：原行列式是三对角型，直接展开不方便，但是我们观察到每列的和都是 (x − n). 因此我们先尝试
逐行相加，把下三角部分化成统一的 (x− n)，再从右向左作列变换，把矩阵重新化为与原来同型但参数

由x变为 (x− 1)的行列式，这个参数的变化也是比较容易想不到或出错的地方。此时最后一行只有一个

非零元，按最后一行展开即可得到递推关系∆n(x) = (x− n)∆n−1(x− 1). 以下为解答过程：
记该行列式为∆n(x). 我们从 i = 1开始依次将第 i行加到第 (i+ 1)行，直至 i = n. 此时有

∆n(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 1

x− n x− 1 2

x− n x− n x− 2
. . .

...
... . . . . . . n− 1

x− n x− n · · · x− n x− (n− 1) n

x− n x− n · · · x− n x− n x− n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

再从j = n+ 1开始，从右向左依次将第 (j − 1)列减去其右边所有列之和，直至j = 2. 此时有

∆n(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− 1 1

−(n− 1) (x− 1)− 2 2

−(n− 2) (x− 1)− 4
. . .

. . . . . . n− 1

−1 (x− 1)− 2(n− 1) n

0 x− n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

按最后一行展开，得到∆n(x) = (x− n)∆n−1(x− 1). 又因为∆0(x) = x，所以

∆n(x) = (x− n)∆n−1(x− 1) = (x− n)2∆n−2(x− 2) = · · · = (x− n)n∆0(x− n) = (x− n)n+1.

习题 1.4: P86 Ex 2.5.2

设a1, a2, · · · , an是正整数。证明：n阶行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a21 · · · an−1
1

1 a2 a22 · · · an−1
2

...
...

...
...

1 an a2n · · · an−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
能被1n−12n−2 · · · (n− 2)2(n− 1)整除。

证明

思路：这个题目一看就是Vandermonde行列式的形式，所以很多人会直接把行列式的值写出来并直接讨
论整除关系，这样确实能做出来但比较麻烦，如果把1n−12n−2 · · · (n−2)2(n−1)写成1! · · · (n−2)!(n−1)!

可能会更容易启发我们去考虑组合数。注意题中a1, a2, · · · , an都是正整数的条件，并且我们可以通过列
变换将矩阵每一列都替换为和原来次数相同的同型多项式，同时组合数也可以视为多项式，所以我们就

可以把行列式的每一列都替换为组合数的形式，再提出公因子，这样就能得到所需的整除关系了。直接

利用Vandermonde行列式并直接讨论整除的做法我在作业答案里没有写出来，所以补充在后面，以下为
两种思路的解答过程：

记p0(t) = 1, pr(t) = t(t− 1) · · · (t− r + 1), 1 ⩽ r ⩽ n− 1. 显然pr(t)是首项系数为1的r次多项式，依次
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对行列式作列变换，可将第r + 1列ari替换为pr(ai), 1 ⩽ r ⩽ n− 1, 1 ⩽ i ⩽ n. 记该行列式为∆，则有

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p0(a1) p1(a1) · · · pn−1(a1)

p0(a2) p1(a2) · · · pn−1(a2)
...

...
...

p0(an) p1(an) · · · pn−1(an)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

同时我们又有pr(ai) = r!
(
ai
r

)
，这里

(
ai
r

)
是组合数。于是我们可以得到

∆ =

(
n−1∏
r=0

r!

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
a1
0

) (
a1
1

)
· · ·

(
a1
n−1

)(
a2
0

) (
a2
1

)
· · ·

(
a2
n−1

)
...

...
...(

an
0

) (
an
1

)
· · ·

(
an
n−1

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

由于a1, a2, · · · , an是正整数，故上式中的行列式因子是整数。而
n−1∏
r=0

r! =

n−1∏
r=1

r! =

n−1∏
j=1

jn−j = 1n−12n−2 · · · (n− 2)2(n− 1).

故∆能被1n−12n−2 · · · (n− 2)2(n− 1)整除。 □

证明

记该行列式为∆. 由Vandermonde行列式公式可得∆ =
∏

1⩽i<j⩽n(aj − ai). 若有ai = aj，则∆ = 0，结

论显然成立。下设a1, · · · , an两两不同。将1n−12n−2 · · · (n − 2)2(n − 1)写为
∏n−1

k=1 k!. 任取素数p，对每

个固定的s ∈ N+，将a1, · · · , an按模ps的余数分类。设各个余数类中元素个数为ns1, · · · , nsps，则
ps∑
ν=1

nsν = n, ∀s ⩾ 1, vp(∆) =
∑

1⩽i<j⩽n

vp(aj − ai) =
∑

1⩽i<j⩽n

∑
s⩾1

1{ps|(aj−ai)} =
∑
s⩾1

ps∑
ν=1

(
nsν
2

)
.

写n = qsp
s + rs，其中0 ⩽ rs < ps. 在ns1 + · · · + nsps = n的条件下，由凸函数的性质可知

∑ps

ν=1

(
nsν

2

)
在各个nsν尽可能平均时最小，于是可以得到

ps∑
ν=1

(
nsν
2

)
⩾ rs

(
qs + 1

2

)
+ (ps − rs)

(
qs
2

)
= ps(1 + · · ·+ (qs − 1)) + rsqs =

n−1∑
k=1

⌊
k

ps

⌋
.

于是我们可以得到

vp(∆) ⩾
∑
s⩾1

n−1∑
k=1

⌊
k

ps

⌋
=

n−1∑
k=1

k∑
m=1

vp(m) =
n−1∑
k=1

vp(k!) = vp

(
n−1∏
k=1

k!

)
.

由素数p的任意性可知∆能被1n−12n−2 · · · (n− 2)2(n− 1)整除。 □

习题 1.5: P86 Ex 2.5.5 (Levy-Desplanques)

设n阶方阵A = (aij)的元素都是复数，并且

|aii| >
n∑

j=1,j ̸=i

|aij |, i = 1, 2, · · · , n,

则方阵A称为主角占优矩阵。证明：主角占优矩阵的行列式不为零。

证明

思路：题设中的严格对角占优条件比较的是每一行的对角元的模与其余元素的模之和，因此我们希望在

Ax = 0的某一行中也能把其余各项之和与对角项比较。若Ax = 0存在非零解，取其中模最大的分量xk，
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则所有 |xj |都可以由 |xk|控制，这样第k个方程中的其余各项之和便可以直接与 |akkxk|比较，而严格对角
占优恰好会给出矛盾。以下为解答过程：

反设 |A| = 0，则必然存在非零向量x = (x1, x2, · · · , xn)⊤使得Ax = 0. 取k使得 |xk| = max1⩽i⩽n |xi|，则
|xk| > 0. 由Ax = 0，则其第k个分量也为0，于是我们有

n∑
j=1

akjxj = 0 ⇒ akkxk = −
n∑

j=1,j ̸=k

akjxj .

于是我们可以得到

|akk||xk| ⩽
n∑

j=1,j ̸=k

|akj ||xj | ⩽

 n∑
j=1,j ̸=k

|akj |

 |xk| < |akk||xk|.

矛盾。故主角占优矩阵的行列式不为零。 □

1.2 第二周作业选讲

习题 1.6: P98 Ex 3.1.3

求出所有和方阵A可交换的方阵：

(1) A =


1 0 1

0 1 0

3 1 2

; (2) A =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

.

解答

思路：最简单的想法是设方阵X = (xij)与方阵A交换，由AX −XA = 0得到n2个关于xij的线性方程

并求解。所得的两个集合分别为:

a b c

0 a− 3b 0

3c c a+ c


∣∣∣∣∣∣∣∣ a, b, c ∈ C

 ,




a b c d

d a b c

c d a b

b c d a



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a, b, c, d ∈ C


.

这两个集合恰好都是{f(A) | f ∈ C[x]}，这并不是巧合。

断言 1.1

设方阵A ∈ Mn(C)的特征值两两不同，则所有与A交换的方阵为{f(A) | f ∈ C[x]}.

证明. 设A的n个特征值分别为λ1, λ2, · · · , λn，则存在可逆矩阵P使得A = Pdiag(λ1, λ2, · · · , λn)P−1.
设方阵PXP−1与A交换 (X = (xij))，则

λixij = xijλj .

进而X = diag(x11, x22, · · · , xnn)是对角阵。由于λi(i = 1, 2, · · · , n)两两不同，考虑多项式

f(x) =
n∑

i=1

xii
∏
j ̸=i

x− λj
λi − λj

.

此时PXP−1 = f(A).
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又因为A特征值两两不同，A的极小多项式和特征多项式相同，故{f(A) | f ∈ C[x]} ∼= C[x]/(det(xIn−A))
维数为n.

{
In, A,A

2, · · · , An−1
}
是{f(A) | f ∈ C[x]}的一组基。

习题 1.7: P99 Ex 3.1.18

设n阶方阵A的每一行上都恰有2个元素为1，而其他元素为零，J是元素全为1的n阶方阵。求出所

有适合A2 + 2A = 2J的n阶方阵A.

解答

思路：方阵A每行的元素和均为2，不难注意到


1

1
...
1

是方阵A的特征向量，且对应的特征值为2 (同时也

是方阵J的特征向量，特征值为n). 利用

(A2 + 2A)


1

1
...
1

 = 2J


1

1
...
1

 = 2n


1

1
...
1


可以计算出n = 4.
题目中的方程可以化为 (A+ I)2 = 2J + I. 设A = (aij)，则

3 = (aii + 1)2 +
∑
k ̸=i

aikaki

故aii = 0，且若aik = 1，则aki = 1. 进而可得A是对称矩阵。分别讨论a12 = 0, a13 = 0, a14 = 0三种

情况即可。这里以a12 = 0, a13 = 1, a14 = 1的情况为例，此时A+ I =


1 0 1 1

0 1 a23 a24

1 a32 1 a34

1 a42 a43 1

，不难解得
a23 = a32 = 1, a24 = a42 = 1, a34 = 0, a43 = 0.

习题 1.8: P87 Ex 2.5.6

把n阶行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− a11 −a12 · · · −a1n
−a21 λ− a22 · · · −a2n

...
... . . . ...

−an1 −an2 · · · λ− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
展开为λ的多项式，并用行列式detA的子式表示它的关于λ的各次幂的系数，其中A = (aij).

解答

思路：这种题一般选择利用行列式的多重线性性展开，详细过程见答案：
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A的特征多项式为

φA(λ) =
n∑

i=0

(−1)i

( ∑
1⩽r1<r2<···<ri⩽n

A

[
r1 r2 · · · ri

r1 r2 · · · ri

])
λn−i.

记Ei为第 i个元素为1其余元素为0的列向量，αi =


ai1

ai2
...
ain

，则
det(λE1 − α1, λE2 − α2, · · · , λEn − αn)

=
n∑

i=0

∑
1⩽k1⩽k2⩽···⩽ki⩽n

det(λE1, · · · ,−αk1 , · · · ,−αk2 , · · · ,−αki, · · · , λEn)

=
n∑

i=0

 ∑
1⩽k1⩽k2⩽···⩽ki⩽n

A

[
r1 r2 · · · ri

r1 r2 · · · ri

] (−1)iλn−i.

习题 1.9: P104 Ex 3.2.4(3),(4)

计算下列行列式：

(3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

12 22 32 · · · n2

n2 12 22 · · · (n− 1)2

· · · · · · · · ·
22 32 42 · · · 12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; (4)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 · · · an

−an a1 a2 · · · an−1

−an−1 −an a1 · · · an−2

· · · · · · · · ·
−a2 −a3 −a4 · · · a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解答

思路：这是两道非常经典的题目，它们的特征值均是某个多项式在不同点的取值，相信大家都会算。这

里主要写写如何给出 (3)的转化为封闭形式表达。
设fk(x) = 1k + 2kx+ 3kx2 + · · ·+ nkxn−1，那么不难得到递推关系fk(x) = (xfk−1(x))

′. 进而

f0(x) =
1− xn

1− x
, f1(x) =

1− (n+ 1)xn + nxn+1

(1− x)2
,

f2(x) =
1 + x− (n+ 1)2xn + (2n2 + 2n− 1)xn+1 − n2xn+2

(1− x)3
.

(x 6= 1)

当x = 1, f2(1) = n(n+1)(2n+1)
6 . 进而原行列式的值为 (ω = e 2πi

n )
n−1∏
i=0

f2(ω
i) =

n(n+ 1)(2n+ 1)

6

n−1∏
i=1

f2(ω
i) =

n(n+ 1)(2n+ 1)

6

n−1∏
i=1

n2(ωi − 1)− 2n

(1− ωi)2
.

记h(x) =
n−1∏
i=1

(x− ωi) = xn−1
x−1 , h(1) = n，故

n(n+ 1)(2n+ 1)

6

n−1∏
i=1

n2(ωi − 1)− 2n

(1− ωi)2
=
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
(−n2)n−1h(

n+2
n )

h(1)2

= (−1)n−1n
n−2(n+ 1)(2n+ 1)

12
[(n+ 2)n − nn] .
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习题 1.10: P105 Ex 3.2.7

适合AA⊤ = I(n) = A⊤A的n阶实方阵A称为正交的。证明：

(1) 正交矩阵的行列式等于±1；

(2) 位于正交方阵的k个行上的所有k阶子式的平方和等于1, k = 1, 2, · · · , n.

解答

思路: 第二问考虑In = AA⊤的k阶主子式，利用Binet–Cauchy公式展开即可。

习题 1.11: P106 Ex 3.2.10

设A,B ∈ Fn×n. 证明：方阵AB和BA的所有k阶主子式之和相等。由此证明：

det(λI(n) −AB) = det(λI(n) −BA).

证明

思路：利用Binet–Cauchy公式+P98 Ex 2.5.6. 也可以利用Schur分解来做，详见答案：
方阵AB的所有k阶主子式之和为

∑
1⩽i1<i2<···<ik⩽n

det


ai11 ai12 · · · ai1n

ai21 ai22 · · · ai2n
...

... . . . ...
aik1 aik2 · · · aikn




b1i1 b1i2 · · · b1ik

b2i1 b2i2 · · · b2ik
...

... . . . ...
bni1 bni2 · · · bnik


Binet–Cauchy

=
∑

1⩽i1<i2<···<ik⩽n

∑
1⩽j1<j2<···<jk⩽n

detA
[
i1 i2 · · · ik

j1 j2 · · · jk

]
detB

[
j1 j2 · · · jk

i1 i2 · · · ik

]

=
∑

1⩽i1<i2<···<ik⩽n

∑
1⩽j1<j2<···<jk⩽n

detB
[
j1 j2 · · · jk

i1 i2 · · · ik

]
detA

[
i1 i2 · · · ik

j1 j2 · · · jk

]
.

上式即方阵BA的所有k阶主子式之和，再由Ex 2.5.6即可得证。
同样的通过广义初等变换我们不难得到

det
(
xIn A

B xIn

)
= det

(
xIn − 1

xAB 0

0 xIn

)
= det

(
xIn 0

0 xIn − 1
xBA

)
.

由此也能证明本题中的等式。 □

1.3 补充题目

习题 1.12: 2021秋期中T5

设矩阵A = (aij)n×n，其中aij = δij + i+ j，其中δij为Kronecker记号。求矩阵A的行列式。

解答

题目中的Kronecker记号实际上就是加上一个单位阵，于是我们可以把矩阵A拆分为In+B，再由特征值

与行列式的关系可以把目标转化为计算B的行列式。而B只有两个非零特征值，从而再次转化为求B的

迹与所有二阶主子式之和。首先n ⩽ 2时的情形平凡，下设n > 2. 令A = In +B，其中B = (i+ j)n×n.
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易知 rankB = 2，故B的特征多项式为φB(λ) = λn−2(λ−λ1)(λ−λ2). 由 tr(B) = n(n+1)可知λ1+λ2 =

n(n+ 1). 又因为B所有二阶主子式之和为

λ1λ2 =
∑

1⩽i<j⩽n

∣∣∣∣∣ 2i i+ j

i+ j 2j

∣∣∣∣∣ = −
∑

1⩽i<j⩽n

(i− j)2 = −
n−1∑
k=1

(n− k)k2 =
n2 − n4

12
.

于是我们可以得到

detA = (λ1 + 1)(λ2 + 1) = λ1λ2 + λ1 + λ2 + 1 =
n2 − n4

12
+ n2 + n+ 1 =

−n4 + 13n2 + 12n+ 12

12
.

习题 1.13

已知n ⩾ 2, a1, a2, · · · , an 6= 0，求n阶行列式：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a1 + a2 · · · a1 + an

a2 + a1 0 · · · a2 + an
...

...
...

an + a1 an + a2 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解答

这个题目一看就很容易让人想到加边，容易发现每行除了对角元之外，都含有一个 (a1, · · · , an)的向量，
同时也都含有一个 (1, · · · , 1)的常数倍，但是无论我们用这两个里的哪个向量去加边，继续往下做还是无
从下手，这个时候我们就可以加两次边，记原行列式为∆，则有

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 1 · · · 1

0 1 a1 a2 · · · an

0 0 0 a1 + a2 · · · a1 + an

0 0 a2 + a1 0 · · · a2 + an
...

...
...

...
...

0 0 an + a1 an + a2 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 1 · · · 1

0 1 a1 a2 · · · an

−a1 −1 −2a1 0 · · · 0

−a2 −1 0 −2a2 · · · 0
...

...
...

...
...

−an −1 0 0 · · · −2an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− n

2
−

n∑
i=1

1

2ai
1 1 · · · 1

−1

2

n∑
i=1

ai 1− n

2
a1 a2 · · · an

0 0 −2a1 0 · · · 0

0 0 0 −2a2 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 0 · · · −2an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(1− n

2

)2
− 1

4

(
n∑

i=1

ai

) n∑
j=1

1

aj

 (−2)na1 · · · an

= (−1)n2n−2a1 · · · an

(n− 2)2 −

(
n∑

i=1

ai

) n∑
j=1

1

aj

 .
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习题 1.14: P85 Ex 2.5.1(18)

计算下列n阶行列式： ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x1 1 + x21 · · · 1 + xn1

1 + x2 1 + x22 · · · 1 + xn2
...

... . . . ...
1 + xn 1 + x2n · · · 1 + xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解答

这个题目很容易让人联想到Vandermonde行列式，但是每一项都多了一个1，所以不便于直接使用，但

我们可以通过加边来消掉这个1，从而可以利用Vandermonde行列式。记原行列式为∆，则有

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x1 1 + x21 · · · 1 + xn1

1 + x2 1 + x22 · · · 1 + xn2
...

... . . . ...
1 + xn 1 + x2n · · · 1 + xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

1 1 + x1 1 + x21 · · · 1 + xn1

1 1 + x2 1 + x22 · · · 1 + xn2

1
...

... . . . ...
1 1 + xn 1 + x2n · · · 1 + xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 −1 −1 −1

1 x1 x21 · · · xn1

1 x2 x22 · · · xn2

1
...

... . . . ...
1 xn x2n · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 1 1 1 1

1 x1 x21 · · · xn1

1 x2 x22 · · · xn2

1
...

... . . . ...
1 xn x2n · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1

1 x1 x21 · · · xn1

1 x2 x22 · · · xn2

1
...

... . . . ...
1 xn x2n · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1

x1 x21 · · · xn1

x2 x22 · · · xn2
...

... . . . ...
xn x2n · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
记x0 = 1，则由Vandermonde行列式可知：

∆ = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 x21 · · · xn1

x2 x22 · · · xn2
...

...
xn x2n · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−

∏
0⩽i<j⩽n

(xj − xi) = 2

n∏
i=1

xi ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x21 · · · xn−1
1

1 x2 x22 · · · xn−1
2

...
...

1 xn x2n · · · xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−

∏
0⩽i<j⩽n

(xj − xi)

= 2
n∏

i=1

xi

 ∏
1⩽i<j⩽n

(xj − xi)

−
∏

0⩽j<i⩽n

(xi − xj) =

(
2

n∏
i=1

xi −
n∏

i=1

(xi − 1)

) ∏
1⩽i<j⩽n

(xj − xi)

 .

习题 1.15

考虑行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s0 s1 s2 · · · sn−1 1

s1 s2 s3 · · · sn x
...

...
... . . . ...

...
sn−1 sn sn+1 · · · s2n−2 xn−1

sn sn+1 sn+2 · · · s2n−1 xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (1)

其中等幂和 sk = xk1 + xk2 + · · ·+ xkn, k = 1, 2, · · ·.
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解答

题目中各列中的元素有线性相关的部分，进而我们可以利用行列式的多重线性性求得该行列式的值。设

Xi = (1, xi, x
2
i , · · · , xni )⊤, X = (1, x, x2, · · · , xn)⊤，则∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s0 s1 s2 · · · sn−1 1

s1 s2 s3 · · · sn x
...

...
... . . . ...

...
sn−1 sn sn+1 · · · s2n−2 xn−1

sn sn+1 sn+2 · · · s2n−1 xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= det

(
n−1∑
i=1

Xi,

n−1∑
i=1

xiXi, · · · ,
n−1∑
i=1

xn−1
i Xi, X

)

=
∑
σ∈Sn

det(Xσ(1), xσ(2)Xσ(2), · · · , xn−1
σ(n)Xσ(n), X) =

(∑
σ∈Sn

n−1∏
i=1

(−1)sgn(σ)xi−1
σ(i)

)
det(X1, X2, · · · , Xn, X)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

x1 x2 · · · xn

x21 x22 · · · x2n
...

... . . . ...
xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1

x1 x2 · · · xn x

x21 x22 · · · x2n x2

...
... . . . ...

...
xn1 xn2 · · · xnn xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∏
i=1

(x− xi)
∏

1⩾i<j⩾n

(xj − xi)
2.
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