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第三次习题课

3.1 第四周作业选讲

见第四周作业答案。

3.2 第五周作业选讲

习题 3.1: P186 Ex 4.6.17

设P1, P2, · · · , Pk, Q1, Q2, · · · , Qk都是n阶方阵，并且PiQj = QjPi, rankPi = rankPiQi, 1 ⩽ i, j ⩽ k.
证明：rankP1P2 · · ·Pk = rankP1 · · ·PkQ1 · · ·Qk.

证明

思路：题目给出的秩相等条件实际上可以转化为比较相应的核空间或像空间的问题，这比直接比较矩阵

乘积的秩更易利用。而各Pi与Qj可交换，自然考虑用归纳法逐步增加矩阵因子。以下为解答过程：

用归纳法证明。当k = 1，这就是给定的条件。假设结论对k−1成立，记S = P1 · · ·Pk−1, T = Q1 · · ·Qk−1，

则 rankS = rank(ST ). 由可交换性有ST = TS. 将矩阵视作Fn上的线性变换，由KerS ⊆ Ker(TS)及
两者维数相等，可得KerS = Ker(TS). 类似地，由 Im(PkQk) ⊆ ImPk及 rank(PkQk) = rankPk，可得

Im(PkQk) = ImPk. 对任意两个可相乘的矩阵A,B有dim ImB = dim Im(A|ImB) + dim Ker(A|ImB) =

dim Im(AB) + dim(KerA ∩ ImB). 于是有 rank(AB) = rankB − dim(KerA ∩ ImB)，从而可以得到

rank(SPkTQk) = rank(TSPkQk) = rank(PkQk)− dim(Ker(TS) ∩ Im(PkQk))

= rankPk − dim(KerS ∩ ImPk) = rank(SPk).

这正好就是我们所要证明的结论，这样我们就完成了证明。 □

习题 3.2: P194 Ex 4.8.3

设W是数域F上n维列向量空间Fn的子空间。证明：存在数域F上m× n矩阵A，使得齐次方程组

Ax = 0的解空间VA为W .
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证明

思路：题目实际上要求构造一个以W为核空间的线性映射。由于线性映射可以通过指定一组基的像来确

定，自然想到先将W的一组基扩充为整个空间的基，再通过基变换来构造所需的A. 以下为解答过程：
若W = {0}，任取可逆矩阵A ∈ Fn×n即可。若W = Fn，取A为1× n零矩阵即可。

若0 < dimW = r < n，设{α1, · · · , αr}是W的基。记n× r矩阵 (α1, α2, · · · , αr)为B，则B是列满秩的。

存在n阶可逆矩阵P使得B = P

(
Ir

0

)
. (可取P = (α1, · · · , αr, αr+1, · · · , αn)，其中{αr+1, · · · , αn}是W

的补空间的一组基) 定义A = (0, In−r)P
−1 ∈ F(n−r)×n，则有

AB = (0, In−r)P
−1P

(
Ir

0

)
= 0.

从而Aαj = 0, j = 1, · · · , r. 于是W ⊆ VA. 而dimVA = n− rankA = r = dimW，故W = VA. □

习题 3.3: P205 Ex 5.2.12

设A : Fn×n → F是线性映射，并且对任意A,B ∈ Fn×n, A (AB) = A (BA). 证明：A = λ tr，其中
λ ∈ F.

证明

思路：由于线性映射完全由一组基上的取值决定，自然想到利用矩阵空间的标准基{Eij}来研究A . 题目
给出的条件涉及矩阵乘法，而矩阵单位之间的乘法关系十分简单，因此可以通过适当选取Eij，利用条件

证明A 在非对角矩阵单位上的取值为零，在所有对角矩阵单位上的取值相同。以下为解答过程：

容易验证EijEkl = Eilδjk, 1 ⩽ i, j, k, l ⩽ n，其中δjk为Kronecker符号，由条件可得

A (EijEkl) = A (Eilδjk) = A (EklEij) = A (Ekjδil).

在上式中令k = j = 1，可得对任意 i 6= l，有A (Eil) = A (0) = 0. 再令 i = l 6= j = k，可得A (Eii) =

A (Ejj) = λ，其中λ = A (E11). 故对任意A = (aij)n×n =
∑n

i=1

∑n
j=1 aijEij ∈ Fn×n，由A 线性可得

A (A) =

n∑
i=1

n∑
j=1

aijA (Eij) =

n∑
i=1

aiiA (Eii) = λ

n∑
i=1

aii = λ trA.

因此A = λ tr，其中λ = A (E11) ∈ F. 这样我们就完成了证明。 □

习题 3.4: P211 Ex 5.3.4

设U与V 分别是数域F上m维与n维线性空间。取定α ∈ U . 将所有满足A (α) = 0的线性映射A :

U → V 的集合记为K. 证明：K在线性映射的加法以及纯量与线性映射的乘法下成为数域F上线性
空间。求dimK.

证明

思路：所有U → V 线性映射构成一个mn维线性空间，故只需考虑A (α) = 0对其维数的限制。当α 6= 0

时，自然想到将α扩充为U的一组基。由于线性映射可以通过任意指定一组基的像来唯一确定，而α的像

已经固定为零，其余m− 1个基向量的像仍可任意选取，由此便能确定dimK. 以下为解答过程：
对A ,B ∈ K,λ, µ ∈ F，有 (λA + µB)(α) = λA (α) + µB(α) = 0，因此λA + µB ∈ K. 且显然零映射
也属于K，故K是所有U → V 线性映射构成的线性空间的子空间，所以它是一个线性空间。

51



第三章 第三次习题课 2026年秋季学期 线性代数 (B2)

当α = 0时，K为所有U → V 线性映射构成的集合，故此时dimK = mn. 当α 6= 0时，记α为α1，并将

其扩充为U的一组基{α1, α2, · · · , αm}. 取V 的一组基{β1, β2, · · · , βn}. 对任意ξ =
∑m

s=1 bsαs ∈ U定义

Eij(ξ) = biβj , 1 ⩽ i ⩽ m, 1 ⩽ j ⩽ n. 这些映射构成所有U → V 线性映射的一组基。

令B = {Eij : 2 ⩽ i ⩽ m, 1 ⩽ j ⩽ n}，下面证明B是K的一组基。由Eij(α1) = 0, i 6= 1可知B ⊆ K，并且

B是线性无关的。对任意A ∈ K，存在cij ∈ F使得A =
∑m

i=1

∑n
j=1 cijEij . 于是由A (α1) = 0可得

0 = A (α1) =
m∑
i=1

n∑
j=1

cijEij(α1) =
n∑

j=1

c1jβj .

由于β1, β2, · · · , βn线性无关，故c11 = c12 = · · · = c1n = 0，从而A =
∑m

i=2

∑n
j=1 cijEij可由B线性表示。

于是B是K的一组基，故此时dimK = (m− 1)n. □

3.3 补充内容

3.3.1 空间的分解相关补充知识

幂等线性映射与直和分解 我们知道一个幂等线性映射P : V → V 可以给出一个直和分解V = ImP ⊕
KerP . 那反过来是否任意一个直和分解都可以自然地给出一个幂等线性映射呢？

命题 3.1: 直和分解与投影映射

设V = U ⊕W，则存在唯一的幂等线性映射P : V → V，使得 ImP = U,KerP = W . 这样的线性
映射称为沿W到U的投影映射。

证明

由于V = U ⊕W，对任意v ∈ V，存在唯一的u ∈ U,w ∈W使得v = u+w. 定义P (v) = u，不难验证P

是线性映射，且 ImP = U , KerP =W . 又因为P 2(v) = P (u) = u = P (v)，故P 2 = P .
下面证明唯一性。设Q也是满足条件的幂等线性映射，则对任意u ∈ U = ImQ，有Qu = u，而对任意

w ∈W = KerQ，有Qw = 0. 因此Q(u+ w) = u = P (u+ w)，故Q = P . □

注记

上述结论表明，线性空间的直和分解与投影映射一一对应。需要注意的是V = ImP ⊕KerP本身并
不能保证P 2 = P，还需要P在其像空间上是恒等映射。

此外，若dim ImP = r，则可以分别取 ImP与KerP的一组基，合并得到V 的一组基。在这组基下，

P的矩阵为diag(Ir, 0). 因此任意幂等矩阵都相似于这样的分块对角矩阵。

推论 3.1: 对合映射的直和分解

设V 是特征不为2的数域F上的有限维线性空间，线性映射T : V → V 满足T 2 = I，则V = Ker(T −
I)⊕ Ker(T + I).

证明

令P = (I + T )/2，由于T 2 = I，可得P 2 = (I + 2T + T 2)/4 = (I + T )/2 = P . 故P是幂等映射。由前

面的定理可知V = ImP ⊕ KerP . 容易验证KerP = Ker(T + I). 另一方面，由 (T − I)(T + I) = 0可知
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ImP ⊆ Ker(T − I). 而对任意v ∈ Ker(T − I)，有Tv = v，故Pv = (v + Tv)/2 = v，从而v ∈ ImP . 因
此 ImP = Ker(T − I)，代入直和分解即得结论。 □

Fitting分解 在第五周作业Ex 5.4.3中，我们证明了当 rank(T 2) = rank(T )时，有 ImT ∩ KerT = {0}.
事实上，对于任意有限维线性空间上的线性映射都有类似的结论，这就是Fitting分解。

首先回顾第四周作业中的一个结论，证明过程此处略去。

引理 3.1: 核空间与像空间的稳定性

设V 是n维线性空间，T : V → V 是线性映射，则

KerTn = KerTn+1 = KerTn+2 = · · · , ImTn = ImTn+1 = ImTn+2 = · · · .

利用这一结论，我们可以得到下面的Fitting分解定理。

定理 3.1: Fitting分解

设V 是n维线性空间，而T : V → V 是线性映射，则V = KerTn ⊕ ImTn. 并且直和项是两个不变
子空间，从而可以将T在其上的限制视为其到自身的线性变换，并且此时T在KerTn上的限制是幂

零线性映射，在 ImTn上的限制是可逆线性映射。

证明

任取v ∈ KerTn ∩ ImTn，由v ∈ ImTn，存在u ∈ V 使得v = Tnu. 又由v ∈ KerTn，故T 2nu = Tnv = 0.
由引理知KerT 2n = KerTn，故Tnu = 0，即v = 0. 因此交空间为{0}，从而V = KerTn ⊕ ImTn.
下面考虑T在这两个子空间上的限制。显然T (KerTn) ⊆ KerTn，且Tn在KerTn上恒为零，故其限制是

幂零线性映射。另一方面T (ImTn) = ImTn+1 = ImTn. 故T在 ImTn上的限制是满射。由于该空间有

限维，故这一限制也是单射，从而可逆。 □

注记

Fitting分解说明，任意有限维线性空间上的线性映射，都可以分解为一个幂零部分与一个可逆部分。
所以在适当选取的基下，T的矩阵可以写为diag(N,A)，其中N是幂零矩阵，A是可逆矩阵。并且这

一结论不依赖于特征值的存在性，因此在任意数域上都成立。

3.3.2 交换子与迹为零的矩阵

在第五周作业Ex 5.2.12中，我们证明了若线性映射A : Fn×n → F满足A (AB) = A (BA)，则A 必

然是迹映射的数量倍。下面通过矩阵的交换子，给出这一结论背后更深刻的原因。

首先我们定义矩阵的的交换子：

定义 3.1: 矩阵的交换子

设A,B ∈ Fn×n，定义A与B的交换子为 [A,B] = AB −BA.

显然对任意A,B ∈ Fn×n，有 tr[A,B] = 0. 这说明任意交换子都是迹为零的矩阵。于是一个自然的
问题是，反过来是否所有迹为零的矩阵都可以由交换子线性表示？幸运的是，答案是肯定的，也就是下

面这个定理，并且事实上我们还能得到一些更强的结论。
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定理 3.2: 迹为零的矩阵与交换子空间

记sln(F) = {A ∈ Fn×n : trA = 0}，则sln(F) = spanF{[A,B] : A,B ∈ Fn×n}. 即所有交换子张成的
线性空间恰好是全体迹为零的矩阵构成的线性空间。

证明

记W = spanF{[A,B] : A,B ∈ Fn×n}. 首先显然W ⊆ sln(F). 反过来，我们知道EijEkl = δjkEil. 于是可
知当 i 6= j时，有 [Eii, Eij ] = EiiEij − EijEii = Eij . 因此所有非对角矩阵单位Eij都属于W .
另一方面，对任意 i 6= j，有 [Eij , Eji] = EijEji − EjiEij = Eii − Ejj . 因此所有形如Eii − Ejj的矩阵也

属于W . 对任意A = (aij) ∈ sln(F)，由于
∑n

i=1 aii = 0，故

A =
∑
i ̸=j

aijEij +
n∑

i=2

aii(Eii − E11).

由前面的结论可知右端各项均属于W，因此A ∈W . 故sln(F) ⊆W，从而得到所要证明的等式。

实际上我们有一个更强的结论：当charF = 0或> n时，所有迹为零的矩阵都可以表示为单个交换子。

首先证明任意迹为零的矩阵都相似于对角元全为零的矩阵。对矩阵阶数n进行归纳，当n = 1时结论显然

成立。假设结论对 (n− 1)阶矩阵成立，考虑n阶矩阵A，满足 trA = 0. 若A = λI，则 trA = nλ = 0，由

charF = 0或> n可知λ = 0，结论显然成立。而若A不是数量矩阵，则存在v ∈ Fn，使得v,Av线性无关。

将其扩充为一组基，则A在这组基下的矩阵具有如下形式：(
0 ∗
∗ A1

)
其中 trA1 = 0. 由归纳假设，A1相似于对角元全为零的矩阵，因此A也相似于对角元全为零的矩阵。即存

在可逆矩阵P，使得M = P−1AP = (mij)的对角元全为零。令D = diag(1, 2, · · · , n)，定义矩阵E = (eij)，

其中当 i 6= j时令eij = mij/(i − j)，当 i = j时令eii = 0. 由charF = 0或> n可知E是良定义的。且注

意到 (DE − ED)ij = (i− j)eij = mij . 因此M = DE − ED，从而A = PMP−1 = P (DE − ED)P−1 =

(PDP−1)(PEP−1)− (PEP−1)(PDP−1). 即A可以表示为两个矩阵的交换子。 □

注记

事实上结论还可以进一步加强到对任意域都成立，即Albert–Muckenhoupt定理。由于上述证明利用
了特征为0或> n时1, 2, · · · , n两两不同的性质，因此不能直接推广到任意域。对任意域情形的证明
过程更为复杂，感兴趣的同学可以自行学习了解，此处不再给出。

由上述定理，我们可以给出第五周作业Ex 5.2.12的一个新证明。

推论 3.2: 迹映射的刻画

设A : Fn×n → F是线性映射，则A (AB) = A (BA)对任意A,B成立的充分必要条件是存在λ ∈ F，
使得A = λ tr.

证明

充分性显然，下面证明必要性。由A (AB) = A (BA)可得A ([A,B]) = 0. 由前面的定理知A 在sln(F)上
恒为零。取λ = A (E11). 对任意A ∈ Fn×n，注意到 tr(A− tr(A)E11) = 0，故A− tr(A)E11 ∈ sln(F). 于
是由A 的线性性可得A (A) = A (A− tr(A)E11) + tr(A)A (E11) = λ tr(A). □
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注记

迹映射 tr : Fn×n → F是非零线性映射，其核空间就是sln(F). 于是dim sln(F) = n2 − 1. 因此迹为零
的矩阵构成矩阵空间中的一个余维数为1的子空间。

3.3.3 复结构与复线性空间

第五周作业Ex 5.2.10讨论了复数与一类特殊的二阶实矩阵之间的对应关系。事实上，这种表示并非
偶然，而是揭示了复线性空间与实线性空间之间的一个重要联系。

首先考虑复数单位 i最基本的性质 i2 = −1. 如果希望在一个实线性空间上实现类似于乘以 i的运算，

那么就需要寻找一个满足相同代数关系的实线性映射。

定义 3.2: 复结构

设V 是实线性空间，若存在实线性映射J : V → V 满足J2 = −I，则称J为V 上的一个复结构。

下面讨论什么样的实线性空间可以具有复结构。

定理 3.3: 复结构存在的充要条件

设V 是有限维实线性空间，则V 上存在复结构的充分必要条件是dimR V 为偶数。

证明

必要性：若V 上存在复结构J，设dimR V = n. 取V 的一组基，将J表示为n阶实矩阵，仍记为J . 由
J2 = −In可得det(J)2 = (−1)n. 由于det(J)为实数可得n必为偶数。

充分性：设dimR V = 2m，取V 的一组基{e1, e2, · · · , e2m}. 定义线性映射J : V → V，使得

J(e2k−1) = −e2k, J(e2k) = e2k−1, 1 ⩽ k ⩽ m.

容易验证J2(ei) = −ei对每个基向量均成立，因此J2 = −I. 故J是V 上的一个复结构。 □

那么一个很自然的问题是：为什么满足J2 = −I的线性映射被称为复结构呢？这是因为它可以让一
个实线性空间自然地成为复线性空间。

命题 3.2: 由复结构构造复线性空间

设V 是实线性空间，而J是V 上的复结构。保持V 原有的向量加法，并对任意a+ bi ∈ C及v ∈ V 定

义 (a+ bi)v = av + bJ(v). 则V 成为一个复线性空间，且 i的数量乘法恰好对应线性映射J .

证明

只需验证新定义的数量乘法满足复线性空间的公理。由于J是实线性映射，数量乘法对向量加法及复数

加法的分配律均容易验证，并且1v = v. 下面验证复数乘法的结合律。对任意a, b, c, d ∈ R及v ∈ V 有

(a+ bi)((c+ di)v) = (a+ bi)(cv + dJv) = acv + adJv + bcJv + bdJ2v

= (ac− bd)v + (ad+ bc)Jv = ((a+ bi)(c+ di))v.

其中第三个等式利用了J2 = −I. 故V 成为复线性空间，且由定义有 iv = J(v). □

最后作为一个简单的例子，我们再回到第五周作业Ex 5.2.10中的复数矩阵表示，现在我们可以从复
结构的角度来理解它。
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例 3.1: 复数的实矩阵表示

考虑R2上的线性映射J，其在标准基下的矩阵为

J =

(
0 1

−1 0

)
.

显然J2 = −I2，因此J给出了R2上的一个复结构。对任意z = a+ bi ∈ C，定义

Φ(z) = aI2 + bJ =

(
a b

−b a

)
.

由J2 = −I2，故对任意z1 = a+ bi, z2 = c+ di有Φ(z1)Φ(z2) = (aI2 + bJ)(cI2 + dJ) = (ac− bd)I2 +

(ad+ bc)J = Φ(z1z2). 同时容易验证Φ(z1 + z2) = Φ(z1) + Φ(z2)，且Φ(1) = I2. 因此复数的加法与
乘法，都可以通过这类特殊实矩阵的加法与乘法来实现。

注记

这一构造可以推广到任意具有复结构J的非零实线性空间V .
考虑映射Φ : C → EndR(V )，定义Φ(a + bi) = aI + bJ . 考虑Φ(z)Φ(z)可得Φ是单射，并且保持加

法与乘法，因此C可以表示为实线性映射空间中的一个子代数。从这个角度来看，复结构的本质就
是在实线性空间上选取一个能够扮演复数单位 i的线性映射。

3.3.4 Sylvester算子

在本节的讨论中F = C. 在之前的学习中，我们知道相似变换不仅可以让方阵上三角化，更可以让方
阵相似准对角化，每个对角上的方块是上三角矩阵且具有相同的特征值 (这比Jordan标准型要弱)。即

A ∼ diag(J(λ1), . . . , J(λn)).

其中每个对角块J(λi)形如


λi

λi ∗
. . .

λi

. 也就是下面这个命题，相信不少同学都有所了解。

命题 3.3

我们设A =


a11 a12 · · · a1n

a22 · · · a2n
. . . ...

ann

 ∈ Mp(C), B =


b11 b12 · · · b1q

b22 · · · b2q
. . . ...

bqq

 ∈ Mq(C)，且对任意 i, j,

aii 6= bjj . 则对任意的X ∈ Cp×q，均存在C ∈ Cp×q使得AX −XB = C. 也就是说线性映射

φ : Cp×q → Cp×q, φ(X) = AX −XB

是线性空间的同构。

这个命题告诉我们，对于任意的矩阵X ∈ Cp×q，均存在X ∈ Cp×q使得AX −XB = C，进而就有(
A X

0 B

)
=

(
Ip −C
0 Iq

)(
A 0

0 B

)(
Ip C

0 Iq

)
，即分块方阵

(
A X

0 B

)
与

(
A 0

0 B

)
相似。所以上三角方阵

可以被进一步准对角化。这个命题有如下强化的版本：
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定理 3.4: Sylvester 定理

设A ∈Mn(C), B ∈Mm(C)，则以下条件等价：
(1) 映射φ :Mn×m(C) →Mn×m(C), φ(X) = AX −XB是可逆的。其中映射φ称为Sylvester算子。
(2) A与B没有公共特征值。

在证明这个定理之前，我们先给出一些关于kronecker积的介绍，方便我们后续给出 sylvester算子的
矩阵形式。

Kronecker积及性质 首先给出Kronecker积的定义。

定义 3.3: Kronecker积

设 A = (aij) ∈Mm×n(F), B ∈Mp×q(F)，定义

A⊗B =


a11B · · · a1nB

... . . . ...
am1B · · · amnB

 ∈Mmp×nq(F).

称其为A与B的Kronecker积 (Kronecker product).

命题 3.4

Kronecker积具有以下性质：
(1) 若矩阵阶数相容，则 (A⊗B)(C ⊗D) = AC ⊗BD.
(2) 若A,X,B的阶数相容，则vec(AXB) = (BT ⊗A) vec(X)，其中vec(X)表示将矩阵X的各列依

次堆叠得到的列向量。

证明

(1) 设A = (aij), C = (cjk)，则 (A⊗B)(C ⊗D)的第 (i, k) 个分块为∑
j

(aijB)(cjkD) =

∑
j

aijcjk

BD = (AC)ikBD.

故 (A⊗B)(C ⊗D) = AC ⊗BD.
(2) 设A ∈Mp×n(F), X ∈Mn×m(F), B ∈Mm×q(F). 记X = (xij)，则

X =
n∑

i=1

m∑
j=1

xijEij .

由于vec(Eij) = ej ⊗ ei，由性质 (1)可得 (BT ⊗ A) vec(Eij) = (BTej) ⊗ (Aei) = vec(AEijB). 再由线性
性，即得vec(AXB) = (BT ⊗A) vec(X). □

定理3.4的证明 下面给出定理 3.4的完整证明。
证明

首先设A′ = PAP−1和B′ = QBQ−1，其中P ∈Mp(F), Q ∈Mq(F)均是可逆矩阵。那么

φA,B(X) = AX −XB = P−1A′PX −XQ−1B′Q

= P−1(A′PX −XQ−1B′Q) = P−1(A′PXQ−1 − PXQ−1B′)Q.
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考虑线性映射 T : Mn×m(F) → Mn×m(F), T (X) = PXQ−1，则φA,B(X) = φA′,B′(T (X)). 进而对矩阵
A,B进行相似变换不会改变Sylvester算子的相似类。此时我们可以假设A是上三角矩阵，B是下三角方

阵且 A =


a11 a12 · · · a1n

a22 · · · a2n
. . . ...

ann

 ∈ Mp(C), B =


b11

b21 b22
...

... . . .
bq1 bq2 · · · bqq

 ∈ Mq(C). 然后，我们下面利用

Kronecker积得到Sylvester算子的矩阵表示：

vec(φA,B(X)) = vec(AX −XB) = (Iq ⊗A−BT ⊗ Ip) vec(X).

此时我们得到了Sylvester算子的矩阵表示Iq⊗A−BT ⊗ Ip. 由于A,BT均为上三角方阵，故Iq⊗A,BT ⊗
Ip, Iq ⊗A−BT ⊗ Ip也均为上三角方阵，且上三角方阵Iq ⊗A−BT ⊗ Ip的对角元 (即φA,B的特征值)为

{aii − bjj | 1 ⩽ i ⩽ p, 1 ⩽ j ⩽ q}.

显然Iq ⊗A−BT ⊗ Ip可逆⇔ ai 6= bj , ∀i, j ⇔ A与B没有公共特征值。 □

推论 3.3

φA,B的特征多项式是
∏

1⩽i⩽p,1⩽j⩽q(x− aii + bjj).
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