
2
第二周作业

习题 2.1: P98 Ex 3.1.3

求出所有和方阵A可交换的方阵：

(1) A =


1 0 1

0 1 0

3 1 2

; (2) A =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

.

解答

(1) A的特征多项式φA(x) = (x− 1)(x2 − 3x− 1)无重根。设A三个两两不等的特征值分别为 λ1, λ2, λ3，

则存在可逆矩阵P使得A = Pdiag(λ1, λ2, λ3)P
−1. 此时所有与A交换的矩阵为{

Pdiag(a, b, c)P−1 | a, b, c ∈ C
}
= {f(A) | f ∈ C[x]}

=




a b c

0 a− 3b 0

3c c a+ c


∣∣∣∣∣∣∣∣ a, b, c ∈ C

 .

(也可假设矩阵X = (xij)并求解AX −XA = 0.)
(2) 观察到A4 = I，故方阵A的特征值为eikπ/2, k = 0, 1, 2, 3，两两不同。因此同理可得所有与A交换的

方阵为

{f(A)|f ∈ C[x]} =




a b c d

d a b c

c d a b

b c d a



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a, b, c, d ∈ C


.

习题 2.2: P99 Ex 3.1.8

求出所有2阶幂零方阵。



第二章 第二周作业 2026年秋季学期 线性代数 (B2)

解答 {(
a b

c −a

)∣∣∣∣∣ a2 + bc = 0

}
.

习题 2.3: P99 Ex 3.1.9

如果方阵A适合A2 = I，则A称为对合。求出所有2阶对合方阵。

解答 {(
a b

c −a

)∣∣∣∣∣ a2 + bc = 1

}
∪ {±I} .

习题 2.4: P99 Ex 3.1.18

设n阶方阵A的每一行上都恰有2个元素为1，而其他元素为零，J是元素全为1的n阶方阵。求出所

有适合A2 + 2A = 2J的n阶方阵A.

解答

设A = (aij)，由题可得

(A+ I)2 = 2J + I =


3 2 · · · 2

2 3 · · · 2
...

... . . . ...
2 2 · · · 3

 .

首先，A的每个对角元aii = 0，否则 (A+ I)2 = 2J + I的第 i个对角元⩾ 4，矛盾。

其次，A是个对称矩阵。这是因为A+I上每行共有三个元素为1，设A第 i行上为1的元素分别是aii1 , aii2，

则3 = 1 + aii1ai1i + aii2ai2i. 这意味着1 = aii1 = ai1i = aii2 = ai2i，故对任意的 i, j, aij = aji.

最后，n = 4且A =


0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 0 1

0 1 1 0

 ,


0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

 ,


0 0 1 1

0 0 1 1

1 1 0 0

1 1 0 0

. 由于A


1

1
...
1

 = 2


1

1
...
1

，故

(A2 + 2A)


1

1
...
1

 = 8


1

1
...
1

 = 2J


1

1
...
1

 = 2n


1

1
...
1

 .

可得n = 4. 此时分别讨论a12 = 0, a13 = 0, a14 = 0三种情况得

A =


0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 0 1

0 1 1 0

 ,


0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

 ,


0 0 1 1

0 0 1 1

1 1 0 0

1 1 0 0

 .
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习题 2.5: P87 Ex 2.5.6

把n阶行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− a11 −a12 · · · −a1n

−a21 λ− a22 · · · −a2n
...

... . . . ...
−an1 −an2 · · · λ− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
展开为λ的多项式，并用行列式detA的子式表示它的关于λ的各次幂的系数，其中A = (aij).

解答

A的特征多项式为

φA(λ) =

n∑
i=0

(−1)i

( ∑
1⩽r1<r2<···<ri⩽n

A

[
r1 r2 · · · ri

r1 r2 · · · ri

])
λn−i.

记Ei为第 i个元素为1其余元素为0的列向量，αi =


ai1

ai2
...

ain

，则
det(λE1 − α1, λE2 − α2, · · · , λEn − αn)

=
n∑

i=0

∑
1⩽k1⩽k2⩽···⩽ki⩽n

det(λE1, · · · ,−αk1 , · · · ,−αk2 , · · · ,−αki, · · · , λEn)

=
n∑

i=0

 ∑
1⩽k1⩽k2⩽···⩽ki⩽n

A

[
r1 r2 · · · ri

r1 r2 · · · ri

] (−1)iλn−i.

习题 2.6: P104 Ex 3.2.4(3),(4)

计算下列行列式：

(3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

12 22 32 · · · n2

n2 12 22 · · · (n− 1)2

· · · · · · · · ·
22 32 42 · · · 12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; (4)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 · · · an

−an a1 a2 · · · an−1

−an−1 −an a1 · · · an−2

· · · · · · · · ·
−a2 −a3 −a4 · · · a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解答

(3) 考虑ω = e2iπ/n, ωn = 1. 记f(ω) = 12 + 22ω + 32ω2 + · · ·+ n2ωn−1，则
12 22 32 · · · n2

n2 12 22 · · · (n− 1)2

· · · · · · · · ·
22 32 42 · · · 12





1

ω

ω2

...
ωn−1


= f(ω)



1

ω

ω2

...
ωn−1


.
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由此我们构造出了该矩阵的n个特征向量 (i = 0, 1, 2, · · · , n − 1)



1

ωi

ω2i

...
ω(n−1)i


和对应的特征根f(ωi). 故原

行列式值为
n−1∏
i=0

f(ωi). 此表达式可进一步计算：

f(x) = 12 + 22x+ 32x2 + · · ·+ n2xn−1

= n2 xn

x− 1
+

xn − 1

(x− 1)2
− 2n

xn

(x− 1)2
+ 2

xn − 1

(x− 1)3
.

代入可得 (i ⩾ 1)

f(1) =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
, f(ωi) =

n2(ωi − 1)− 2n

(ωi − 1)2
,

n−1∏
i=1

(x− ωi) = 1 + x+ x2 + · · ·+ xn−1.

于是得到
n−1∏
i=0

f(ωi) = f(1)
n−1∏
i=1

f(ωi)

=
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

n−1∏
i=1

n2(ωi − 1)− 2n

(ωi − 1)2

= (−1)n−1n
n−2(n+ 1)(2n+ 1)

12
[(n+ 2)n − nn] .

(4)同理，考虑ξ = eiπ/n, ξn = −1. 记f(ξ) = a1+a2ξ+a3ξ
2+ · · ·+anξ

n−1，则原行列式值为
n−1∏
i=0

f(ξ2i+1).

习题 2.7: P105 Ex 3.2.7

适合AA⊤ = I(n) = A⊤A的n阶实方阵A称为正交的。证明：

(1) 正交矩阵的行列式等于±1；

(2) 位于正交方阵的k个行上的所有k阶子式的平方和等于1, k = 1, 2, · · · , n.

解答

(1) det(AA⊤) = det(A)2 = 1，证毕。

(2) 设A = (aij), αi = (ai1, ai2, · · · , ain). 设1 ⩽ i1 < i2 < · · · < ik ⩽ n，则由Binet–Cauchy公式

det




αi1

αi2
...

αik


(
α⊤
i1

α⊤
i2

· · · α⊤
ik

)
 =

∑
1⩽k1<k2<···<kk⩽n

(
detA

[
i1 i2 · · · ik

k1 k2 · · · kk

])2

= det Ik = 1.

习题 2.8: P106 Ex 3.2.10

设A,B ∈ Fn×n. 证明：方阵AB和BA的所有k阶主子式之和相等。由此证明：

det
(
λI(n) −AB

)
= det

(
λI(n) −BA

)
.

10
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证明

方阵AB的所有k阶主子式之和为

∑
1⩽i1<i2<···<ik⩽n

det


ai11 ai12 · · · ai1n

ai21 ai22 · · · ai2n
...

... . . . ...
aik1 aik2 · · · aikn




b1i1 b1i2 · · · b1ik

b2i1 b2i2 · · · b2ik
...

... . . . ...
bni1 bni2 · · · bnik


Binet–Cauchy

=
∑

1⩽i1<i2<···<ik⩽n

∑
1⩽j1<j2<···<jk⩽n

detA
[
i1 i2 · · · ik

j1 j2 · · · jk

]
detB

[
j1 j2 · · · jk

i1 i2 · · · ik

]

=
∑

1⩽i1<i2<···<ik⩽n

∑
1⩽j1<j2<···<jk⩽n

detB
[
j1 j2 · · · jk

i1 i2 · · · ik

]
detA

[
i1 i2 · · · ik

j1 j2 · · · jk

]
.

上式即方阵BA的所有k阶主子式之和，再由Ex 2.5.6即可得证。
同样的通过广义初等变换我们不难得到

det
(
xIn A

B xIn

)
= det

(
xIn − 1

xAB 0

0 xIn

)
= det

(
xIn 0

0 xIn − 1
xBA

)
.

由此也能证明本题中的等式。 □
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