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第五周作业

习题 5.1: P186 Ex 4.6.17

设P1, P2, · · · , Pk, Q1, Q2, · · · , Qk都是n阶方阵，并且PiQj = QjPi, rankPi = rankPiQi, 1 ⩽ i, j ⩽ k.
证明：rankP1P2 · · ·Pk = rankP1 · · ·PkQ1 · · ·Qk.

证明

用归纳法证明。当k = 1，这就是给定的条件。假设结论对k−1成立，记S = P1 · · ·Pk−1, T = Q1 · · ·Qk−1，

则 rankS = rank(ST ). 由可交换性有ST = TS. 将矩阵视作Fn上的线性变换，由KerS ⊆ Ker(TS)及
两者维数相等，可得KerS = Ker(TS). 类似地，由 Im(PkQk) ⊆ ImPk及 rank(PkQk) = rankPk，可得

Im(PkQk) = ImPk. 对任意两个可相乘的矩阵A,B有dim ImB = dim Im(A|ImB) + dim Ker(A|ImB) =

dim Im(AB) + dim(KerA ∩ ImB). 于是有 rank(AB) = rankB − dim(KerA ∩ ImB)，从而可以得到

rank(SPkTQk) = rank(TSPkQk) = rank(PkQk)− dim(Ker(TS) ∩ Im(PkQk))

= rankPk − dim(KerS ∩ ImPk) = rank(SPk).

这正好就是我们所要证明的结论，这样我们就完成了证明。 □

习题 5.2: P191 Ex 4.7.3

设α1,α2,α3,α4都是四维复向量空间C4中的向量，C4中分别由向量集合{α1,α2}和{α3,α4}生成
的子空间记为V 和W . 试判断C4 = V ⊕W是否成立？

(1) α1 = (0, 1, 0, 1),α2 = (0, 0, 1, 0),α3 = (1, 0, 1, 0),α4 = (1, 1, 0, 0)；

(2) α1 = (−1, 1, 1, 0),α2 = (0, 1,−1, 1),α3 = (1, 0, 0, 0),α4 = (0, 0, 0, 1)；

(3) α1 = (1, 0, 0, 1),α2 = (0, 1, 1, 0),α3 = (1, 0, 1, 0),α4 = (0, 1, 0, 1).

解答

(1) 易知dimV = dimW = 2, dim(V +W ) = 4，从而dim(V +W ) = dimV + dimW，故C4 = V ⊕W .
(2) 易知dimV = dimW = 2, dim(V +W ) = 4，从而dim(V +W ) = dimV + dimW，故C4 = V ⊕W .
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(3) 易知dimV = dimW = 2, dim(V +W ) = 3，故dim(V +W ) < dimV + dimW，故C4 = V ⊕W不

成立，实际上此时V +W甚至不是直和。

习题 5.3: P191 Ex 4.7.4

设U, V 和W是线性空间L的子空间。如果其中每一个都与另外两个之和的交是零子空间，则这三个

子空间称为无关的。证明：L = U⊕(V ⊕W )的充分必要条件是，U, V,W是无关的，且L = U+V +W .

证明

首先若L = U ⊕ (V ⊕W ) = W ⊕ (U ⊕ V ) = V ⊕ (W ⊕ U). 则由直和的定义可知这三个子空间无关，
而至于L = U + V +W则是显然的。反过来由U, V,W是无关的，则V ∩W ⊆ V ∩ (U +W ) = {0}且
U ∩ (V +W ) = {0}，所以L = U + V +W = U + (V ⊕W ) = U ⊕ (V ⊕W ). □

习题 5.4: P194 Ex 4.8.2

设A是数域F上m×n矩阵，β是数域F上m维列向量空间Fm中的向量，并且 rank(A,β) = rankA.
记方程组Ax = 0的解空间为VA. 设向量α是方程组Ax = β的一个特解。证明：方程组Ax = β的

所有解构成Fn中向量α所在的模VA同余类。

证明

由非齐次线性方程组解的结构定理可知Ax = β的解集为{α+ γ : γ ∈ VA} = α+ VA，这正是α. □

习题 5.5: P194 Ex 4.8.3

设W是数域F上n维列向量空间Fn的子空间。证明：存在数域F上m× n矩阵A，使得齐次方程组

Ax = 0的解空间VA为W .

证明

若W = {0}，任取可逆矩阵A ∈ Fn×n即可。若W = Fn，取A为1× n零矩阵即可。

若0 < dimW = r < n，设{α1, · · · , αr}是W的基。记n× r矩阵 (α1, α2, · · · , αr)为B，则B是列满秩的。

存在n阶可逆矩阵P使得B = P

(
Ir

0

)
. (可取P = (α1, · · · , αr, αr+1, · · · , αn)，其中{αr+1, · · · , αn}是W

的补空间的一组基) 定义A = (0, In−r)P
−1 ∈ F(n−r)×n，则有

AB = (0, In−r)P
−1P

(
Ir

0

)
= 0.

从而Aαj = 0, j = 1, · · · , r. 于是W ⊆ VA. 而dimVA = n− rankA = r = dimW，故W = VA. □

习题 5.6: P204 Ex 5.2.10

将R2×2中所有形如

(
a b

−b a

)
的方阵集合记为V，其中a, b ∈ R. 显然V 是实数域R上线性空间。视

复数域C为实数域R上线性空间。我们定义映射A : C → V 如下：设α = a + ib ∈ C, a, b ∈ R，
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则令A (α) =

(
a b

−b a

)
. 证明：A 是实线性空间C到V 上的可逆线性映射，并且对任意α, β ∈ C,

A (αβ) = A (α)A (β).

证明

设α = a+ ib, β = c+ id，对任意λ, µ ∈ R有

A (λα+ µβ) =

(
λa+ µc λb+ µd

−λb− µd λa+ µc

)
= λA (α) + µA (β).

因此A 是实线性映射。定义映射B : V → C如下：对任意A =

(
a b

−b a

)
∈ V，令B(A) = a+ ib. 容易

验证A B = IdV 与BA = IdC成立，因此A 是可逆的。并且我们有

A (αβ) =

(
ac− bd ad+ bc

−ad− bc ac− bd

)
=

(
a b

−b a

)(
c d

−d c

)
= A (α)A (β).

这样我们就完成了证明。 □

习题 5.7: P205 Ex 5.2.12

设A : Fn×n → F是线性映射，并且对任意A,B ∈ Fn×n, A (AB) = A (BA). 证明：A = λ tr，其中
λ ∈ F.

证明

容易验证EijEkl = Eilδjk, 1 ⩽ i, j, k, l ⩽ n，其中δjk为Kronecker符号，由条件可得

A (EijEkl) = A (Eilδjk) = A (EklEij) = A (Ekjδil).

在上式中令k = j = 1，可得对任意 i 6= l，有A (Eil) = A (0) = 0. 再令 i = l 6= j = k，可得A (Eii) =

A (Ejj) = λ，其中λ = A (E11). 故对任意A = (aij)n×n =
∑n

i=1

∑n
j=1 aijEij ∈ Fn×n，由A 线性可得

A (A) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijA (Eij) =
n∑

i=1

aiiA (Eii) = λ
n∑

i=1

aii = λ trA.

因此A = λ tr，其中λ = A (E11) ∈ F. 这样我们就完成了证明。 □

习题 5.8: P211 Ex 5.3.4

设U与V 分别是数域F上m维与n维线性空间。取定α ∈ U . 将所有满足A (α) = 0的线性映射A :

U → V 的集合记为K. 证明：K在线性映射的加法以及纯量与线性映射的乘法下成为数域F上线性
空间。求dimK.

证明

对A ,B ∈ K,λ, µ ∈ F，有 (λA + µB)(α) = λA (α) + µB(α) = 0，因此λA + µB ∈ K. 且显然零映射
也属于K，故K是所有U → V 线性映射构成的线性空间的子空间，所以它是一个线性空间。

当α = 0时，K为所有U → V 线性映射构成的集合，故此时dimK = mn. 当α 6= 0时，记α为α1，并将

其扩充为U的一组基{α1, α2, · · · , αm}. 取V 的一组基{β1, β2, · · · , βn}. 对任意ξ =
∑m

s=1 bsαs ∈ U定义

Eij(ξ) = biβj , 1 ⩽ i ⩽ m, 1 ⩽ j ⩽ n. 这些映射构成所有U → V 线性映射的一组基。
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令B = {Eij : 2 ⩽ i ⩽ m, 1 ⩽ j ⩽ n}，下面证明B是K的一组基。由Eij(α1) = 0, i 6= 1可知B ⊆ K，并且

B是线性无关的。对任意A ∈ K，存在cij ∈ F使得A =
∑m

i=1

∑n
j=1 cijEij . 于是由A (α1) = 0可得

0 = A (α1) =
m∑
i=1

n∑
j=1

cijEij(α1) =
n∑

j=1

c1jβj .

由于β1, β2, · · · , βn线性无关，故c11 = c12 = · · · = c1n = 0，从而A =
∑m

i=2

∑n
j=1 cijEij可由B线性表示。

于是B是K的一组基，故此时dimK = (m− 1)n. □

习题 5.9: P219 Ex 5.4.2

取A =

(
1 −1

−4 4

)
. 定义线性映射A : C2×2 → C2×2如下：设X ∈ C2×2，则令A (X) = AX. 求

ρ(A ).

解答

容易验证A (E11, E12, E21, E22) = (E11, E12, E21, E22)M，其中

M =


1 0 −1 0

0 1 0 −1

−4 0 4 0

0 −4 0 4

 .

容易看出 rankM = 2. 从而可以得到ρ(A ) = 2.

习题 5.10: P219 Ex 5.4.3

设A : V → V 是数域F上n维线性空间V 到自身的线性映射，且ρ(A 2) = ρ(A ). 证明：Im(A ) ∩
Ker(A ) = {0}.

证明

由ρ(A ) = ρ(A 2)可知ν(A ) = n − ρ(A ) = n − ρ(A 2) = ν(A 2). 又Ker(A ) ⊆ Ker(A 2)，故Ker(A ) =

Ker(A 2). 令α ∈ Im(A )∩Ker(A )，则存在β ∈ V 使得α = A (β)且A (α) = 0，进而可知A 2(β) = 0. 因
此β ∈ Ker(A 2) = Ker(A )，即α = A (β) = 0. 故 Im(A ) ∩ Ker(A ) = {0}. □
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