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引   言

目前 ,清华大学理工科 (非数学系 )的线性代数课程安排为两

学期 .第一学期为基础内容 ,课程名称为“几何与代数 ( 1)”;第二学

期为进一步的内容 ,课程名称为“几何与代数 ( 2 )”.本书就是针对

第二学期的内容而编写的辅导参考书 ,所以书的名字取为《线性代

数 (2 )学习指导》 .书中章节的顺序是按《理工科代数基础》(俞正光

等编著 ,清华大学出版社 1998 年出版 )一书组织的 .

本书内容包括 : 二次型、代数系统、多项式形式、线性空间、线

性变换、欧几里得空间、酉空间共 7 章 .每章首先总结理论脉络 ;然

后给出典型题的详尽解答和分析与讲评 ;最后对往期的期末考试

题作详细分析解答 .本书对例题的选择 ,主要是考虑问题的典型性

和代表性 ,力图使每道题说明一个或几个问题和方法 .读者会发

现 ,有的问题的解答 ,需要融会理解定理和定义 ;有的解题方法 ,需

要有巧妙的构思 .本书不少问题 (包括一些难题 )的解答有独特的

思路和方法 ,融入了作者在中国科学技术大学数学系、少年班、非

数学系和清华大学全校性实验班 ,理工科各系的长期的教学经验

和积累 .期望能通过本书 ,启发学生更好理解代数的理论 ,掌握解

决问题的思路和方法 ,克服在代数的学习、复习、迎考和应用中遇

到的困难 .也希望由此更能培养学习代数的兴趣 ,增进对代数理论

的深入理解 .

每章均设计如下 3 个板块 .

理论脉络  华罗庚教授特别提倡“由薄到厚 ,由厚变薄”的读

书方法 .浅尝即止的“薄”固不可取 , 食而不化的“厚”也非佳境 .

薄—厚—薄是一个辩证的过程 ,是否定之否定的过程 .最后的“薄”

是要融会贯通 .知识要自然联系 .本版块就是力图体现这一“读书



法则”,帮助读者理出各章节主干 ,进而从知识的总体联系上把握

理论脉络 ,理解概念和定理结论 .同时结合各章内容 ,也总结了解

决某类问题的方法 .

典型题讲评  选取了《理工科代数基础》中的部分问题 ,也从

各类代数参考书中选取一些典型问题 ,作者也自行设计一些典型

问题 .对这些问题给出详细解答并分析解题思路和进行讲评 .可以

说这些题的选取都是为了说明一个或几个理论问题 ,强调有关知

识和方法 .读者会发现许多新奇的 ,不同于以往的解题方法和思

路 .期望能启发读者掌握解决问题的思路和方法 ,体会到代数课学

习和解题的乐趣 .

考试题评析  精心挑选能涵盖本章基本理论、基本概念及解

题技巧的以往期末考试题 ,给出标准解答 ;同时分析所用的知识

点、联想方法、思考方向等 .并适当指出以往考生易出错的地方 ,提

醒读者正确理解和掌握代数的基础理论 ,提高抽象思维的能力和

严谨的逻辑推理能力 .

多年来 ,在教学中 ,一直有许多学生反映 ,希望有相应的学习

辅导书 .特别是近年教改以后 ,课内学时 (和讲课内容 )压缩较大 ,

学生课外自己支配的自学时间增多 .学生对学习辅导书的要求更

强烈 .这促使我们下决心编写本书 .

为了学好线性代数这样比较抽象的课程 ,理解理论和演练习

题二者缺一不可 .抽象的理论和方法在具体的例题中 ,在不断的解

题实践中 ,会变得生动直观 ,印象深刻 .而只有深入系统地学习和

理解基本理论 ,并在典型问题的解决中不断分析、思考、总结 ,才能

不断提高分析和解决问题的能力 .建议读者在使用本书时 ,先自己

动手独立寻找解题思路和方法 ,再看解答 ,最后看讲评 (或评析 ) .

这样既可考查读者对知识的掌握程度和解题能力 ,增强自信心和

学习兴趣 ,又可对一些方法印象深刻 ,感悟更深 .

Ⅱ 引   言



  本书适用于各类高校本科生或研究生学习“线性代数”、“高等

代数”、“矩阵论”等课程时作为参考书 ;也可供使用代数知识的科

学技术人员参考 .不足之处 ,请读者指正 .

作  者

2003 年春于清华园
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第1章  二次型和实对称矩阵的相合

1.1  理 论 脉 络

本章内容可概括为以下 4 个问题 :

1  二次型的定义 ,二次型和实对称矩阵的 1-1对应关系

定义 1  一个系数在数域 F中的 n 个变数 x1 , x2 ,⋯ , xn 的二

次齐次多项式

Q( x1 , x2 ,⋯ , xn ) = a11 x
2
1 + 2 a1 2 x1 x2 +⋯ + 2 a1 n x 1 xn +

              a22 x
2
2 +⋯ + 2 a2 n x 2 xn +

⋯ + ann x2
n

称为数域 F上的一个 n 元二次型 .

令 ai j = aj i ,因为 x i x j = x j x i ,故可以把上述定义中的上三角

形式写成矩阵形式 (即把非平方项分一半到左下角 ) .记 A= ( aij ) ,

x= ( x1 , x2 ,⋯ , xn )
T

, 则可用矩阵乘法把二次齐次多项式表示出

来 ,即有

Q( x1 , x2 ,⋯ , xn ) = a11 x
2
1 + a12 x1 x2 +⋯ + a1 n x 1 xn +

a21 x2 x1 + a22 x
2
2 +⋯ + a2 n x 2 xn +

⋯ +

an1 xn x 1 + an2 xn x2 +⋯ + ann x
2
n

= ∑
n

i , j = 1

ai j x i x j = ∑
n

i = 1

xi ∑
n

j = 1

aij x j = xT Ax . ( 1)

由 ai j = aj i ,知 AT
= A,故 A是对称矩阵 .当 F = R 时 , Q( x1 , x2 ,⋯ ,

xn )是实二次型 ,此时 A是实对称矩阵 ,我们主要讨论实二次型 .A

称为二次型的矩阵 ,它是由二次型中所有系数排成的 ,显然它是由



二次型惟一决定的 .

2  二次型化平方和的方法

从本质上说 ,二次型是 n维线性空间 V 到R 的映射 .把 x =

( x1 , x2 ,⋯ , xn ) T 看成是 V 中向量α在某组基ε1 ,ε2 ,⋯ ,εn 下的坐

标 ,则有 Q(α) = Q( x1 , x2 ,⋯ , xn ) = xT Ax .于是 ,与空间解析几何

中求有心二次曲面的标准方程类似 ,要再选一组基η1 ,η2 ,⋯ ,ηn ,

使二次型在此基下的表示为平方和 .设从基ε1 ,ε2 , ⋯ ,εn 到基

η1 ,η2 ,⋯ ,ηn 的过渡矩阵为 P ,则 P为可逆矩阵 ,且可形式地写为

η1 ,η2 ,⋯ ,ηn = ε1 ,ε2 ,⋯ ,εn P .

记α在这两组基下的坐标分别为 x , y,则它们之间有关系

x= Py . ( 2)

把可逆线性代换 x= Py代入 (1 )式中 ,得

Q(α) = Q( x1 , x2 ,⋯ , xn ) = xT Ax x= Py = ( Py)
T A( Py)

= yT PT APy= yT By

= Q1 ( y1 , y2 ,⋯ , yn ) .

这里 B= PT AP,它是二次型在新基η1 ,η2 ,⋯ ,ηn 下的矩阵 ,它与

二次型在基ε1 ,ε2 ,⋯ ,εn 下的矩阵 A 是相合的 .于是 ,二次型在可

逆线性代换下化为平方和的问题 ,就等价于实对称矩阵 A相合于

对角矩阵的问题 .即寻找可逆矩阵 P和对角矩阵 D使得

PT AP = D .

既然这两个问题等价 ,故在以下介绍的 3 个方法中 ,有的用“矩阵

的语言”叙述 ,有的用“二次型的语言”叙述 .

方法 1  主轴化方法

定理 1  对任意 n阶实对称矩阵 A ,总存在实正交矩阵 Q,使

得 Q- 1 AQ是对角矩阵 .

这里由 Q- 1
= QT

, 所以是正交相合对角矩阵 , 记 Q =

( t1 , t2 ,⋯ , tn ) ,及
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Q- 1 AQ=

λ1

λ2

w

λn

,

则 ti 满足 : Ati =λi ti ( i = 1 , 2 ,⋯ , n) ,即 Q的列都是 A的特征向量

(相互正交 ) .由此方法化平方和 ,先写出二次型 Q(α)的矩阵 A,然

后 : ( 1) 求 A的特征值 ; (2 )求 A的属于每个特征值λi 的特征向

量 ; ( 3)属于同一特征值的特征向量要施密特 ( Schmidt )正交化 .

注  主轴化方法是大块配方法和初等变换法不能替代的 ,比

如在二次曲面方程的化简中只能用主轴化方法 .因为是从直角坐标

系到直角坐标系的过渡矩阵 ,它一定是正交矩阵 ,见 1 .3 节例 3 .

方法 2  大块配方法

定理 2  每个二次型恒可通过可逆线性代换 x= Py化为平方

和 ,即

Q( x1 , x2 ,⋯ , xn ) x = Py =μ1 y2
1 +⋯ +μr y2

r -μr + 1 y2
r + 1⋯ -μr + s y2

r+ s ,

其中μi > 0 ( i = 1 , 2 ,⋯ , r + s) .这种表示称为二次型的标准形 .

这个定理的证明是对变量的个数作归纳法 .讨论 n个变数的

二次型时要分 4 种情况讨论 ,而其中最主要的有两种 :

(1 ) 若 a1 1 ≠ 0 , 则第一次把含 x1 的全配方进去 , 余下的是

n - 1个变量的二次型 ,再继续做下去 ,即有

   Q(α) = a11 x1 +
1

a11
( a12 x2 + ⋯ + a1 n x n )

2

-

1
a11
∑

n

j = 2

a1 j x j

2

+∑
n

i , j = 2

aij x i x j .

令
y1 = x1 +

a12

a11
x2 +⋯ +

a1 n

a11
xn ,

yi = xi ,     i = 2 ,⋯ , n .

也就是做可逆线性代换
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x1 = y1 -
a12

a11
y2 - ⋯ -

a1 n

a11
yn ,

xi = yi ,     i = 2 ,⋯ , n .

记 x= P1 y,则有

P1 =

1 -
a12

a11
⋯ -

a1 n - 1

a11
-

a1 n

a11

0 1 ⋯ 0 0

… … w … …

0 0 ⋯ 1 0

0 0 ⋯ 0 1

,

且有

P1
T AP1 =

a1 1 0 ⋯ 0

0 a′2 2 ⋯ a′2 n

… … …

0 a′n2 ⋯ a′n n

=
a11 0

0 An - 1

.

(2 ) 若 a11 = 0 ,但 a1 2≠0 ,则利用中学讲的平方差公式的原理

使之出现 y
2
1 项 .即令

x1 = y1 + y2 ,

x2 = y1 - y2 ,

xi = yi ,   i = 3 ,⋯ , n .

即 P1 =

1 1

1 - 1

1

w

1

,

则有

Q(α) x= P
1
y = 2 a1 2 ( y1 + y2 ) ( y1 - y2 ) +⋯

= 2 a1 2 y2
1 - 2 a1 2 y2

2 +⋯
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= Q1 ( y1 , y2 ,⋯ , yn ) ,

且 y1 的系数非零 ,归结为 ( 1)的情形 .

但对某些二次型 ,由于其系数的特殊性当 a11 = 0 , a12 ≠0 且同

时 a22 ≠0 时 ,可能经如上线性代换后不能保证 y
2
1 的系数不为 0 ,

如遇到这种情况 ,则要先做 1 , 2 行 (和列 )的对换 ,使 ( 1 , 1 )位的元

素不为 0 ,见 1 .2 节例 3 .

读者很容易把 a11 = 0 , a12 ≠0 推广为 a11 = 0 , a1 j≠0 ( j = 3 ,⋯ ,

n)的情况 ,见 1 .3 节例 2 .

方法 3  初等变换法

定理 3  对每个对称矩阵 A,存在一系列初等方阵 P1 ,⋯ , Ps ,

使得

PT
s ⋯PT

1 AP1⋯Ps =
d1

 w
  ds

= D .

由于在矩阵 A的左边乘一个初等矩阵 ,相当对 A做初等行变

换 ,在其右边乘初等矩阵相当对 A做初等列变换 .于是得到

PT
( A, I) = ( PT A, PT

)

在对 ( A, I)做每个行变
换时把列做相应的变换

PT AP, PT
= D, PT

,

(其中 P= P1 ⋯Ps )或

A

I
P =

AP

P

在对
A
I
做每个列变换

时把行做相应的变换 PT AP

 P
=

D

P
.

注意  因矩阵乘法有结合律 ,故可连续做几个行变换 ,再连续

做几个列变换 ,但行、列变换是一对 , 一对的不能漏掉某个列 (或

行 )变换 ,见 1 .3 节例 4 .

3  实对称矩阵的相合 ,相合关系把 n阶实对称矩阵分成

( n+1) ( n+2 )
2
类

关于如何判断两个实对称矩阵相合 ,有如下的一个定义和两
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个充分必要条件 .

两个 n阶实对称矩阵 A , B相合
d ef
存在可逆矩阵 P,使得 B= PT AP

� r1 = r2 ,且 s1 = s2 (正、负惯性指数分别相等 )

� ran kA= rank B, r1 - s1 = r2 - s2 (秩和符号差分别相等 ) .

其中 ri 和 si ( i = 1 , 2)分别为实对称阵的正、负惯性指数 , ri - si 称

为符号差 .

由于“相合”是一种等价关系 (具有自返性、对称性、传递性 ) ,

所以 n阶实对称矩阵的全体可以按“相合”进行等价分类 ,一共可

以分成多少类呢 ? 只要看全体 n阶实对称矩阵的“规范型”一共有

多少种即可 .

定理 4  对任意 n阶实对称矩阵 A ,总存在可逆矩阵 P,使得

PT AP =

Ir

- Is

0

.

此式称为矩阵 A的规范型 ,其中 r , s分别称为 A 的正、负项个数 ,

即正、负惯性指数 .由此知 :

当 r = 0 时 , s可以取 0 , 1 ,⋯ , n, 故共有 n + 1 类 ;

当 r = 1 时 , s可以取 0 , 1 ,⋯ , n - 1 , 共 n类 ;

⋯⋯

当 r = n时 , s = 0 , 只 1 类 .

所以相合分类共有

1 + 2 +⋯ + n + 1 =
( n + 1 ) ( n+ 2)

2
(类 ) .

在这些“类”中有 4 类是重要的 ,即

r = n,

s = 0;
 

r < n,

s= 0;
 

r = 0 ,

s = n;
 

r = 0 ,

s< n .
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它们分别称为正定、半正定、负定、半负定矩阵 .其中以正定矩阵为

重点 .

4  正定二次型的定义及判断二次型是否正定的充分必要条件

定义 2  若对任意α≠0 ,都有 Q(α) > 0 ,则称二次型 Q(α)是

正定的 .

定义 2′ 若二次型 Q(α) = xT Ax正定 ,则称实对称矩阵 A正

定 ,记为 A> 0 .

引理  设二次型经可逆线性代换 x= Py化为平方和 ,即

Q( x1 , x2 ,⋯ , xn ) x= Py = c1 y
2
1 +⋯ + cn y

2
n ,

则 Q( x1 , x2 ,⋯ , xn )正定的充分必要条件是 ci > 0 ( i = 1 , 2 ,⋯ , n) .

设 A是 n阶实对称矩阵 ,则 :

A正定
def

Q( x1 ,⋯ , xn ) = xT Ax > 0 ,对任意 x=

x1

…

xn

≠0成立

�正惯性指数是 n,负惯性指数是 0

�A的特征值全大于 0

�存在可逆矩阵 P,使 A= PT P(等价于 A相合于 I n )

�A的各阶顺序主子式 > 0

�A的所有主子式 > 0 .

实对称矩阵正定的定义和这 5 个充分必要条件在证明题中都

各自发挥作用 ,而若要判断一个给定的二次型是否正定 ,通常用充

要条件中的第 2 和第 4 条 ,特别是用第 4 条 ,即 A的各阶顺序主子

式 > 0是比较方便的 .

关于半正定、负定、半负定实对称矩阵的相应定理读者可自行

总结或见《高等代数学》 .

定理 5  设 A, B是 n 阶实对称矩阵 ,且 A正定 ,则存在可逆

矩阵 P,使得
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PT AP = In ,  PT BP = D(对角矩阵 ) .

定理 6  设 A, B均为 n 阶实对称矩阵 ,且 AB= BA,则存在正

交矩阵 Q和对角矩阵 D1 和 D2 ,使得

QT AQ= D1 ,  QT BQ= D2 .

我们将在例题中给出这两个定理的证明 ,同时也对具体矩阵

实践一下对角化的过程 ,即把证明题变成计算题 .这里我们要特别

强调的是定理 5 和定理 6 的不同 .从本质上来说定理 5 说的是两

个实对称矩阵同时相合于对角阵的问题 ,其条件是“A正定”;定理

6 是两个实对称矩阵同时相似于对角阵的问题 ,其条件是“AB =

BA”,即 A与 B乘法可交换 ,千万不要把它们混为一谈 .

1.2  典型题讲评

例 1  写出二次型 Q( x1 , x2 ,⋯ , xn ) = ∑
n - 2

i= 1

( xi - xi + 2 )2 的

矩阵 .

解  方法 1  由 ( xi - x i + 2 )
2

= x
2
i + x

2
i + 2 - 2 x i x i + 2 ,知有

Q( x1 , x2 ,⋯ , xn ) = ∑
n - 2

i = 1

( x i - x i + 2 )2

= ∑
n - 2

i = 1

x2
i +∑

n - 2

i = 1

x2
i + 2 - 2∑

n - 2

i = 1

xi x i + 2

= x
2
1 + x

2
2 +∑

n - 2

i = 3

2 x
2
i + x

2
n - 1 +

x
2
n - 2∑

n - 2

i = 1

xi x i + 2 .

故易得
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A=

 1  0 - 1

 0  1  0  w

- 1  0  2  w  w

 w  w  w  w  w

 w  w  2  0 - 1

 w  0  1  0

- 1  0  1

.

方法 2  做可逆线性代换

yi = xi - x i + 2 ,   i = 1 ,⋯ , n - 2 ,

yi = xi ,     i = n - 1 , n .

则有 Q( x1 , x2 ,⋯ , xn ) x= Py = yT
In - 2 0

0 0
y,  即有

PT AP=
In - 2 0

0 0
.

而由 y= P - 1 x,知

  P - 1
=

1 0 - 1

w w w

1 0 - 1

1 0

1

,

P - 1 T
=

1

0 w

- 1 w

w 1

0 1

- 1 0 1

.

故可算出
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    A = P- 1 T
In - 2 0

0 0
P - 1

=

 1  0 - 1

 0  1  0  w

- 1  0  2  w  w

 w  w  w  w  w

 w  w  2  0 - 1

 w  0  1  0

- 1  0  1

.

讲评  显然方法 1 比较好 .有的同学看到题目中已配成平方

和 ,就顺势做了可逆线性代换 ,事实上因阶数高 P- 1 较繁 ,故方法 2

加大了计算量 ,还是直接计算出系数较好 .

例 2  求正交线性替换 x= Py,把二次型

Q( x1 , x2 , x3 ) = 2 x1 x2 + 2 x1 x3 + 2 x2 x3

化为标准形 .

解  由题目要求 ,要用主轴化方法 .因

|λI - A| =

λ - 1 - 1

- 1 λ - 1

- 1 - 1 λ

=λ3 - 2λ- 3 = (λ+ 1 )2 (λ- 2) ,

故  λ1 = 2 ,  λ2 =λ3 = - 1 .

对λ1 = 2 ,解 (2 I - A) x= 0,得 x= c1 (1 , 1 , 1 )
T

.取

η1 =
1

3
( 1 , 1 , 1)

T
.

对λ2 , 3 = - 1 ,解 ( I + A) x = 0, 得 x = c2 ( 1 , - 1 , 0 )
T

+ c3 ( 1 ,

1 , - 2)
T

.取η2 =
1

2
( 1 , - 1 , 0)

T
,η3 =

1

6
( 1 , 1 , - 2)

T
.

令  P = (η1 ,η2 ,η3 ) ,则有

PT AP = diag {2 , - 1 , - 1 } ,
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即有

Q( x1 , x2 , x3 ) x= Py = 2 y
2
1 - y

2
2 - y

2
3 .

讲评  以上所做的可逆线性代换中 , P是正交矩阵 ,这是题目

的要求 .有的同学喜欢“初等变换法”,以为只要化标准形都可以用

该法 .应该指出的是二次型化标准形 ,其平方和的系数是不惟一的

(当然 ,正、负项的个数惟一 ) ,因 P的不同而异 .而正交线性代换

得出的平方和是惟一的———由系数矩阵 A的特征值构成 .于是 ,

有的同学又提出 :“那我先求特征值 ,然后用初等变换法化成对角

线上都是 A的特征值 ,得到的 P是否为正交矩阵呢 ?”下面以本题

为例说明之 .

( A, I) =

0 1 1 1 0 0

1 0 1 0 1 0

1 1 0 0 0 1

r2 + r2

c2 + c1

2 1 2 1 1 0

1 0 1 0 1 0

2 1 0 0 0 1
- r1 + r3

-
1
2

r1 + r2

- c1 + c3

-
1
2

c1 + c2

2  0  0  1  1 0

0 -
1
2
 0 -

1
2
 

1
2

0

0  0 - 2 - 1 - 1 1

 
2 r2

1

2
r3

 

 
2 c2

1

2
c3

 

2  0  0  1  1 0

0 - 1  0 -
1

2
 

1

2
0

0  0 - 1 -
1

2
-

1

2

1

2

,

故得

P1 =

1 -
1

2
-

1

2

1
1

2
-

1

2

0 0
1

2

.
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显见 P1 不是正交矩阵 ,它的列不是由 A的属于相应特征值的特

征向量构成 .从理论上来说 ,初等变换法所得到的 P1 满足

PT
1 AP1 = D

是相合变换 .改写上式得 AP1 = P - 1
1

T D;而主轴化方法得到的 P

满足

PT AP= D P - 1 AP = D,

是既相合又相似 ,即 P满足 AP = PD .故其列是 A的特征向量 ,故

只能走“求特征值 ,再求相应的特征向量”这条路 .

例 3  用配方法把二次型

Q( x1 , x2 , x3 ) = 2 x1 x2 - 2 x
2
2 + 2 x2 x3 + x1 x3

化为平方和 ,并写出所做的可逆线性替换 .

解  因 a11 = 0 ,而 a22 = - 2≠0 ,故先做可逆线性代换

y1 = x2 ,

y2 = x1 ,

y3 = x3 .

即 x=

0 1

1 0

1

y= P1 y,

从而得

Q( x1 , x2 , x3 ) x= P
1
y = - 2 y

2
1 + 2 y1 y2 + 2 y1 y3 + y2 y3

= - 2 y1 -
1
2

( y2 + y3 )
2

+
1
2

y
2
2 +

1
2

y
2
3 + 2 y2 y3

= - 2 y1 -
1
2

( y2 + y3 )
2

+
1
2

( y2 + 2y3 )2 -
3
2

y2
3

= - 2 z2
1 +

1
2

z2
2 -

3
2

z2
3 .

上面最后一个等号是做了可逆线性代换
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z1 = y1 -
1
2

y2 -
1
2

y3 ,

z2 =    y2 + 2 y3 ,

z3 = y3 .

即

y1 = z1 +
1
2

z2 -
1
2

z3 ,

y2 =    z2 - 2 z3 ,

y3 = z3 .

记 y= P2 z,则 x= P1 y= P1 P2 z= Pz,故知

P = P1 P2 =

0 1

1 0

1

1
1
2

-
1
2

0 1 - 2

0 0  1

=

0 1 - 2

1
1
2

-
1
2

0 0  1

,

且有

Q( x1 , x2 , x3 ) x= Py = - 2 z
2
1 +

1
2

z
2
2 -

3
2

z
2
3 .

讲评  此题虽满足 a11 = 0 ,而 a12≠0 ,按一般的程序可令

x1 = y1 + y2 ,

x2 = y1 - y2 ,

x3 = y3 .

使其出现 y2
1 的系数不为 0 ,但对此题 ,上法行不通 : 因把上述可逆

线性代换代入原二次型中得

Q( x1 , x2 , x3 ) = 2 ( y1 + y2 ) ( y1 - y2 ) - 2 ( y1 - y2 )2 +

2 ( y1 - y2 ) y3 + ( y1 + y2 ) y3

= - 4 y2
2 + 4 y1 y2 + 3 y1 y3 - y2 y3 ,
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y2
1 的系数仍为 0 ,这是由 a12和 a22系数的特殊关系造成的 .故遇到

这种情况 ,要先做 1 , 2 行和 1 , 2 列的对换 ,使 (1 , 1 )位的元素不等

于 0 , (即用变换使 x1 , x2 互换位置 )再进行配方 .同理 ,若 a1 1 = 0 ,

而 a1 j≠0 ,且 ajj≠0 若 2 a1 j + aj j = 0 ,也得先做 1 , j 行 (和列 )的对

换才行 .

例 4  用配方法将二次型

Q( x1 , x2 , x3 , x4 ) = x2
1 + 3 x2

2 + 4 x2
4 + 4 x1 x2 - 2 x1 x4 -

2 x2 x3 - 6 x2 x4 + 2 x3 x4

化为标准形 ,并用矩阵的相合验证结果 .

解  用大块配方法 ,即第一次把含 x1 的项全拿来一起配方 ,有

Q( x1 , x2 , x3 , x4 ) = ( x1 + 2 x2 - x4 )
2

- x
2
2 + 3 x

2
4 -

2 x2 x3 - 2 x2 x4 + 2 x3 x4

= ( x1 + 2 x2 - x4 )2 - ( x2 + x3 + x4 )2 +

x2
3 + 4 x2

4 + 4 x3 x4

= ( x1 + 2 x2 - x4 )2 - ( x2 + x3 + x4 )2 +

( x3 + 2 x4 )2 ,

故做可逆线性代换

y1 = x1 + 2x2   - x4 ,

y2 = x2 + x3 + x4 ,

y3 = x3 + 2 x4 ,

y4 =   x4 .

也就是

x1 = y1 - 2 y2 + 2 y3 - y4 ,

x2 = y2 - y3 + y4 ,

x3 = y3 - 2 y4 ,

x4 =    y4 .
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即 P=

1 - 2 2 - 1

0 1 - 1 1

0 0 1 - 2

0 0 0 1

.

则有 Q( x1 , x2 , x3 , x4 ) x= Py = y2
1 - y2

2 + y2
3 ,且易验证

PT AP =

1 0 0 0

- 2 1 0 0

2 - 1 1 0

- 1 1 - 2 1

1 2 0 - 1

2 3 - 1 - 3

0 - 1 0 1

- 1 - 3 1 4

·

1 - 2 2 - 1

0 1 - 1 1

0 0 1 - 2

0 0 0 1

=

1 2 0 - 1

0 - 1 - 1 - 1

0 0 1 2

0 0 0 0

1 - 2 2 - 1

0 1 - 1 1

0 0 1 - 2

0 0 0 1

= diag{1 , - 1 , 1 , 0} .

讲评  这里用的是大块配方法 ,即若 a11 ≠0 , 则第一次把含

x1 的项全拿来一起配方 , 再若 a′2 2≠0 , 则把含 y2 的项全配方 , 依

此类推 ,这样能保证所做的是可逆线性代换 ,即 x= Py中的 P 是

可逆矩阵 .这是与中学的配方不同的 ,同学们一定要注意 ,否则会

出现错误 .下面就是一个反例 : 有人用如下的配方做本题得到

Q( x1 , x2 , x3 , x4 ) = 2 ( x1 + x2 )
2

- ( x1 + x4 )
2

+

( x2 - x3 - 3 x4 )
2

- ( x3 + 2 x4 )
2

,

于是令
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y1 = x1 + x2 ,

y2 = x1     + x4 ,

y3 =   x2 - x3 - 3 x4 ,

y4 =     x3 + 2 x4 .

写成矩阵形式为

y=

1 1 0 0

1 0 0 1

0 1 - 1 - 3

0 0 1 2

x= P- 1 x .

显然 ,以上代换的系数矩阵各行之间满足 r1 - r2 - r3 = r4 ,故其不

可逆 , P- 1只是摆样子而已 ,无法求出 P .由此错误导致二次型的标

准形误为 2 y
2
1 - y

2
2 + y

2
3 - y

2
4 ,即出现两正 , 两负 .而由正确解法知

它应为两正 ,一负才对 .我们在 1 .1 节中已说过 , x= Py相当于一

个向量在不同基下的坐标 , P是两组基之间的过渡矩阵 ,故它必须

是可逆的 ,由这个反例可以看出如不可逆就改变了二次型的类型 .

这是绝不容许的 .

例 5  设 A是一个 n 阶实对称矩阵 ,如果对任意 n维向量 x,

有 xT Ax= 0 ,那么 A= 0 .

证  方法 1  记 A = ( aij ) n× n ,由于对任意 x,有 xT Ax = 0 , 于

是 ,分别取

xi = (0 ,⋯ , 0 , 1 , 0 ,⋯ ,0 )
T

,   i = 1 ,⋯ , n,

得 xT
i Axi = aii = 0 ,故 aii = 0( i = 1 ,⋯ , n) ;再分别取

xij = ( 0 ,⋯ , 0 , 1 , 0 ,⋯ , 0 , 1 , 0 ,⋯ , 0 )
T

,  1≤ i < j≤ n,

得 xT
ij Axi j = aii + aj j + 2 ai j = 0 ,于是得 aij = 0( i≠ j) .得证 .

方法 2  先把二次型化为平方和 ,再选特殊的变量 ,即有

xT Ax x= Py = yT PT APy= d1 y2
1 +⋯ + dn y2

n .

由 P可逆 ,故对任意 x,有 xT Ax= 0 转化为对任意 y有 yT By= 0 .
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分别取

yi = ( 0 ,⋯ ,0 ,1 ,0 ,⋯ , 0) T ,  i = 1 ,⋯ , n,

得  0 = yT
i Byi = di ,知 di = 0 ( i = 1 ,⋯ , n) .于是得 B= 0 ,从而有

A= P - 1 T 0P - 1
= 0 .

讲评  上面两个证法都可以 ,繁易相当 .这道题的本质是 : 若

一个二次型的值永远为 0 ,那么其对应的矩阵为零矩阵 .有的同学

采用如下的证法 :“因对任意 x,有 xT Ax = 0 , 故 Ax = 0 .又此式对

任意 x成立 ,故得 A= 0 .”这等于没证 ,重复原命题 .不错 ,从线性

方程组的理论看 : 若对任意 x有

Ax= 0  或  xT B= 0

都可以得到 A= 0或 B= 0(因解空间为 n维 ,故其系数矩阵的秩为

0)也就是说分别取 xi = ( 0 ,⋯ , 0 , 1 , 0 ,⋯ , 0 ) T ( i = 1 ,⋯ , n)代入方

程中计算 ,就可得 A的列或 B的行均为零 .但对任意 x,由

xT Ax= 0
不能推出

Ax= 0 .

因当 xT
变时 Ax也在变 ,故不能用线性方程组的理论 .事实上 ,由

证法 1 知 ,当 xi = (0 ,⋯ , 0 , 1 , 0 ,⋯ , 0 ) T 时 ,只能得到 aii = 0 .故该

证法不可取 .

例 6  已知二次型 Q( x1 , x2 , x3 ) = 2 x2
1 + 3 x2

2 + 3 x2
3 + 2 t x2 x3

( t > 0 ) ,通过正交线性替换化为 Q(α) = 2 y2
1 + y2

2 + 5 y2
5 .

(1 ) 求 t及正交线性替换的正交矩阵 ;

(2 ) 证明在条件 x
2
1 + x

2
2 + x

2
3 = 1 下 , Q(α)的最大值为 5 .

解  (1 ) 由已知得 : 2 , 1 , 5 是二次型的矩阵 A的 3 个不同的

特征值 ,而

A=

2

3 t

t 3

=
2

A2

.

于是知 1 , 5 应为 A2 的特征值 ,即是 λI - A2 = 0 的根 .由
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I - A2 =
- 2 - t

- t - 2
= 4 - t

2
= 0 ,

得 t =±2 .而要求 t > 0 ,故 t = 2 为所求 .由此知

A2 =
3 2

2 3
.

解 ( I - A2 ) x= 0,得 x= c1 (1 , - 1 ) T ,取 x2 =
1

2
(1 , - 1 ) T ;

解 (5 I - A2 ) x= 0,得 x= c2 ( 1 , 1)
T

,取 x3 =
1

2
( 1 , 1)

T
.

令 Q= x2 , x3 ,则有 QT A2 Q=
1

5
,于是令

P =
1

Q
=

1  0 0

0  
1

2

1

2

0 -
1

2

1

2

,

则有

Q( x1 , x2 , x3 ) x = Py = 2 y2
1 + y2

2 + 5 y2
5 .

(2 ) 当 x
2
1 + x

2
2 + x

2
3 = 1 时 ,有

y2
1 + y2

2 + y2
3 = yT y= yT PT Py= xT x= x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1 ,

故得

Q(α) x= Py = 2 y2
1 + y2

2 + 5 y2
3≤5( y2

1 + y2
2 + y2

3 ) = 5 ,

等号当且仅当 y1 = y2 = 0 , y3 =±1 时成立 ,即

x= Py=± 0 ,
1

2
,

1

2

T

时二次型达到最大值 5 .

讲评  在问题 (1 )中我们采用了一些小技巧 ,①没有去计算 A

的特征多项式再定 t的值 ,而是充分利用 A中元素的特点 ,大大简
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化了计算过程 ;②也没有去算 A的特征向量 ,通过算 A2 的特征向

量 ,找出了正交矩阵 P .另外 ,通过证明本题的结论 ( 2 ) ,读者可以

思考这样两件事 : ①二次型的最小值是什么 ? 在 x为何变量时达

到此最小值 ;②对任意二次型是否都有这样的结论 : A的最小 ,最

大特征值分别为二次型的最小、最大值 ? 如果这样去思考 ,并去解

决了 ,那么做一道题就等于做了 3 道题 , 对问题的理解也就深

刻了 .

例 7  设 A, B均为 n阶实对称矩阵 ,其中 A正定 ,证明 : 当实

数 t充分大时 , tA + B亦正定 .

证  首先 ,对任意 t,均有 ( tA + B)
T

= tA + B, 故 tA + B为实

对称矩阵 .又由 A正定 ,故存在可逆矩阵 P,使

PT AP = I ,  PT BP= D= diag { d1 ,⋯ , dn } .

于是有

PT ( tA + B) P = tPT AP + PT BP = diag { t + d1 , ⋯ , t + dn } ,

所以当 t > max | di |时 , t + di > 0( i = 1 ,⋯ , n) ,从而有 tA + B正定 .

讲评  此证法主要是用定理 5 ,即 A, B同时相合于对角阵 .由

证明过程 ,还可以得到当 t < - max | di |时 , t + di < 0( i = 1 ,⋯ , n) ,

于是得 t充分小时 , tA + B负定 .又当 A = I 时 ,设 B的特征值为

λ1 ,⋯ ,λn ,则当 t < - max |λi |时 , tI + B负定 .

例 8  设 A, B均为 n 阶正定实对称矩阵 , 且 AB = BA, 证明

AB也是正定实对称矩阵 .

证明  方法 1  由 AB= BA,得 ( AB)
T

= BT AT
= BA= AB,故

知 AB是实对称矩阵 .又由定理 6 ,知 A, B可同时正交相似于对角

矩阵 ,即存在正交矩阵 Q,使

QT AQ= diag{λ1 ,⋯ ,λn } ,  其中λi > 0 ,

QT BQ= diag {μ1 ,⋯ ,μn } ,  其中μi > 0 .

于是有

QT ABQ= QT AQQT BQ= diag{λ1μ1 ,⋯ ,λnμn } ,
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且有λiμi > 0 ( i = 1 ,⋯ , n) ,故 AB的特征值均正 ,所以 AB正定 .

方法 2  设λ为 AB的特征值 , x为相应的特征向量 ,即有

ABx=λx .

左乘 A- 1
得

Bx=λA - 1 x;

再左乘 xT
,有

xT Bx=λxT A - 1 x . ( 1)

由 A> 0 ,知 A - 1
> 0 ,又 B> 0 ,故对任意 x≠0,均有

xT Bx> 0 ,  xT A - 1 x> 0 .

代入 (1 )式得λ> 0 ,又 ( AB)
T

= AB,即 AB为对称矩阵 ,故知 AB为

正定实对称矩阵 .

方法 3  AB为实对称矩阵同前证明 .以下用两个思路证 AB

的特征根均正 .

思路 1  由 A> 0 , B> 0 ,知存在可逆矩阵 P, Q使

A= PT P,  B= QT Q .

于是有

AB= PT P QT Q= Q- 1 Q PT P QT Q = Q- 1 QPT PQT Q,

也就是说 AB相似于 QPT PQT
,而后者可写为

QPT PQT
= PQT T PQT

.

又 PQT 为可逆矩阵 ,故 QPT PQT 是正定实对称矩阵 ,其特征值皆

大于 0 .因相似的矩阵有相同的特征值 ,所以知 AB的特征值全为

正 ,故 AB> 0 .

思路 2  由于对任意 n阶矩阵 M , N有

det λI n - MN = det λI n - NM ,

(用分块矩阵的初等变换可证 ,类似于 det ( Im - AB) = det ( In -

BA)的证明 )这里取 M = PT
, N= PQT Q,即有

λIn - AB = λI n - PT PQT Q = λIn - PQT QPT ,

故知 AB与 PQT QPT = QPT T QPT 的特征值相同 .而后者为正定 ,
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其特征值全为正 ,故 AB为正定实对称矩阵 .

讲评  (1 ) 此题中证 AB为实对称矩阵的步骤不能少 ,这由

条件 AB= BA可以充分地证出 ,有的同学没用上这个条件就得出

结论了 ,肯定哪一步出了问题 .

(2 ) 若没有 AB= BA的条件 ,不能保证 AB为对称矩阵 ,从而

也谈不上正定 .如

A=
1 0

0 2
,  B=

1 1

1 4
,

显然有 A > 0 , B > 0 , 但 AB =
1 1

2 8
, 不是对称矩阵 , 故非正

定矩阵 .

(3 ) 由证法 2 , 3 知有结论 :“若 A> 0 , B> 0 ,则 AB的特征值

必大于 0 .”

例 9  设 A为 n 阶实对称矩阵 ,且 detA< 0 ,证明存在实非零

向量 x0 ,使 xT
0 Ax0 < 0 .

证  方法 1  设λ1 ,λ2 ,⋯ ,λn 为 A的特征值 ,则由

detA=λ1·λ2·⋯·λn < 0 ,

(λi 为实数 )知必有某个λi < 0 .不妨设λn < 0 ,且取 x0 为 A的属于

特征值λn 的单位化特征向量 ,则有

xT
0 Ax0 = xT

0λn x0 =λn xT
0 x0 =λn < 0 .

方法 2  (反证法 )若对所有的实非零向量 x,都有 xT Ax≥0 ,

则 A是半正定的 .于是知 A的所有主子式≥0 ,与已知 detA< 0 矛

盾 ,故必存在 x0 ,使 xT
0 Ax0 < 0 .

方法 3  因 detA< 0 ,故 A可逆 ,即 rank A= n .由定理 4 ,知存

在可逆矩阵 P,使得

PT AP=
Ir

- In - r

.

若 r = n,则 A> 0 ,于是得 detA> 0 ,与已知 | A| < 0 矛盾 ,故必 r <
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n .令 y0 = (0 ,⋯ , 0 , 1) T ,即

取 x0 = Py0 = p1 n ,⋯ , pnn
T ,则有

xT
0 Ax0 = yT

0 PT APy0 = yT
0

Ir

- In - r

y0 = - 1 < 0 .

讲评  由已知条件 A为实对称矩阵 ,且 | A | < 0 ,可以得到 (或

联想到 )以下信息 :

(1 ) 由 detA =∏
n

i = 1

λi < 0 ,知必有 i使λi < 0(因λi 均为实数 ) ;

  (2 ) A非正定 (因 | A| < 0) ,故不可能对所有的非零 x, xT Ax> 0;

(3 ) r( A) = n,故 A的规范型中正 ,负项数之和为 n(即对角线

上元素均非 0) .

把这些思路理清 ,写完全就分别得到上述的 3 个方法 .

例 10  设 xT Ax是一个 n 元实二次型 ,若有 n维实向量 x1 和

x2 ,使得 xT
1 Ax1 > 0 , xT

2 Ax2 < 0 ,试证明存在 n 维实向量 x0 , 使得

xT
0 Ax0 = 0 .

证  方法1  由已知存在向量 x1 , x2 使 xT
1 Ax1 > 0 , xT

2 Ax2 < 0 ,

知二次型的规范型中既不可能全是正项 ,也不可能全是负项 ,故存

在可逆线性代换 x= Py,使

xT Ax x= Py = y2
1 +⋯ + y2

r - y2
r+ 1 - ⋯ - yr + s ,

且 r≠0 , s≠0 .令 y0 = ( 1 , 0 ,⋯ ,0 ,1 ,0 ,⋯ , 0)
T

,则

x0 = Py0 = p11 + p1 r + 1 ,⋯ , pn1 + pn r + 1
T≠0

(因 P是可逆矩阵 ,它的第 1 列和第 r + 1 列不成比例 ) ,且有

xT
0 Ax0 = Py0

T APy0 = yT
0 PT AP y0 = 0 .

方法 2  由于对任意λ∈R 有

 x1 +λx2
T A x1 +λx2 = xT

1 Ax1 + 2λ xT
1 Ax2 +λ2 xT

2 Ax2 . ( 2)

显然 ,右边是λ的二次三项式 ,其判别式是

Δ= 4 xT
1 Ax2

2 - 4 xT
2 Ax2 xT

1 Ax1 > 0 ,
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所以 ,该二次三项式有两个不等的实根λ1 ,λ2 ,由此知

x1 +λ1 x2≠ x1 +λ2 x2  (注意 x2≠0) .

取 x0 为它们中不等于 0的一个向量 ,如取 x0 = x1 +λ1 x2 ,则

由 (2 )式知 xT
0 Ax0 = 0 .

方法 3  显见二次型 xT Ax是 n个变数 x1 , x2 ,⋯ , xn 的连

续函数 , 又在“两点”上函数值异号 因
xT

1

‖ x1 ‖
A

x1

‖ x1 ‖
> 0 ,

xT
2

‖x2‖
A

x2

‖x2‖
< 0 ,而‖x‖ = 1 = xT x = x2

1 + x2
2 + ⋯ + x2

n 是一

个 n维闭球 ,故由中值定理知 ,必有 x0 且‖x0 ‖ = 1 ,使 xT
0 Ax0 = 0 .

讲评  由二次型值可正 ,可负 ,知其不可能是正定、半正定、负

定、半负定二次型 .故方法 1 是容易想到的 .方法 2 是比较巧的 ,主

要用到二次三项式的知识 .方法 3 是用到微积分的结论 :“闭区间

上的连续函数 f ( x) ,若有 f ( a) > 0 , f ( b) < 0 ,则存在 c∈[ a, b] ,使

f ( c) = 0 .”是这一结论在 n维空间的推广 .

例 11  设 A为 n 阶实对称矩阵 ,若 A2 = I ,证明 : A+ I 为半

正定矩阵或正定矩阵 .

证  方法 1  设λ为 A的特征值 ,则由 A2 = I,可知λ2 = 1 ,故

λ=±1(因 Ax=λx,所以 x= A2 x = Aλx =λ
2 x�λ2 = 1 ) .又由 A为

实对称矩阵 ,故可正交相合于对角矩阵 ,即存在正交矩阵 P,使

PT AP = diag {1 ,⋯ , 1 , - 1 ,⋯ , - 1 } .

于是有

PT
( A+ I) P= PT AP+ PT P= diag{2 ,⋯ , 2 , 0 ,⋯ , 0} .

当 r < n时 , A+ I为半正定矩阵 ;当 r = n时 , A+ I 为正定矩阵 (其

中 r为 A的正惯性指数 ) .

方法 2  因 ( A+ I) ( A + I) = A2
+ 2A + I = 2 ( A + I ) ,且 ( A +

I) T = AT + I = A+ I,故有

( A+ I) =
1

2
( A+ I)

T
1

2
( A+ I) = QT Q,
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于是得 ( A+ I)为半正定或正定矩阵 ,当 detQ≠0 ,即 det ( A+ I)≠0

时 , ( A+ I)为正定矩阵 .

讲评  方法 1 主要有两个要点 : ( 1 ) A是实对称矩阵 ,故 A

可正交相合 (相似 )于对角矩阵 ,对角矩阵的对角元由 A的特征值

组成 ;那么接下来的问题就是 A的特征值是什么 ? ( 2) 由 A2
= I

知λ
2

= 1 ,可以推广证明 ,设 Ax=λx,则对任意 f ( x)∈ F[ x] ,有

f ( A) x= f (λ) x .

方法 2 用的是实对称矩阵 M半正定 (正定 )的充要条件是存在 (可

逆 )矩阵 Q,使 M= QT Q .若不用这个定理 ,直接用定义证明也行 ,

即对任意 x≠0,有

xT ( A+ I) x= xT 1

2
( A+ I)

T 1

2
( A+ I) x= yT y≥0 .

例 12  设 A为 n 阶实对称正定矩阵 ,如果 A - I为正定矩阵 ,

证明 : I - A - 1
亦为正定矩阵 .

证  由 A> 0 ,知 A的特征值λi > 0 ( i = 1 ,⋯ , n) , 且存在正交

矩阵 P,使得

PT AP= diag {λ1 ,⋯ ,λn } .

于是有

PT ( A - I) P = P - 1 ( A - I) P= P - 1 AP - I

= diag{λ1 - 1 ,⋯ ,λn - 1} .

因 A - I > 0 ,故λi - 1 > 0 ,即λi > 1( i = 1 ,⋯ , n) .又 A - 1的特征值为

1
λi

,由上得
1
λi

< 1 ( i = 1 ,⋯ , n) .而显然有

P
- 1

( I - A - 1
) P = I - P - 1 A - 1 P= diag 1 -

1
λ1

,⋯ , 1 -
1
λn

.

由 1 -
1
λi

> 0 ,得 I - A- 1
必为正定矩阵 .

讲评  (1 )此题主要用到 A是正定矩阵 ,则 A的特征值λi > 0 ,
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A- 1
也 是 正 定矩 阵 , 且 A - 1

的 特 征 值为
1
λi
由 P- 1 AP =

diag{λ1 ,⋯ ,λn } ,得 P- 1 A- 1 P= diag
1
λ1

,⋯ ,
1
λn

.( 2 )此题可推广

为把 I换为任意正定实对称矩阵 B ,即 : 设 A, B均为 n 阶正定实

对称矩阵 ,若 A - B为正定矩阵 ,则 B- 1
- A- 1
亦为正定矩阵 .其证

明过程类似 ,叙述如下 :

因 B为正定矩阵 ,故由定理 5 ,存在可逆矩阵 P,使得

PT BP= I,  PT AP=

d1

d2

w

dn

. ( 1)

由 A> 0 ,知 di > 0( i = 1 ,⋯ , n) .又

PT ( A - B) P= diag{ d1 - 1 ,⋯ , dn - 1} ,

再因 A - B> 0 知 ,应有 di - 1 > 0 ,即 di > 1 ( i = 1 ,⋯ , n) .

由 (1 )式可得

P- 1 B - 1 P- 1 T = I,  P- 1 A- 1 P- 1 T =

1
d1

1
d2

w
1
dn

.

令 Q= P- 1 T ,则有

QT B- 1 - A - 1 Q= diag 1 -
1
d1

,⋯ , 1 -
1
dn

.

因 di > 1 ,故
1
di

< 1 ,即 1 -
1
di

> 0( i = 1 ,⋯ , n) .于是知 B - 1 - A - 1 为

正定矩阵 (其正惯性指数为 n) .
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注  推广的命题与原习题的区别 ,前者用的是正交矩阵 ,因 I

与 A同时相合于对角阵 .要保持 I 不变 .必须用正交矩阵 ;后者是

A, B同时相合于对角矩阵 (要把 B化为 I ,必用可逆矩阵 )用的是

可逆矩阵 .

例 13  设 A是 m× n阶实矩阵 , m < n,证明 : AAT 为正定矩

阵的充要条件是 rank ( A) = m .

证  � (充分性 )由已知 AAT 是 m阶实矩阵 ,且有

AAT T
= AAT

,

故 AAT 是实对称矩阵 .

又对任意 x≠0, AT x≠0 (因 r ( A) = r ( AT
) = m,故 AT

的列向

量线性无关 , 所以不存在不全为 0 的数 x1 , x2 , ⋯ , xn 使 x 1 a1 +

x2 a2 +⋯ + xnan = 0,其中 ai 是 AT 的第 i列 ) ,故有

xT AAT x= AT x T AT x > 0 ( 1)

即知 AAT
是正定矩阵 .

� (必要性 )由 AAT
是正定矩阵 ,知对任意 x(≠0)∈R

n
均有

xT ( AAT ) x= ( AT x) T ( AT x) > 0 . ( 2)

此时 AT x≠0(因若 AT x= 0 ,则上式值为 0 ) ,即 AT x = 0只有零解 ,

故 r ( AT ) = m→ r ( A) = m .

讲评  此题的本质是 ,对任意 x∈R
n
,均有

xT ( AAT ) x= ( AT x) T ( AT x)≥0 ,

且

等号成立�x= 0   (看 ( 1)式 ,也即等价于 AAT > 0 )

�AT x= 0 (看 ( 2)式 ,是向量 AT x的模平方 ) ,

故 AAT > 0�AT x= 0当且仅当 x= 0� r( AT ) = m .

例 14  设 A为 n 阶实对称正定矩阵 ,证明存在上三角矩阵

R,使

A= RT R .

证  方法1  因 A> 0 ,故存在可逆矩阵 P,使 A= PT P .又由于

62 第 1 章  二次型和实对称矩阵的相合



对任意可逆矩阵都有 QR分解 ,即存在正交矩阵 Q和上三角矩阵

R,使得 P = QR .于是得

A= PT P= ( QR) T ( QR) = RT R (因 QT Q= In ) .

方法 2(归纳法 )  对 A的阶数用归纳法 .当 n= 2 时 ,设

A=
a11 a12

a21 a22

,  其中 a12 = a21 ,

则有

1 0

-
a12

a11
1

a11 a12

a21 a22

1 -
a12

a11

0 1

=

a11 0

0 a22 -
a12 a21

a11

,

故得

A=

1 0

a12

a11
1

a1 1

a1 2 a2 2 - a
2
12

a11

2

1
a12

a11

0 1

= RT R,

其中

R=

a11

a12 a22 - a2
12

a1 1

1
a12

a11

0 1

是上三角矩阵 .

假设对 n - 1 阶矩阵结论成立 ,则当 A为 n 阶矩阵时 ,设

A=
An - 1 β

βT an n

,

其中 An - 1为 n - 1 阶正定实对称矩阵 .由归纳假设 ,存在上三角矩

阵 Rn - 1 ,使

An - 1 = RT
n - 1 Rn - 1 .

取

P =
In - 1 - A - 1

n - 1β

0 1
,
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则 PT AP =
An - 1 0

0 ann -βT A- 1
n - 1β

.

记 b= ann -β
T A - 1

n - 1β,则 b> 0 ,且有

  A = P- 1 T
RT

n - 1 Rn - 1 0

0 b
P - 1

= P- 1 T
RT

n - 1 0

0 b

Rn - 1 0

0 b
P - 1 = RT R,

其中

R=
Rn - 1 0

0 b
P - 1 =

Rn - 1 Rn - 1 A - 1
n - 1β

0 b

是上三角矩阵 .

讲评  从理论上来说方法 1 很漂亮 ,它是两个定理的联合使

用 .但正因为它用了两个定理的结果 ,而忽视了它们丰富的内涵 .

在这里不利于理解这个命题的本质 , 也不易具体计算 : 给一个具

体的正定实对称矩阵 ,怎么去找 R,使 A= RT R .方法 2 虽然书写较

长 ,但恰恰可以给人以启迪从本质上去理解这个命题 ,且给出计算

方法 .进一步的分析见 1 .3 节例 1 .

例 15  设 α1 ,α2 ,⋯ ,αm 为 n 维向量 ,定义 (αi ,αj ) =α
T
iαj ,证

明矩阵

G=

(α1 ,α1 ) (α1 ,α2 ) ⋯ (α1 ,αm )

(α2 ,α1 ) (α2 ,α2 ) ⋯ (α2 ,αm )

… … …

(αm ,α1 ) (αm ,α2 ) ⋯ (αm ,αm )

为正定实对称矩阵的充分必要条件是α1 ,α2 ,⋯ ,αm 线性无关 .

证  方法 1  由已知条件中 (αi ,αj ) = α
T
iαj , 知这里 αi ∈

R
n

.记
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AT = (α1 ,⋯ ,αm ) ,  即 A=

α
T
1

…

α
T
m

,

则有 G= AAT ,于是由例 13 知

G> 0� r( A) = r( AT ) = m�α1 ,⋯ ,αm 线性无关 .

方法 2  � (必要性 )用反证法 .当 G> 0 时 ,有 detG> 0 .此时

若有α1 ,⋯ ,αm 线性相关 ,则其中必有某个αi ( 1≤ i≤m)可由其余

m - 1 个向量线性表出 ,于是由内积的线性性 ,知 G的第 i 行也可

以由其余 m - 1 行线性表出 , 即 G的行线性相关 , 故 detG = 0 , 这

与 det G> 0 矛盾 ,故必有α1 ,⋯ ,αm 线性无关 .

�(充分性)当α1 ,⋯ ,αm 线性无关时,把它扩充为 V = R
n
的一组基

α1 ,⋯ ,αm ,αm + 1 ,⋯ ,αn ,

则由基向量的内积排成的矩阵

M =

(α1 ,α1 ) ⋯ (α1 ,αn )

… …

(αn ,α1 ) ⋯ (αn ,αn )

=
G D

D B

是内积的度量矩阵 (在基α1 ,⋯ ,αm ,αm + 1 ,⋯ ,αn 下 ) , 故它是正定

矩阵 ,于是 M的各阶顺序主子式均正 ,从而知矩阵 G的各阶顺序

主子式均大于 0 ,故知 G> 0 .

讲评  ( 1 ) 因本题的已知条件中给出了αi∈Rn ,故很容易将

G写成 G = AT A的形式并联想到例 13 .利用 13 题的结论或仿 13

题的证明过程都很容易得出结论 ,所以方法 1 是指用这些内容 .

(2 ) 方法 2 也适合于αi∈ Vn ( F) ,而 V 是任意欧几里得空间

的情况 .因其没用到内积的表达式 ,只是用到定义 .故把条件 (αi ,

αj ) =α
T
iαj 去掉结论仍成立 .

(3 ) 若把内积的定义改为 (αi ,αj ) =α
T
i Aαj (即 A是内积在自

然基下的度量矩阵 ,则 A是正定矩阵 ) ,且记 B= (α1 ,α2 ,⋯ ,αm ) ,

则有
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G=

α
T
1

…

α
T
m

A(α1 ,α2 ,⋯ ,αm ) = BT AB .

于是结论变为

G= BT AB为正定矩阵�α1 ,α2 ,⋯ ,αm 线性无关� r( B) = m .

也就是说有 : 当 A为正定实对称矩阵时 ,有

BT AB为正定矩阵�是 r( B) = m .

这是 1999 年考研题中数学试卷 (一 )中一道 6 分题 .由上它至少有

两种解法 .

例 16  设 A 为 n 阶实对称正定矩阵 , x 为任意 n 维向

量 ,证明 :

0 xT

x A

为负定二次型 .

证  取 P =
1 - xT A- 1

0 In

,则有

1 - xT A- 1

0 In

0 xT

x A
=

- xT A - 1 x 0

x A
.

上式等号两边取行列式 ,因 det P= 1 ,故得

Q( x1 , x2 ,⋯ , xn ) =
0 xT

x A
= - ( xT A- 1 x) | A| < 0

对任意 x≠0成立 (由 A为正定矩阵知 A - 1
也是正定矩阵 , | A | >

0 , xT A - 1 x> 0 ) ,故 Q( x1 , x2 ,⋯ , xn )是负定二次型 .

讲评  (1 ) 二次型 Q( x1 , x2 , ⋯ , xn )由一个矩阵的行列式的

形式给出 ,这是一个分块矩阵 ,这个二次型的对应实对称矩阵是什

么要经过计算才知道 ,由以上过程知该矩阵为 - | A | A - 1 , 所以千

万不能不动脑筋 ,上来就认为 A是它的对应矩阵 .

(2 ) 若 A和 0 对换位置 ,则结论仍成立 ,即
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f ( x1 , x2 ,⋯ , xn ) =
A x

xT 0
< 0 .

(3 ) 关于解题思路 ,在看清已知的二次型是用一个分块矩阵

的行列式给出时 ,要算出这个行列式 ,就要联想到行列式的计算方

法 ,用初等变换化为准上 (下 )三角矩阵、准对角矩阵都可以容易算

出行列式值 .这里是化为准下三角矩阵 .

例 17  证明定理 5 .

证  由 A > 0 , 故存在可逆矩阵 P1 , 使 PT
1 AP1 = In , 记 B1 =

PT
1 BP1 ,则因 B1 仍是实对称矩阵 ,所以必存在正交矩阵 Q,使得

QT B1 Q= diag{μ1 ,μ2 ,⋯ ,μn } = D,

故取 P = P1 Q,则有

PT AP = QT PT
1 AP1 Q= QT InQ = In ,

PT BP = QT B1 Q= D .

讲评  这个定理的证明过程是可“操作”的 ,即给出具体的 A,

B只要满足题设条件 ,就可按上面的“操作”过程同时相合于对角

矩阵 .

例 18  设矩阵

A=

1 1 1

1 2 1

1 1 2

,  B=

0 0 1

0 2 1

1 1 2

.

试求可逆矩阵 P,使得 PT AP, PT BP同时为对角矩阵 .

解  观察 A的各阶顺序主子式有

d1 = 1 > 0 ,  d2 = 1 > 0 ,  d3 = 1 > 0 ,

故 A是正定矩阵 (于是由定理 5 , 知 A, B 可同时相合于对

角矩阵 ) .

对 ( A, I)做初等行变换 ,得

    ( A, I) =

1 1 1 1 0 0

1 2 1 0 1 0

1 1 2 0 0 1

131. 2  典型题讲评



- r1 + r2

- r1 + r3

- c1 + c i

i = 2 , 3

1 0 0 1 0 0

0 1 0 - 1 1 0

0 0 1 - 1 1 1

,

所以

P1 =

1 - 1 - 1

0 1 0

0 0 1

, 且 PT
1 AP1 = I .

而

B1 = PT
1 BP1 =

0 0 1

0 2 0

1 0 0

,

由 |λI - B1 | = (λ- 2) (λ
2

- 1) ,得λ1 = 1 ,λ2 = 2 ,λ3 = - 1 .

对λ1 = 1 ,解 (λI - A) x = 0, 得单位化特征向量η1 =
1

2
( 1 , 0 ,

1) T ;对λ2 = 2 ,解 (λI - A) x= 0,得单位化特征向量η2 = ( 0 , 1 , 0) T ;

对λ3 = - 1 ,解 (λI - A) x = 0, 得单位化特征向量 η3 =
1

2
( 1 , 0 ,

- 1) T .取Q= (η1 ,η2 ,η3 ) ,则有

QT AQ= diag {1 , 2 , - 1 } .

于是令

P = P1 Q=

0 - 1  2

0 1  0

2
2

0 -
2
2

,

则有

PT AP= I,  PT BP=

1

2

- 1

.
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讲评  (1 ) 以上在把 B1 化为对角矩阵时 ,用的是正交矩阵 ,

这样才能保证已化好的 I 不变 .若化 B1 时 , 用可逆矩阵 P2 , 则

PT
2 ( PT

1 AP1 ) P2 = PT
2 P2 不一定是单位矩阵 ,也不一定是对角矩阵 ,

但此题可以把 A化为对角矩阵 .因 B1 对应的二次型为

Q1 ( x1 , x2 , x3 ) = 2 x1 x3 + 2 x
2
2 ,

故令

x1 = y1 + y3 ,

x2 = y2 ,

x3 = y1 - y3 .

即 x=

1 0 1

0 1 0

1 0 - 1

y= P2 y,

则 P2 是可逆矩阵 ,且有

PT
2 B1 P2 = diag{2 , 2 , - 2} .

故记P = P1 P2 ,则有

PT AP = diag{2 , 1 , 2} ,

PT BP= diag{2 , 2 , - 2} .

(2 ) 同学问的第 2 个问题是各特征向量不单位化行不行 ? 显

然 ,这时 ,令 Q= (η1 ,η2 ,η3 )不是正交矩阵 ,故不满足 QT Q= I .但

因其各列都是 A的特征向量 ,所以可以保证 QT B1 Q为对角矩阵 .

而此时 QT Q也是对角矩阵 .如此题中 , 若取ξ1 = ( 1 , 0 , 1 )
T

,ξ2 =

(0 ,1 ,0 )
T

,ξ3 = (1 ,0 , - 1 )
T

,且令 P2 = (ξ1 ,ξ2 ,ξ3 ) ,则有

PT AP= PT
2 IP2 = diag{2 , 1 , 2 } ,

PT BP= PT
2 B1 P2 = diag{1 , 2 , - 1} .

例 19  证明定理 6 .

证  因 A为实对称矩阵 ,所以存在 n阶正交矩阵 T ,使

T- 1 AT=

λ1 In
1

w

λs In
s

, λi≠λj ( i≠ j) .
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由 AB= BA,得

T- 1 AT T- 1 BT = T- 1 BT T- 1 AT . ( * )

记 T- 1 BT = ( Bij ) ,则由 ( * )式知有

λi Bi j = Bijλj .

因当 i≠ j时 ,λi≠λj ,故 Bi j = 0( i≠ j) ,即有

T - 1 BT=

B11

w

Bss

,

其中 Bii为 ni 阶矩阵 .又由 T - 1 BT仍为实对称矩阵 (因 T - 1 =

TT ) ,知 Bii均为实对称矩阵 ( i = 1 ,⋯ , s) ,于是对每个 Bii存在 ni 阶

正交矩阵 Qi 使

Q- 1
i Bii Qi = diag{μi1 ,⋯ ,μin

i
} ,  i = 1 ,⋯ , s .

取

Q=

Q1

w

Qs

,  P = TQ,

则 Q为正交矩阵 , P亦为正交矩阵 ,且有

P - 1 AP = Q- 1
diag{λ1 In

1
,⋯ ,λs In

s
} Q

= diag λ1 Q- 1
1 Q1 ,⋯ ,λsQ - 1

s Qs

= diag λ1 In
1

,⋯ ,λs In
s

,

P - 1 BP = Q- 1
diag B1 1 ,⋯ , Bss Q

= diag Q- 1
1 B1 1 Q1 ,⋯ , Q- 1

s Bss Qs

= diag μ11 ,⋯ ,μ1 n
1

,⋯ ,μs1 ,⋯ ,μs n
s

.

注意 ,这里 P, Q, T均为正交矩阵 ,故 P- 1
= PT

, Q- 1
= QT

, T - 1
= TT

.

例 20  设 n阶矩阵
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A=

0 0 0 - 1

0 0 - 1 0

0 - 1 0 0

- 1 0 0 0

,

B=

1
2

-
1
2

- 1 - 1

-
1
2

1
2

- 1 - 1

- 1 - 1
1
2

-
1
2

- 1 - 1 -
1
2

1
2

.

试求正交矩阵 P和对角矩阵 D1 , D2 ,使得

P- 1 AP = D1 ,  P- 1 BP= D2 .

解  由

|λI - A| =
λ 1

1 1

2

= (λ- 1)2 (λ+ 1)2 = 0 ,

知λ1 , 2 = 1 ,λ3 , 4 = - 1 .

对λ= 1 , 解 (λI - A) x= 0 ,得 x= c1 ( 1 , 0 , 0 , - 1 ) T + c2 ( 0 , 1 ,

- 1 , 0)
T

, c1 , c2∈R ,取

η1 =
1

2
(1 ,0 ,0 , - 1 )

T
,  η2 =

1

2
(0 ,1 , - 1 ,0 )

T
;

对λ= - 1 ,解 (λI - A) x= 0,得

x= c3 (1 ,0 ,0 ,1 )
T

+ c4 ( 0 , 1 , 1 , 0)
T

, c3 , c4∈R ,

取 η3 =
1

2
(1 ,0 ,0 ,1 )

T
,  η4 =

1

2
(0 ,1 ,1 ,0 )

T
.

令 T = (η1 ,η2 ,η3 ,η4 ) ,则有

T- 1 AT = diag{1 , 1 , - 1 , - 1} .

此时有
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T- 1 BT =
1
2

3 1 0 0

1 3 0 0

0 0 - 1 - 3

0 0 - 3 - 1

=
B11

B22

.

对 B11 ,解 |μI - B11 | = 0 ,得特征值为μ11 = 1 ,μ12 = 2 ,再求 B1 1的特

征向量可得正交矩阵

Q1 =
1

2

1 1

1 - 1
,

使 Q- 1
1 B11 Q1 = diag{1 ,2 } .对 B2 2 ,解 μI - B22 = 0 ,得特征值μ2 1 =

1 ,μ22 = - 2 ,再求 B2 2的特征向量 ,得正交矩阵

Q2 =
1

2

1 1

- 1 1
,

使 Q- 1
2 B2 2 Q2 = diag{1 , - 2} .于是取

Q=
Q1

Q2

,

并令

P = TQ=
1
2

1 1 1 1

- 1 1 - 1 1

1 - 1 - 1 1

- 1 - 1 1 1

,

则有

P- 1 AP= diag{1 , 1 , - 1 , - 1 } = D1 ,

P- 1 BP = diag {1 , 2 , 1 , - 2 } = D2 .

1.3  考试题评析

例 1(开卷考试题 )  设三阶矩阵
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A=

1 1 1

1 2 1

1 1 2

.

(1 ) 试求实上三角矩阵 R,使得 A= RT R;

(2 ) 由问题 ( 1)的计算结果 , 你对 1 .2 节例 14 的证法 1 有何

改进 ? 你的结论是什么 ? 证明你的结论 ;

(3 ) 设想一下 ,例 14 (或你的 )结论是否可以推广到其他类型

的实对称矩阵 .

解  (1 ) 对 ( A, I)做初等行变换 ,有

    ( A, I) =

1 1 1 1 0 0

1 2 1 0 1 0

1 1 2 0 0 1

- r1 + r i
i = 2, 3

- c1 + c j
j = 2 , 3

1 0 0 1 0 0

0 1 0 - 1 1 0

0 0 1 - 1 1 1

,

故

P =

1 - 1 - 1

0 1 0

0 0 1

,使 PT AP= I3 .

令

R= P - 1
=

1 1 1

0 1 0

0 0 1

,有 A= RT R .

( 2) 由 ( 1)的计算过程 ,我们看到把 A化为 I 的变换矩阵 P 就

是对角线上元素均为 1 的上三角矩阵 ,且只要 a11 ≠0 即可 (进一

步计算要求 a22′≠0 ,⋯ ) .证法 1 中的 QR分解是不必要做的 .于是

有结论 : 设 A为 n 阶正定实对称矩阵 ,则存在对角线元素均为 1

的上三角矩阵 P,使 PT AP为对角矩阵 .以下证明之 .
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证法 1  由于 A是正定矩阵 ,所以 a11 ≠0 ,于是取

P1 =

1 -
a12

a11
⋯ -

a1 n

a11

1 ⋯ 0

w …

1

,

则有 PT
1 AP1 =

a1 1 0 ⋯ 0

0 a′2 2 ⋯ a′2 n

… … …

0 a′n2 ⋯ a′n n

.

又因 a′22 > 0 ,故再取

P2 =

1 0 0 ⋯ 0

1 -
a′23

a′22
⋯ -

a′2 n

a′2 2

1 ⋯ 0

w …

1

,

则有

PT
2 PT

1 AP1 P2 =

a1 1 0 0 ⋯ 0

0 a′2 2 0 ⋯ 0

0 0 * ⋯ *

… … … …

0 0 * ⋯ *

.

继续做下去 ,得

PT
s ⋯PT

1 AP1⋯Ps = diag{ a11 , a
( 1 )
22 ,⋯ , a

( s)
nn } ,

其中 s≤ n - 1 ,且 P1 ,⋯ , Ps 均为对角线上元素为 1 的上三角矩阵 ,

其积也是同类的上三角矩阵 .令 P= P1 ⋯Ps ,则有

PT AP= diag{ a11 , a( 1 )
2 2 ,⋯ , a( s)

nn } .
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证法 2(数学归纳法 )  与例 14 方法 2 类似 ,现简要写出 .

当 n= 2 时 ,取 P=
1 -

a12

a11

0 1

即可 .

对 n阶矩阵 A ,分块如下 :

A=
An - 1 β

β
T

an n

.

取

P1 =
In - 1 - A - 1

n - 1β

0 1
,

则 PT
1 AP1 =

An - 1 0

0 an n -βT A - 1
n - 1β

,

由归纳假设 , 对 An - 1 存在对角线上元素为 1 的上三角矩阵

Pn - 1 ,使

PT
n - 1 An - 1 Pn - 1 = diag { d1 ,⋯ , dn - 1 } .

取

P2 =
Pn - 1

1
,  P= P1 P2 ,

则 P仍为对角线上元素为 1 的上三角矩阵 ,且有

PT AP = PT
2 PT

1 AP1 P2 =
PT

n - 1

1

An - 1

b

Pn - 1

1

= diag{ d1 ,⋯ , dn - 1 , b} ,

其中 b= ann -β
T A- 1

n - 1β.

(3 ) 可以推广到半正定实对称矩阵 .

证  设 B为半正定实对称矩阵 ,则 B的对角线元素≥0 .记 B=

( bij ) ,于是 ,若 b1 1 > 0 ,则仍可如 (2 )选取 P1 ,再若 b′22 > 0 ,又可选取

P2 ,⋯ ,若所有的 b1 1 , b′22 ,⋯ , b
( n - 2 )
n - 1 n - 1 均为正 ,则可一直如 ( 2 )做法 .

下面要说明的是若做到某一次出现 b( i - 1 )
ii = 0 时怎么办 ,为了书写
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方便 ,不妨设 i = 2 ,即取

P1 =

1 -
b12

b11
⋯ -

b1 n

b11

1 0

w …

1

,

使 PT
1 BP1 =

0 0 0 ⋯ 0

0 0 a′23 ⋯ a′2 n

0 a′32 * ⋯ *

… … … …

0 a′n2 * ⋯ a′nn

.

此时 ,由 B的半正定性 ,必有 a′2 j = 0 ( j = 3 ,⋯ , n) ,从而 a′j2 = 0 .证

明如下 .若有 j使 a′2 j≠0 ,于是二阶主子式

a′22 a′2 j

a′j2 a′j j

=
0 a′2 j

a′j2 a′j j

= - ( a′2 j )2 < 0 ,

与 B为半正定矩阵 ( PT
1 BP1 半正定 )矛盾 ,故当 b′2 2 = 0 时 .必有

PT
1 BP1 =

0 0 0 ⋯ 0

0 0 0 ⋯ 0

0 0 a′33 ⋯ a′3 n

… … … …

0 0 a′n3 ⋯ a′n n

.

同理当 a
( i - 1 )
ii = 0 时 .必有 a

( i - 1 )
i j = 0 ( i < j≤ n) .结论得证 .

评析  ( 1 ) 注意 ,这里 P, R都是实方阵 .由 PT AP = D�A =

RT R,故要求 D的对角元≥0 ,若为负 ,则得不到实的方阵 R .

(2 ) 对正定矩阵 ,因其对角线上元素永远为正 ,故可以仅用第

2 种初等变换化为对角矩阵 .即永远是大块配方法中的第 1 种情

况 ,故变换矩阵是上三角矩阵 .
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例 2  设

A=

1

1

1

,  B=

2

1

- 2

.

(1 ) 求可逆矩阵 P,使得 PT AP = B;

(2 ) 当λ为何值时 ,有λI + A为正定实对称矩阵 .

解  (1 ) 因为以 A为系数的二次型为

Q( x1 , x2 , x3 ) = 2 x1 x3 + x
2
2 ,

故令

x1 = y1 + y3 ,

x2 = y2 ,

x3 = y1 - y3 .

即

x1

x2

x3

=

1 1

1

1 - 1

y1

y2

y3

,

则有 Q( x1 , x2 , x3 ) x = Py = 2 y2
1 + y2

2 - 2 y2
3 .即取

P =

1 0 1

0 1 0

1 0 - 1

,则 PT AP= B .

(2 ) 由λI + A的各阶顺序主子式

d1 =λ> 0 , d2 =λ(λ+ 1) > 0 , d3 = (λ+ 1) (λ2 - 1) > 0 ,

故当λ> 1 时 ,λI + A正定 .

评析  (1 ) 是 a11 = 0 ,而 a1 3≠0 的情况 ,仿 a12≠0 做 ,即可 .

(2 ) 事实上只要看λI + A的各阶顺序主子式何时大于 0 即可

(由 d1 > 0�λ> 0 ;再由 d2 > 0 ,得λ+ 1 > 0 ;代入 d3 > 0 知λ2 - 1 >

0 ,故λ> 1) .可有的同学却用λI + B是正定矩阵代替 ,故得出λ> 2

的结论 .这是错误的 .其问题的本质是 : 当 PT AP = B时 ,有

PT
(λI + A) P=λPT P+ PT AP=λPT P+ B≠λI + B,
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即λI + A与λI + B不相合 ,要实践一下 ,不能想当然。

例 3  用正交变换与坐标平移将二次曲面方程

2 x
2

+ 3 y
2

+ 3 z
2

+ 4 y z + 4 x - y + z +
3
2

= 0

化为标准方程 ,并判断是什么曲面 .

解  因二次曲面方程的二次项部分的矩阵为

A=

2 0 0

0 3 2

0 2 3

=
2

A2

,

故知 A有一个特征值为 2 ,另两个满足

λI -
3 2

2 3
= (λ- 3)

2
- 4 = (λ- 1 ) (λ- 5) = 0 .

对λ= 1 ,解 (λI - A2 ) x= 0,得η1 =
1

2
( - 1 , 1)

T
,

对λ= 5 ,解 (λI - A2 ) x= 0,得η2 =
1

2
( 1 , 1)

T
.

令 Q= (η1 ,η2 ) ,则有 QT A2 Q=
1

5
.故令

P =
1

Q
=

1  0 0

0 -
1

2

1

2

0  
1

2

1

2

,

则有 PT AP = diag {2 , 1 , 5 } .

记 x= ( x, y, z) T , b= ( 4 , - 1 , 1 ) , y = ( x1 , y1 , z1 ) T ,则原二次

曲面方程可以写为

Q( x , y, z) = xT Ax+ bx+
3
2 x= Py
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= 2 x
2
1 + y

2
1 + 5 z

2
1 + 4 x1 + 2 y1 +

3
2

= 2 ( x1 + 1 )
2

+ y1
 

+
2

2

2

+ 5 z
2
1 - 1 = 0 ,

故再做平移变换得

2 x
2
2 + y

2
2 + 5 z

2
2 = 1 .

从而得曲面是椭球面 .

评析  (1 ) 求二次曲面的标准方程只能是 : ①先做正交变换

消去交叉项 ,即把 xT Ax化为平方和 ;②再做平移 ,即可得标准形 .

如上过程 .这里先做平移是没用的 .

( 2) 把 xT Ax化为平方和这一步一定要用主轴化方法 ,即求特

征值、特征向量这一条路 ,不能用初等变换法 .如有的同学做成

( A, I) =

2 0 0 1 0 0

0 3 2 0 1 0

0 2 3 0 0 1

-
2
3

r2 + r3

-
2
3

c2 + c3

2 0 0 1  0 0

0 3 0 0  1 0

0 0
5
3

0 -
2
3

1

.

于是得

2 x2
2 + 3 y2

2 +
5
3

z2
2 = 1 .

虽然也是椭球面 ,但显然有两个轴的大小发生了变化 .相当做了一

个仿射变换 ,其中

P=

1 0  0

0 1 -
2
3

0 0  1

是可逆矩阵 ,但非正交矩阵 .
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例 4  把二次型

Q(α) = xT

0 1 - 1 1

1 0 1 - 1

- 1 1 0 2

1 - 1 2 1

x

化为标准形 ,并求可逆线性代换 x= Py .

解  设二次型的矩阵为 A,用初等变换法有

( A, I) =

0 1 - 1 1 1 0 0 0

1 0 1 - 1 0 1 0 0

- 1 1 0 2 0 0 1 0

1 - 1 2 1 0 0 0 1

r2 + r1 , c2 + c1

-
1
2

r1 + r2

2 1 0 0 1 1 0 0

0 -
1
2

1 - 1 -
1
2

1
2

0 0

0 1 0 2 0 0 1 0

0 - 1 2 1 0 0 0 1

2r2 + r3 , - 2r2 + r4

2 1 0 0 1 1 0 0

0 -
1
2

1 - 1 -
1
2

1
2

0 0

0 0 2 0 - 1 1 1 0

0 0 0 3 1 - 1 0 1

,

故所求的可逆线性代换为

x= Py=

1 -
1
2

- 1 1

1
1
2

1 - 1

0 0 1 0

0 0 0 1

y,

它使
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Q(α) x= Py = yT

2

-
1
2

2

3

y .

下面是一个错误的做法 ,请读者看看错在哪里 ?

( A, I)
r2 \ r1

r1 + r3

- r1 + r4

1 0 1 - 1 0 1 0 0

0 1 - 1 1 1 0 0 0

0 1 1 1 0 1 1 0

0 - 1 1 2 0 - 1 0 1

- r2 + r3

r2 + r4

1 0 1 - 1 0 1 0 0

0 1 - 1 1 1 0 0 0

0 0 2 0 - 1 1 1 0

0 0 0 3 1 - 1 0 1

,

所以

P =

0 1 - 1 1

1 0 1 - 1

0 0 1 0

0 0 0 1

,  PT AP =

1

1

2

3

.

评析  在前面的正确解答中 ,虽然也是化为上三角矩阵 ,但再

做那些列变换时 ,不会影响对角线上的结果 .即少做的都是某列的

多少倍加到另一列上去如 -
1
2

c1 + c2 等 ,那不影响已化好的对角

线元 .很容易补做那些列变换 ,保持对角线不动而化为对角矩阵 .

在错误解法中少做了一个列变换是 c1 \ c2 ,再补做时 ,就破坏了现

有的上三角形式 ,得重新考虑 .显见它改变了二次型的属性 .由三

个正项一个负项变为全是正项 .故我们强调列、行变换是一对一对
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的 ,可以先连续做几个行变换 ,但千万不要忘记还要再做相应的列

变换 .

例 5  两个 n阶实对称矩阵相合的条件是什么 ? 试判断矩阵

A=

2 0 0

0 3 0

0 0 - 3

,  B=

1 0 0

0 2 - 3

0 - 3 2

是否相合 .

解  两个实对称矩阵相合的条件 (见 1 .1 节 ( 3) )是 :

(1 ) 存在可逆矩阵 P,使得 PT AP = B;

(2 ) A与 B的正负惯性指数相同 .

下面用 (2 )来判断 A, B是否相合 .

(分析 : 因显然 A的正、负惯性指数分别为 2 , 1 ,故只要看看 B

的正、负惯性指数是什么即可 .而 B是准对角矩阵 ,故只要看右下

角的二阶块的正、负惯性指数即可 ,这由求特征值立刻得到 .)

由 λI -
2 - 3

- 3 2
= (λ- 2 )

2
- 9 = (λ- 5 ) (λ+ 1 ) = 0 , 知

λ1 = 5 ,λ2 = - 1 ,故 B的正、负惯性指数分别为 2 , 1 ,与 A的惯性指

数相同 .所以 , A与 B相合 .

讲评  (1 ) 在求矩阵
2 - 3

- 3 2
的正、负惯性指数时 ,当然也

可以用初等变换法

2 - 3 1 0

- 3 2 0 1

3
2

r1 + r2 2 - 3 1 0

0 -
5
2

3
2

1
,

故知其正、负项数均为 1 .于是 B的正、负惯性指数分别为 2 , 1 .这

里有一个技巧 ,就是把三阶的问题化为二阶的 .书写要简单许多 .

(2 ) 有的同学用条件 ( 1)做 ,即找 P使 PT AP = B,本题为
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  ( B, I) =

1 0 0 1 0 0

0 2 - 3 0 1 0

0 - 3 2 0 0 1

3
2

r2 + r3

3
2

c2 + c3

1 0 0 1 0 0

0 2 0 0 1 0

0 0 -
5
2

0
3
2

1

2 r1 ,
4

3

2
r2

2
5
·

4
3 r3

2 0 0 2 0 0

0 3 0 0
4

3

2
0

0 0 - 3 0
3

4

3

10

4

12

5

.

于是得 P =

2 0 0

0
4

3

2

3
4

3

10

0 0
4

12

5

,使 PT BP= A,故 A与 B相合 .

显然 ,此法计算量大多了 .因题目中没要求 P,故做第一个初等变

换后 ,已可看出 B与 A的正、负惯性指数相同 ,故已可以结束了 .

741. 3  考试题评析



第2章  代 数 系 统

2 .1  理 论 脉 络

这一章内容比较抽象 ,学习要求是如下 .

1  了解群、环、域的基本概念 ,特别是数域的各种性质

定义 1(代数系统 )  带运算的集合称为一个代数系统。一般

是自身上的运算 ,有时 ,也和其他集合作运算 .

如线性空间是一个代数系统 ,其中定义的数乘和加法两种运

算分别是

F× V → V  ( F× V 到 V 的映射 ) ,

V× V → V  ( V× V 到 V 的映射 ) .

  定义 2(群 )  设 G是非空集合 ,若在 G中定义了一个二元运

算 * (即对 G中任意元素 a , b有 G中惟一元素 (记为 a * b)与之对

应 ) ,且满足如下规律 :

(1 ) 封闭性  对任意 a, b∈G,总有 a * b∈G;

(2 ) 结合律  a * ( b * c) = ( a * b) * c, 对任意 a, b, c∈

G成立 ;

(3 ) 有恒元  存在 e∈G,使 e * a= a,对任意 a∈G成立 ;

(4 ) 逆元  对任意 a∈G,都存在 b∈G,使 b* a = e .

则称 G(连同其上的运算 ) 为一个群 ( group ) , 记为 ( G; * ) .如

果还有

a * b = b* a,  对任意 a, b∈ G,

则称 G 为 Abel 群或交换群 . ( 4 ) 中的 b 称为 a 的逆元 , 记

为b= a
- 1

.



按此定义 ,知 ( Z; + )是 Abel群 ;线性空间是一个加法群 ;

GL n ( F) = A∈ Mn ( F) | detA≠ 0

(按通常矩阵乘法 )是乘法群 ,称为一般线性群 ;

SLn ( F) = A∈ Mn ( F) | detA = 1

也是乘法群 ,称为特殊线性群 .

可以证明当 ( G; * )是群时 ,也有 a* a - 1 = e, a * e = a .

定义3(环 )  设 R是一个集合 ,在 R上定义了两个二元运算 ,

分别记为加法 ( + )和乘法 (· )且满足 :

(1 ) ( R; + )是一个 Abel群 ;

(2 ) ( R;· )是一个半群 ,即满足封闭性和结合律 ;

(3 ) 乘法对加法有分配律 ,对任意 a, b, c∈ R,有

a· ( b + c) = a· b + a· c,  ( a + b)· c = a· c + b· c .

则称 R为一个环 ( ring) ,记为 ( R; + ,· ) .加法恒元常记为 0 .

容易验证 (Z ; + ,· )是环 ,称为整数环 .

n阶矩阵 的全体 , 按通常矩 阵的加法和乘 法是环 .记

为Mn ( F) .

定义 4(域 )  设 F是有两个二元运算 ( + )和 (· )的集合 ,且

满足 :

(1 ) ( F; + )是 Abel群 ;

(2 ) ( F
*

;· )是 Abel群 , F
*
指 F的非 0 元全体 (即去掉加法

恒元 ) ;

(3 ) 有乘法对加法的分配律 ,对任意 a, b, c∈ F,有

a· ( b + c) = a· b + a· c .

则称 F是一个域 ( field ) ,记为 ( F; + ,· ) .乘法恒元常称单位元 ,

记为 1 .

由以上定义知 : (Z ; + ,× )不是域 , Q 是最小的数域 , R , C 都

是数域 ;此外形如 F = a + b 5 | a, b∈Q 的集合 (按通常数的加

法和乘法 )是一个数域 .常记为Q ( 5 ) .这些都是无限域 .下面举
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一个有限域的例子 :

设 F2 = {0 ,1 } ,定义加法和乘法如下 :

0 + 0 = 0 , 0 + 1 = 1 + 0 = 1 , 1 + 1 = 0 ,

0·0 = 0 , 0·1 = 1·0 = 0 , 1·1 = 1 .

则可以验证 ( F2 ; + , · )是域 , 称为二元域 .0 为加法恒元 , 1 为乘

法恒元 .

2  掌握等价关系 ,集合的分类 ,商集的定义及应用

定义 5  设 A 和 B 为两个集合 ,称集合

{ ( a, b) | a∈ A , b∈ B}

为集合 A与集合 B 的笛卡儿 ( Car tesian)积 ,记作 A× B .

注意 , 没有交换律 , 即通常 A× B≠ B× A . ( a, b ) 是个

有序“对”.

定义 6  设 A , B为两个集合 ,则 A× B的子集 R 称为从 A 到

B的一个二元关系 .若 ( a, b)∈ R, 称为 a与 b 具有关系 R , 记为

aRb;若 ( a, b)∈ R,称 a与 b不具有关系 R ,记作 a Rb .

当 R =� (空集 )时 ,称为空关系 ;

当 R = A× A时 ,称为全关系 ;

当 A = B时 , A× A的子集 R 称为 A 上的一个二元关系 .

定义 7  设 R是集合 A 上的一个二元关系 .

(1 ) 若对任意 a∈ A ,均有 ( a, a)∈ R,则称 R具有自返性 .

(2 ) 对任意 a, b∈ A,若当 ( a, b)∈ R时 ,也有 ( b, a)∈ R,则称

R具有对称性 .

(3 ) 对任意 a, b∈ A,若当 ( a, b) , ( b, a)∈ R时 ,有 b = a,则称

R具有反对称性 .

(4 ) 对任意 a, b, c∈ A ,若当 ( a, b) , ( b, c)∈ R时 ,有 ( a, c)∈ R,

则称 R具有传递性 .

显然 , Mm× n ( R ) 上的相抵关系 , Mn ( R ) 上的相似关系 ,

S Mn ( R ) (实对称矩阵的全体 )上的相合关系 ,都具有自反性、对称
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性、传递性 .

定义 8  具有自反性、对称性、传递性的 A 上的二元关系 R ,

称为 A上的等价关系 .

定义 9  A 的关于 R 的所有等价类组成的一个集合记为

A/ R,即

A/ R = { [ a] R | a∈ A} ,

称集合 A/ R为 A 关于 R 的商集 ( [ a] R 是 A 中与 a 等价的元素全

体 ,即[ a] R = {b | b∈ A 且 ( a, b)∈ R} ,称为 a关于 R 的等价类 ) .

定理 1  设 R是 A 上的一个等价关系 ,则商集 A/ R恰好是 A

的一个分类 .

定义 10  设 A是非空集合 ,若 A 的子集族{ Aα }α∈ I ( I 为指标

集 )满足 :

(1 ) 对任意α∈ I ,均有 Aα≠� ;

(2 ) 对任意α,β∈ I ,若α≠β,则 Aα∩ Aβ =� ;

(3 ) A = ∪
α∈ I

Aα .

则称这个子集族为 A的一个分类 .

定理 2  集合 A 上的任何一个分类 ,都可以确定 A上的一个

等价关系 .

定理 1 ,定理 2 读者可自己补证一下 .前者只需证商集 A/ R

中的元素 (集合 )恰满足定义 10 中的 3 条要求 ;后者只要定义 A

上的二元关系 R: 对任意 a, b∈ A,

aRb�存在α∈ I,使得 a, b∈ A .

再证 R是等价关系即可 .

总的来说要求 : 给定集合 A,会用 A× A的子集写出 A 上的

二元关系 R1 ,特别是等价关系 R ,知道商集 A/ R是什么及 R 把 A

分成多少类 .另外还要求会判断一个集合及其上的运算是否

构成群 .
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2 .2  典型题讲评

例 1  设 | A | = m, | B | = n,由 A到 B 有多少种二元关系 ?

解  由于集合 A有 m个元素 ,集合 B有 n 个元素 ,故

A× B = { ( a, b) | a∈ A, b∈ B}

共有 mn个元素 .

而每个 A× B的子集都是 A 到 B 的一种二元关系 .所以只要

看 A× B的子集的个数 ,有

| P( A× B) | = 1 + C1
mn + C2

mn + ⋯ + Cm n - 1
m n + 1 = 2m n .

故共有 2mn种二元关系 .

讲评  (1 ) 这是一个考察基本概念的题目 ,首先是“什么是二

元关系”,它是 A× B的子集 ,那么接下来就是“ A× B即集合 A 到

集合 B 的笛卡儿积是什么 ?”, 即本题主要用到定义 5 , 定义 6 .这

两个概念清楚 ,问题就迎刃而解了 .

(2 ) 注意这里 | A |表示集合 A的元素个数 , P( A)是集合 A的

全体子集所组成的集合 ,称为 A的幂集 .

例 2  对 A = {1 , 2 , 3 }给出以下 5 个二元关系 ,试分别判断它

们是否具有自返性、对称性、反对称性、传递性 .

(1 ) R1 = { ( 1 , 1) , ( 1 , 2) , ( 1 , 3) , ( 3 , 3) } ;

(2 ) R2 = { ( 1 , 1) , ( 1 , 2) , ( 2 , 2) , ( 2 , 3) } ;

(3 ) R3 = { ( 1 , 1) , ( 1 , 2) , ( 2 , 1) , ( 2 , 2) , ( 3 , 3) } ;

(4 ) R4 =� ;

(5 ) R5 = A× A .

解  (1) 由于( 2, 2)∈R1 ,故无自返性 .又 (1 ,2)∈ R1 ,但 (2 , 1)∈

R1 ,故 R1 无对称性 .所以 R1 具有反对称性和传递性 .

(2 ) 由于 ( 3 , 3)∈ R2 ; ( 1 , 2 )∈ R2 而 ( 2 , 1 )∈ R2 ; ( 1 , 2 )∈ R2 ,

(2 ,3 )∈ R2 ,但 ( 1 , 3 )∈ R2 .从而知 R2 无自返性、对称性、传递性 .

25 第 2 章  代 数 系 统



故 R2 仅有反对称性 .

(3 ) 由于 ( 1 , 2)∈ R3 , (2 , 1 )∈ R3 ,但 1≠2 ,知 R3 无反对称性 .

而对任意 a∈ A,有 ( a, a)∈ R3 ;当 ( a, b)∈ R3 时 ,有 ( b, a)∈ R3 .所

以 R3 具有自返性、对称性 ,同时它也具有传递性 (因为若 ( a, b)∈

R3 , ( b, c)∈ R3 ,则 ( a, c)∈ R3 成立 ) .

(4 ) 因为对任意 a∈ A , ( a, a)∈� ,故 R4 无自返性 ,但它有对

称性 (与 ( 3)比较就可理解 )、反对称性、传递性 .

(5 ) 由于 ( 1 , 2)∈ R5 , (2 , 1 )∈ R5 ,但 1≠2 ,故 R5 无反对称性 .

显然 ,由定义 7 知其有自返性、对称性、传递性 .

讲评  (1 ) 注意定义 7 中自反性是“无条件要求”,即对任意

a∈ A ,都有 ( a, a)∈ R,故判断任一个 R 是否有此性质 , 就看是否

对每个元素都有 aRa .如每个 m× n矩阵都和自己相抵 ( AD A) ;每

个 n阶矩阵都和自己相似 ( A～A) ;每个实对称矩阵都和自己相合

( Aǖ A) .故它们都有自返性 .

(2 ) 对称性、反对称性、传递性是“有条件要求”,即若 ( a, b)∈ R

时 ,要求 ( b, a)∈ R,满足此要求 ,就称有对称性 ,如 R3 中有 (1 ,2 )∈

R3 , (2 ,1 )∈ R3 ,而且其中没有另外的 ( a, b)∈ R,但 ( b, a)∈ R,故有

对称性 .注意这里因没有 ( 1 , 3)∈ R ,故不必去看 ( 3 , 1 )∈ R是否存

在 .由此可理解 R4 = �为什么有对称性 .同样可理解反对称性和

传递性 .

例 3  判断下列二元关系 R是否为等价关系 ? 若是 , 写出关

于 R的商集 ,并说明商集中元素的意义 .

(1 ) 设 R是Z ×Z上的二元关系 :

( ( a, b) , ( c, d) ) ∈ R� a - c = b - d;

  (2 ) R是N ×N 上的二元关系 :

( ( a, b) , ( c, d) ) ∈ R� ac = b d ;

  (3 ) 设 A = R ×R 是平面上所有点的集合 ,二元关系 R如下

规定 : 任意 a, b∈ A,有
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( a, b)∈ R� a与 b在同一水平直线上 ;

(4 ) 设 L = { l | l为平面上的直线 } , L 上二元关系 R 如下规

定 : 任 l1 , l2∈ L,有

( l1 , l2 ) ∈ R� l1 ⊥ l2 ;

  (5 ) Mn ( R )上的二元关系 R如下规定 :

( A , B) ∈ R�det A = det B .

  分析  要正确地得出结果 ,主要需弄清楚 : 集合 A 是什么 ?

A 上的二元关系 R 是什么 , 当 R 是等价关系时 , 商集 A/ R

是什么 ?

解  ( 1) R是等价关系 .集合 A = { ( a, b) | a, b∈Z } ,即平面上

坐标为整数的点的全体 .R: ( ( a, b) , ( c, d) )∈ R� a - b = c - d,即

两个整数点有关系的充要条件是其横坐标与纵坐标之差相等 .可

以验证 R满足自返性、对称性、传递性 ,故 R是等价关系 .商集

A/ R = {[ ( a, b) ]R | ( a, b) ∈ Z× Z } .

这是一个无限集 , 因为 ( a - b) = 0 , 1 , 2 , ⋯ , n, ⋯ .故商集也可

以写成

A/ R = {[ ( a, a) ] R , [ ( a + 1 , a) ] R , [ ( a + 2 , a) ] R ,⋯ ,

[ ( a + n, a) ] R ,⋯} ,

其中 a∈ Z .[ ( a + n, a) ]R 表示横坐标与纵坐标差为 n 的所有

整数点 .

(2 ) R不是等价关系 .集合 A = { ( a, b) | a, b∈N } , 即平面上

坐标为自然数的点的全体 . R: ( a, b) R( c, d)� ac = bd .因当 a≠ b

时 , a
2
≠b

2
,故 ( ( a, b) , ( a, b) )∈ R,所以 R无自返性 .由此得 R 不

是等价关系 .

(3 ) R是等价关系 .集合 A = { a = ( x, y ) | x, y∈R } ,

二元关系 R: aRb�两点 a与 b在同一水平线上 .

显然 , R满足自返性 (每个点 a都与自己在同一水平线上 )、对称性

(当 a与 b在同一水平线上时 , b与 a 也在同一水平线上 )、传递性
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(当 a与 b 在同一水平线上 , b与 c在同一水平线上 ,则 a与 c也在

同一水平线上 ) ,故 R是等价关系 .商集

A/ R = { [ a] R | a∈ R× R }

= { [ ( x1 , 0) ] R , [ ( x2 , 1) ]R , [ ( x3 ,2 ) ] R ,⋯ } ,

其中 xi∈ R .显然 A/ R 是无限集 , 每个元素 [ a] R 表示过点 a =

( x, y)的水平直线 .

(4 ) R不是等价关系 .集合 A = L = { l | l为平面上的直线} ,

R: l1 Rl2� l1 ⊥ l2 .

因 l1⊥ l1 不成立 ,故 R无自返性 .所以 R不是等价关系 .

(5 ) R是等价关系 .集合 Mn ( R ) = { A= ( aij ) | aij∈R } ,

R: 任意 A, B∈Mn ( R ) , ARB�detA= detB .

显然 R具有自返性、对称性、传递性 ,故 R是等价关系 .商集

Mn ( R )/ R = { [ A] R | A∈ Mn ( R ) } ,

其中[ A] R 表示与A的行列式值相等的方阵的全体 .这里商集也是

个无限集 .

讲评  正如本题解前分析的那样 ,做这样的题 ,首先要看清楚

已知集合是什么 ? 如 ( 1) , ( 2)中 A 是平面上一些特殊的点 .它们

是用坐标形式给出的 ,即 ( a, b)表示一个点 ,为 A 中一个元素 , 而

不是表示 a与 b 之间有关系 R .两点之间的关系是用 ( a, b) R( c,

d)� a - c = b - d(如 ( 1) ) ,或 ( a, b) R( c, d)� ac = bd(如 ( 2 ) )表示

的 .这样就不会把集合 A与关系 R 混淆了 .另外商集是由 A关于

R 的等价类组成的集合 , 即是集合的集合 ,故 A/ R 中的元素一定

是集合 (某个等价类 ) ,而不会是 A中的某一个元素 .

例 4  设 A = {1 , 2 , 3 , 4 , 5 } ,试构造出 A上的一个等价关系 ,

并说明按照这个等价关系可以把 A分成多少类 ?

讲评  要构造出 A上的等价关系 R ,首先要知道 R是一个二

元关系 ,故它应是 A× A 的子集 .其次它应有自返性 ,故任意 a∈

A , ( a, a)∈ R;故 R中要包含
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( 1 , 1) , ( 2 , 2) , ( 3 , 3) , ( 4 , 4) , ( 5 , 5) .

再次 ,若 ( 1 , 2)∈ R,则 (2 ,1 )必属于 R,这样才满足对称性 .又若要

(1 ,2 )∈ R, ( 2 , 3)∈ R,则 (1 ,3 )必属于 R,才满足传递性的要求 .经

过这样的分析 ,就不难写出想要的等价关系了 .

解  如 R1 = { ( 1 , 1) , ( 2 , 2) , ( 3 , 3) , ( 4 , 4) , ( 5 , 5) }是 A上的等

价关系 ,它把 A分为 5 类 .商集

A/ R1 = {{1} , {2} , {3} , {4} , {5} }

是 A的一个分类 ,即每个元素在一个类里 .

再如 R2 = { ( 1 , 1) , ( 2 , 2) , ( 3 , 3) , ( 4 , 4) , ( 5 , 5 ) , ( 1 , 2 ) , ( 2 , 1 ) }

也是 A上的等价关系 ,它把 A分为 4 类 .商集

A/ R2 = { {1 ,2 } , {3 } , {4 } , {5 }}

是 A的一个分类 ,即 1 , 2 在一个类里 , 3 , 4 , 5 各在一个类里 .

又如 R3 = { ( 1 , 1) , ( 2 , 2) , ( 3 , 3) , ( 4 , 4) , ( 5 , 5 ) , ( 1 , 2 ) , ( 2 , 1 ) ,

(1 ,3 ) , (3 ,1 ) , (2 ,3 ) , ( 3 , 2 ) , ( 4 , 5 ) , ( 5 , 4 ) }是 A上的一个等价关

系 ,它把 A分为两类 .商集 A/ R3 = { {1 , 2 , 3 } , {4 , 5 }}是 A 的一个

分类 ,即 1 , 2 , 3 组成一个等价类 , 4 , 5 组成另一个等价类 .

例 5  设 | A | = 3 ,求 A上的所有等价关系 .

分析  由于 A 上的二元关系都是 A× A 的子集 ,而 | A | = 3 ,

所以很容易如例 4 那样分析 ,写出全部等价关系 ;其次可由定理 1

和定理 2 ,看 A有多少种不同的分类 ,从而写出等价关系 .

解  设 A = { a, b, c}

方法 1  由于 A的元素个数少 ,故可直接写出全部等价关系 .

首先由于 R具有自返性 ,故

R1 = { ( a, a) , ( b, b) , ( c, c) } 是一个等价关系 .

又 ( a, b)∈ R时 ,有 ( b, a)∈ R,故有

R2 = ( a, a) , ( b, b) , ( c, c) , ( a, b) , ( b, a) } ,

R3 = { ( a, a) , ( b, b) , ( c, c) , ( a, c) , ( c, a) } ,

R4 = { ( a, b) , ( b, b) , ( c, c) , ( b, c) , ( c, b) } ,
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都有对称性、自返性 (且也满足传递性 ) .故都是等价关系 .下面要

Ri 的元素更多 , 即 ( a, b)∈ R, ( b, c )∈ R, 则由传递性知须有

( a, c)∈ R .再按对称性的要求 ,故有

R5 = A× A ,

所以 , A上的等价关系共有以上 5 种 .

方法 2  由定理 1 和 2 知道 ,每个等价关系都与一个分类对

应 ,故看 A有多少种分类方式 ,就可以写出相应的等价关系 .如 3

个元素都在一个等价类中 ,对应的等价关系就是 R5 ;两个在一类 ,

而另一个独立一类有 3 种情况 ,对应的等价关系分别是上面的

R2 , R3 , R4 ;最后每个元素自己在一类 ,即 A被分为 3 类 ,对应的等

价关系就是 R1 .

讲评  由于 A中元素个数少 ,用这两种方法找全部等价关系

都可以 .但对初学者来说 ,方法 1 抽象些 ;方法 2 比较直观 .3 个元

素有多少种分类方式 ,很容易想明白 .希望读者能学会用方法 1 的

思维方式 .

例 6  设 * 是定义在 Mn ( R )上或是从 Mn ( R )到R 上的二元

运算 ,判断下列运算是否满足交换律、结合律 .

(1 ) A * B= max( detA, detB) ;

(2 ) A * B= 2A+ 3 B;

(3 ) A * B= min( r ( A) , r ( B) ) ;

(4 ) A * B= AB+ A .

解  ( 1) 显然 A * B= B* A,故满足交换律 .又因为对任意 A,

B, C∈Mn ( R ) ,

( A * B) * C = max( detA, detB) * C

无意义 ,故不满足结合律 .

(2 ) 因 A * B = 2A + 3B≠ 2B + 3A = B * A, 故不满足交

换律 ,且

( A * B) * C= ( 2A + 3B) * C = 2 (2 A + 3 B) + 3C,
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A * ( B * C) = 2 A + 3( B * C) = 2 A + 3 (2 B + 3C) ,

故也不满足结合律 .

(3 ) 因 A * B = B * A, 故满足交换律 .但因 ( A * B) * C =

min( r ( A) , r ( B) ) * C无意义 ,故不满足结合律 .

(4 ) 由于 A * B= AB+ A≠BA+ B= B * A,且

( A * B) * C= ( AB + A) * C = ( AB + A) C + AB + A,

A * ( B* C) = A * ( BC + B) = A( BC + B) + A,

故 A* ( B * C)≠ ( A* B) * C,所以不满足交换律和结合律 .

讲评  只要严格按定义做 ,不难得出结果 .有的同学凭想当

然 ,以为 ( 1)中 ( A * B) * C = max( detA, detB, det C) (仔细审题 ,就

可以知道 , A * B要先算 ,算出来已是一个数 (∈ Mn ( R ) ,故下一步

无法计算 ) ,故得出“满足结合律”的错误结论来 .

例 7  在 GLn ( R ) 上定义 的二元 运算 * 为 : " A, B∈

GLn ( R ) , A * B= ABA- 1
.问 * 是 否 满 足 结 合 律、交 换 律 ?

GLn ( R )关于 * 是否存在单位元 ? GLn ( R )中每一元素是否可逆 ?

可逆元的逆元是什么 ?

解  GLn ( R )是 n阶可逆矩阵的全体 , 因 A * B = ABA - 1 ≠

BAB - 1 = B* A,故不满足交换律 .又 ( A * B) * C= ( ABA - 1 ) * C =

( ABA - 1
)C( ABA - 1

)
- 1

,而

A * ( B* C) = A( B * C) A- 1
= A( BCB- 1

) A- 1
,

所以也不满足结合律 .

关于单位元 ,若有左单位元 C,则对任意 B∈GLn ( R ) ,应有

C * B = CBC- 1
= B,

即只要 CB= BC,就是说 C要与一切 B∈GLn ( R )乘法可交换 ,故

C =λI (与一切可逆矩阵均乘法可交换的矩阵必为纯量矩阵 ) , 所

以有左单位元 ,且不惟一 (任一个纯量矩阵都是左单位元 ) .

再来看哪些元素有左逆元 .由

λI = A * B = ABA - 1�AB = λIA�B = λI ,
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故只有纯量矩阵有左逆 ,其左逆不惟一 (由上知 ,任意 A均为其逆 ) .

又若有右单位元 D,则应有对任意 A∈GLn ( R ) ,都有

A * D = ADA - 1
= A�DA - 1

= I�D = A,

故不存在右单位元 .于是无单位元 ,也谈不上逆元 .

讲评  在 GLn ( R )中 ,若是通常的矩阵乘法 ,则单位矩阵 I 是

单位元 .每个 A- 1是 A的逆元 .但这里给的运算“ *”不是通常的矩

阵乘法 (当然也不是加法 ) ,而是 A * B= ABA - 1
.在此运算下 ,一切

都变了 ,由论证的结果 ,既无单位元 , 也无逆元 .显然 ,运算“是什

么”起了决定的作用 ,理解了这点 ,就不会问 :“可逆矩阵怎么会没

有逆元呢 ?”这样的问题了 .

例 8  设 ( A; * )是一代数系统 , * 满足如下规律: " a, b∈A,有

( a * b) * a = a,  ( a* b) * b = ( b* a) * a .

求证 : 1) a * ( a * b) = a * b;

( 2) a * a= ( a * b) * ( a * b) = b* b;

( 3) a * b= b* a� a= b .

解  (1 ) 记题设中的两个已知公式分别为① ,② ,则有

a * ( a* b)
用 ①

[ ( a * b) * a] * ( a* b)
再用 ①

( a* b) .

第 2 个等号是在公式①中用 a* b代 a;用 a代 b,即得 .

(2 ) a* a
由①

[ ( a* b) * a] * a
用②

[ a* ( a* b) ] * ( a* b)
由 ( 1 )

( a * b) * ( a * b) . ( * )

第 2 个等号是在公式②式的右边取 b = a * b, a = a,即得左边应为

上述结果 .又由 ( * )式 , a, b互换位置 ,即得

b* b= ( b * a) * ( b* a)
用 ( * )

[ ( b* a) * a] * [ ( b * a) * a]
用 ②

[ ( a * b) * b] * [ ( a * b) * b]
由 ( * )

( a * b) * ( a* b) .
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第 2 个等号是这样用 ( * )式的 : 令 a = b* a, b = a;第 3 个等号是

从右边往左边用②式 ;最后一个等号是从右边往左用 ( * )式 : 即

用 a* b代替 a ,即得 .

(3 ) 充分性显然 ( a = b 时 , 有 a * b = b * a) .再证必要性 .

当 a * b= b* a时 ,有

a
用 ①

( a * b) * a
条件

代入
( b* a) * a

用 ②
( a * b) * b

用条件
( b* a) * b

用 ①
b .

  讲评  本题没什么大难度 ,只是在已知的两个公式中巧妙地

选取 a, b,如 ( 1)中先用 a = ( a * b) * a 代入 , 即从右到左用公式

① ,再用 ( a * b)代 a, a代 b 从左到右用公式① ,就得结果 .以下几

个公式类似 .

例 9  设 | A | = m, | B | = n ( m > n) .

(1 ) 从 A到 B 的不同映射共有多少 ?

(2 ) A上的二元运算共有多少 ?

解  (1 ) 设 A = { a1 ,⋯ , am } , B = { b1 ,⋯ , bn }  ( m > n) ,则因

为 ai 可以被分别映为 b1 ,⋯ , bn ,故共有 n种 ,而 i = 1 ,⋯ , m,所以 ,

共有 nm 种映射 .

(2 ) A上的二元运算可由下表给出 :

A a1 ƒa2 ‘⋯ am

a1 uc11 c1 2 ⋯ c1 m

a2 uc21 c2 2 ⋯ c2 m

… … … …

am cm1 cm2 ⋯ cm m

因为 ai * aj = cij ( i = 1 ,⋯ , m, j = 1 ,⋯ , m) ,所以其运算结果共 m2

个数 .而这 m
2
个位置都可有 m种选取 ,所以共有 m

m2

种 (每个位
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置有 m种不同的选择 ,共有 m2 个位置 ) .

讲评  因 A上的二元运算是 A× A到 A 的映射 ,所以每个位

置 (即 cij )都可以独立选取 A中任一个元素 .若要求每行的元素是

a1 ,⋯ , am 的排列 ,或要求运算有某些性质 ,则运算的个数就会大

大减少 .

例 10  设 F1 , F2 为任意两个数域 ,问 F1 ∩ F2 , F1 ∪ F2 是否

还为数域 ? 若是 ,证明之 ;若不是 ,举反例 .

解  因为有理数域Q 是最小的数域 ,故Q � F1 , Q � F2 ,于是

知Q � F1∩ F2 .所以加法恒元 0 和乘法单位元 1 均属于 F1 ∩ F2 .

由此也得加法逆元和乘法逆元均属于 F1∩ F2 任意 a∈ F1∩ F2 ,

a∈ F1 且 a∈ F2 ,因 b + a = 0� b = 0 - a∈ F1 ,且 b = 0 - a∈ F2 , 故

b∈ F1 ∩ F2 .同理
1
a
∈ F1 ∩ F2 .又对任意 a, b, c∈ F1∩ F2 ,它们同

时也是 F1 (和 F2 )中的元素 ,于是由已知 F1 (和 F2 )是数域 ,故满

足封闭性、结合律 (即 a + b∈ F1 且 a + b∈ F2 � a + b∈ F1 ∩ F2 ,同

理 ab∈ F1∩ F2 )及分配律等 .故得 :

(1 ) ( F1∩ F2 ; + )是 Abel群 ;

(2 ) ( F1∩ F2 ;· )除 0 外是 Abel群 ;

(3 ) 乘法对加法有分配律 .

所以 F1∩ F2 是数域 .而 F1∪ F2 不一定是数域 .如

F1 = { a + b 2 | a, b∈ Q } ,  F2 = { c + d 5 | c, d∈ Q } ,

则 F1∪ F2 对加法不封闭 .如 a = 1 + 2 2 , b = 2 + 5 , 则 a + b∈

F1∪ F2 .故 F1∪ F2 不是数域 ,当 F1� F2 或 F2� F1 时 , F1∪ F2 显

然仍为数域 .

讲评  对任意一个非空数集 ,可以用它对加、减、乘、除 (分母

不为 0)是否封闭来验证是否为数域 .我们这里是用的一般域的定

义来证明的 .
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2 .3  考试题评析

例 1  设集合 A = {1 , 2 , 3 , 4 } , A中的二元运算 * 和�分别定

义为 :

* 1 2 3 4 � 1 2 3 4

1 Ø2 °1 ˆ3 `4 81 À3 ˜4 p1 H2  

2 Ø4 °2 ˆ3 `1 82 À4 ˜3 p2 H1  

3 Ø1 °3 ˆ2 `4 83 À1 ˜2 p3 H4  

4 Ø3 °4 ˆ1 `2 84 À2 ˜1 p4 H3  

则代数系统 ( A; * )与 ( A;�)中哪一个成为群 ? 成为群的代数系统

中单位元是什么 ? 又 1 的逆元是什么 ?

解  ( A;�)是群 ,单位元是 3 ,1 的逆元是 1 .

评析  由定义 2 ,要判断一个代数系统是否为群 .要检验它满

足封闭性、结合律 ,还要检验它有恒元、有逆元 .封闭性一眼就可看

出 ,两个都满足 ,但要检查结合律就太麻烦了 .要验证 C3
4 3 ! 那么

多个运算 ,但因群有性质“左恒元等于右恒元”及“左逆元等于右逆

元”,所以可用此否定掉不是群的那个 .如本题 ( A; * )无左恒元 ,

(右恒元等于 2 ) ,故它不是群 .于是 ( A;�)应是群 .由 3�a = a,对任

意 a∈ A, a�3 = a,故 3 是恒元 , 且对每个 a∈ A, 均有 a�a = 3 ,

故 a = a
- 1

.

例 2  令 G是所有秩不大于 r (≤ n)的 n阶复矩阵的集合 ,则

在通常的矩阵乘法运算下 , G是否构成群 ? 说明理由 .

解  G不构成群 .因为若 r < n,则 Iú G,即 G中无恒元 ;而当

r = n时 ,虽然 I∈G,但 G中包含所有秩 < r的 n 阶矩阵 ,这些矩阵

是不可逆的 ,所以 ,无论如何 G都不是群 .

评析  对于比较抽象的数学题 ,认真审题是很重要的 .有的同

学得出“当 r = n时 G是群 , r < n时 G不是群”的结论 ,就是没有懂
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得题中的“G中包含所有秩小于 r 的矩阵”这句话 .若看到这点 ,无

论 r = n还是 r < n,这些秩小于 r的矩阵都无逆 .故不用讨论 ,即知

( G; * )不是群 .

例 3  试问相合关系将全体三阶实对称矩阵 SM3 ( R )分成多

少类 ? 并写出各等价类的代表元 .

解  共分成 10 个等价类 .各类的代表元为 :

0

0

0

,

1

0

0

,

- 1

0

0

,

1

1

0

,

1

- 1

0

,

- 1

- 1

0

,

1

1

1

,

1

1

- 1

,

1

- 1

- 1

,

- 1

- 1

- 1

.

  评析  (1 ) 由等价类的个数为
( n + 1) ( n + 2 )

2
=

4×5
2

= 10 ,可

知分 10 类 .也可直接求代表元知有 10 类 (这就要求代表元不能

错 ,故若先按计算公式算出 10 类 ,也可校验代表元的正误 ) .

(2 ) 代表元怎么找 , 当然是找最简单的矩阵———即在实规范

型中找 .按一定规律找就不会漏掉 ,比如上面是按秩为 0 ,秩为 1 ,

秩为 2 , 3 的顺序 ,再按秩确定时先排全正 ,再有一负、两负 ,⋯⋯零

矩阵往往被忽视 ,回答成 9 类的 .多半是缺了零矩阵 .凭心而论 ,这

是一个基本题 .同学之所以答错 ,还是基本概念不清楚 .

例 4  在集合 M2 ( Z ) ( Z 为整数集 )中 ,定义等价关系 R: 任

给 A, B∈M2 ( Z ) , ARB�detA≡detB( mod2 ) ,则它把 M2 (Z )分成

多少类 ? 各等价类的代表元是什么 ? 又矩阵
3 6

- 4 - 2
属于其
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中的哪一个等价类 ?

解  此等价关系把 M2 ( Z )分成 2 类 ,其代表元分别为 :

1

0
和

1

1
;

矩阵
3 6

- 4 - 2
∈

1

0
.

评析  由题设 ,等价关系 R 是计算两个矩阵的行列式 ,且其

值满足模 2 同余 .由方阵的元素为整数 ,知 detA为整数 ,而整数模

2 同余 ,只有两类 ,即余 0 和余 1 .故 M2 ( Z )按此分类只有两种情

况 ,即行列式值分别为偶数与奇数 .这两类中任一个矩阵都有资格

当代表元 ,通常应写最简单的 .看起来一目了然 ,不必再需计算 ,故

选
1

0
和

1

1
,即两个等价类为

1

0
,

1

1
.

前者是行列式值为偶数 (≡0 ( mod2 ) )的方阵全体 ,后者是行列式

值为奇数 (≡1 ( mod2) )的方阵全体 .

又计算
3 6

- 4 - 2
= - 6 + ( 24 ) = 18≡0 ( mod2 ) ,故

3 6

- 4 - 2
∈

1

0
.

如果答
3 6

- 4 - 2
∈

3 6

- 4 - 2
也不能算错 ,但依题意应理解为

需要回答它与前面得出的代表元中哪一个属于同一类 .

例 5  设集合 A = {1 , 3, 5 , 7 , 9} ,试写出 A上的一个等价关系

(要求用 A× A的子集写出 ) R,并说明按此等价关系把 A分成几类 ?

解  R = {(1,1) , (3,3) , (5,5) , (7,7) , (9,9) } ,它把 A分成 5类 .

评析  此题答案不惟一 ,上面写出的是最简单的一个 ,仿 2 .2
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节例 4 可以写出更多的等价关系 .对这样比较抽象的题 ,不要心存

恐惧 ,从定义出发 ,一步步分析思路就清晰了 .如等价关系的第一

个要求是要有自返性 ,即对任意 a∈ A ,都有 ( a, a)∈ R,故知 R 中

必含全部的 ( a, a) (任意 a∈ A) ,已知 A中有 5 个元素 ,故知 R 中

包含了至少 5 个元素 ( a, a) .即 R至少为

R1 = { (1 ,1 ) , (3 ,3 ) , (5 ,5 ) , (7 ,7 ) , (9 ,9 ) } .

接下来是考虑对称性和传递性的要求 .首先可以看出 R1 同时也

满足对称性和传递性 ,故 R1 已是一个等价关系 .由此等价关系 ,

每个 A中的元素只与自己有关系 ,与其他元素无关 ,即商集为

A/ R1 = { {1 } , {3 } , {5 } , {7 } , {9 }} .

所以 ,这个分类把 A分为 5 类 .

如果读者觉得 R1 太简单 ,或希望 5 个元素之间有点关系 ,那

么一旦写入 (1 ,3 )∈ R,则必须有 ( 3 , 1)∈ R,即 R至少为

R2 = { (1 ,1 ) , (3 ,3 ) , (5 ,5 ) , (7 ,7 ) , (9 ,9 ) , (1 ,3 ) , (3 ,1 ) } .

若觉得还不够复杂 ,还要写入 ( 5 , 7 )∈ R,则必须有 (7 , 5 )∈ R才满

足对称性的要求 ,即 R成为

R3 = { (1 , 1 ) , (3 , 3 ) , (5 , 5 ) , (7 , 7 ) , (9 , 9 ) , (1 , 3 ) , (3 , 1 ) ,

( 5 , 7) , ( 7 , 5) } .

显然 , R2 , R3 同时也都满足传递性 ,故它们都是等价关系 .

但若想写入 (1 ,3)∈ R, (3 ,5)∈ R,则麻烦事来了 ,除了对称性要

求必有 (3 ,1)∈ R, (5 , 3)∈R外 ,还要有传递性 ,即必须有 (1 , 5)∈ R,

再由对称性 ,得 ( 5 , 1)∈ R,于是 R必须含更多的元素

R4 = { (1 , 1 ) , (3 , 3 ) , (5 , 5 ) , (7 , 7 ) , (9 , 9 ) , (1 , 3 ) , (3 , 5 ) ,

( 3 , 1) , ( 5 , 3) , ( 1 , 5) , ( 5 , 1) } .

此时 A/ R4 = {{1 , 3 , 5} , {7} , {9} } , A被分成 3 类 .
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第 3章  多项式形式

3 .1  理 论 脉 络

这一章可按以下 3 个脉络理解和掌握多项式形式的基本内容 .

1  会带余除法 ,了解整除的简单性质

定义 1  ( 1) 设 F为一个域 , x是不属于 F 的任意一个符号 ,

则形如

an x n + an - 1 xn - 1 + ⋯ + a1 x + a0 , ai ∈ F

的表达式称为域 F上的一个多项式形式 .不等于 0 的最高次项的

系数称为首项系数 ,首项系数为 1 的多项式称为首一多项式 .

(2 ) 两个多项式形式相等 .定义为它们的次数和各同次系数

均相等 .

定理 1  域 F上 x 的多项式形式全体 (记为 F[ x] )按如下定

义的加法和乘法成为交换环 (称为多项式形式环 ) .

∑
∞

i = 0

ai x
i

+∑
∞

i= 1

bi x
i

= ∑
∞

i= 0

( ai + bi ) x
i
,

∑
∞

i= 0

ai x i

∑
∞

j = 0

bj x j = ∑
∞

k = 0
∑
i + j= k

ai bj x k .

注意 ,用无限求和的形式给出 ,只是为书写方便 (不用讨论两个多

项式 f 和 g 的次数 ) ,事实上 ,我们有个约定 ,和号∑
∞

i = 0
中只有有限

项的系数非零 .

定理 2  F[ x]满足乘法消去律 : 即对任意 f , g, h∈ F[ x] ,若

有 f g = f h,且 f≠0 ,则 g = h .



定义 2  有消去律的含幺交换环 ,称为整环 ( domain) .如Z 和

F[ x]均为整环 .

定理 3(带余除法 )  对任意 f , g∈ F[ x] ,若 g( x)≠0 ,则总存

在 q, r∈ F[ x] ,使

f = gq + r,  其中 deg r < deg g或 r = 0 ,

且 q和 r 由 (多项式形式 ) f 和 g 惟一决定 .

定义 3  有带余除法的环称为欧几里得 ( Euclid )环 .如Z 和

F[ x]都是欧几里得环 .

当定理 3 中的 r = 0 时 ,称 g整除 f ,记为 g | f ,整除有传递性、

反身性、互伴性 .即 :

(1 ) 若 g | f , f | h,则有 g | h;

(2 ) 对任意 g∈ F[ x] ,均有 g | g;

(3 ) 若 g | f 且 f | g,则必有 f = cg ,其中 c∈ F* .

定义 4  ( 1) 设 f ( x ) = an x
n

+⋯ + a1 x + a0 是一个 F上的多

项式形式 , c∈ F, 则 f ( c) = an c
n

+ ⋯ + a1 c + a0 称为 f ( x )在 c

点的值 .

( 2 ) 当 f ( c) = 0 时 ,称 c为 f ( x)在 F中的根或零点 ,也称 c为

f ( x) = 0 的解或根 .

关于 f ( x)在一点的值和 f ( x )的根有如下的著名定理 .

定理 4  ( 1) 余数定理 f ( x ) = ( x - c) q( x) + f ( c) .

(2 ) 零点定理 f ( c) = 0� ( x - c) | f ( x ) .

余数定理说明 f ( x)除以 x - c的余式 (数 )是 f ( c);而零点定理

说明 c为 f ( x)的根� f ( x) = ( x - c) q( x) ,即 f ( x)有因式 x - c .

由此可以证明以下重要的结论 .

定理 5  域 F上的 n次多项式 f ( x)在 F中最多有 n个根 (重

根按重数计入 ) .

推论  设 f ( x)∈ F[ x] , deg f ( x ) = n,如果 f ( x )在 F中有多

于 n 个不同的根 ,则必有 f ( x ) = 0 .
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从定理 5 和它的推论就得到判断两个多项式形式相等的一个

方法 .

定理 6  设 f ( x) , g( x )∈ F[ x] , deg f , deg g < n .若在 n个不

同的点 c1 ,⋯ , cn 上 ,有 f ( ci ) = g( ci ) ,则必有 f ( x) = g( x) .

此定理的思想可以扩展在“函数逼近”(读者在数值分析课程

中将会学到 ) .注意定理 6 的条件比定理 5 的结论要强 ,事实上 ,这

只是一种给出 n个点上的值的方式 : (1 )设这 n个点不同 ,这时只

要说 f ( x)与 g( x)在这 n个点上的函数值相等 ; ( 2) n个点中有“重

根”,于是只能说 f ( x)与 g( x)在其中 m个点上的函数值相等 ,怎

么表示“重根”呢 ? 若某一个点 ci 是 f ( x ) - g ( x)的二重根 , 则

f ( x)与 g( x)在 ci 处不但函数值相等而且导函数值也相等 ,即条

件变成

f ( ci ) = g( ci ) ,及 f′( ci ) = g′( ci ) ,

因此若只想用函数值给条件 ,则必须说那些点不同 .

2  掌握求最大公因子的辗转相除法 , 理解 Bezout 等式的本

质 ,给定两个多项式 f, g,会求 Bezout等式

定义 5  设 f , g∈ F[ x] .

( 1) 若 h( x)∈ F[ x]满足 h | f , h | g,则称 h( x)为 f ( x )与 g( x)

的公因式 .

(2 ) 若 d( x)∈ F[ x]是 f 和 g 的公因式 ,且是 f 和 g 的任意

一个公因式的倍式 ,则称 d( x)为 f ( x)与 g( x)的最大公因式 .

f 与 g 的首一最大公因式记为 ( f , g) .

引理 1  若 f = gq + r,则 ( f , g) = ( r, g) ,其中 f , g , r∈ F[ x] .

由此引理得到求最大公因式的辗转相除法 :

f = gq1 + r1 ,   deg r1 < deg g,

g = r1 q2 + r2 ,   deg r2 < deg r1 ,

r1 = r2 q3 + r3 ,   deg r3 < deg r2 ,

⋯

86 第 3 章  多项式形式



rs- 2 = rs - 1 qs + rs   deg rs < deg rs- 1 ,

rs- 1 = rs qs+ 1 .

所以 ( f , g) = ( g, r1 ) = ⋯ = ( rs - 1 , rs ) = cr s .

  注意 ,因 ( f , g)是首一多项式 ,而 rs 不一定首一 , 故其前有一

个修正值 c(见 3 .3 节例 1 ) .

定理 7  设 f , g∈ F[ x] ,则 ( f , g) = d( x)存在且惟一 ,而且存

在 u, v∈ F[ x] ,使

u f + vg = d   ( Bezout等式 ) .

  关于 Bezout等式有几点说明 ,请读者留意 .

(1 ) 求 Bezout 等式的方法 .应是先找公式 ,再代入 qi (辗转相

除各步得到的商式 )算出 u, v .这里以辗转相除 3 次得到最大公因

式为例说明之 .

由 ( f , g) = c( r3 ) = c( r1 - q3 r2 )

= c[ ( f - q1 g) - q2 ( g - q2 r1 ) ]

= c[ f - q1 g - q3 ( g - q2 ( f - q1 g) ) ]

= c(1 + q2 q3 ) f - c( q1 + q1 q2 q3 + q3 ) g ,

故 u = c( 1 + q2 q3 ) , v = - c( q1 + q1 q2 q3 + q3 ) .

再把 qi ( i = 1 , 2 , 3)代入 ,就可求出 u, v .千万不要在一开始“回代”

时就用具体的 qi 参加运算 ,那样算起来眼花缭乱 ,容易出错 .

(2 ) Bezout 等式中的 u, v是不惟一的 .事实上设 u, v是满足

条件的一组值 ,即有恒等式

uf + vg = ( f , g) .

上式左边加 f g,再减去 f g ,值不变 .于是有

( u + g) f + ( v - f ) g = ( f , g) .

所以 u1 = u + g, v1 = v - f 也满足要求 ,故计算过程要头脑清楚 ,

找出最简单的 u, v即可 .不要心不在焉地算 ,人为地加大计算量

(见 3 .3 节例 5 ) .

(3 ) Bezout 等式是必要条件 ,即若 f , g有首一的最大公因式
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d ( x) ,则一定有 u, v,使

uf + vg = d( x) .   ( Bezout 等式成立 ) . ( * )

但若有 u1 f + v1 g = h( x) ,则不能断定 h( x) = ( f , g) .事实上 , 由

( * )两边乘任意多项式 s( x ) ,得

us f + vsg = d( x) s( x ) .

显然不能判定 d( x) s( x)仍为 f , g的最大公因式 .

定义 6  设 f , g∈ F[ x] ,若 ( f , g) = 1 ,则称 f ( x)与 g( x)互素 .

定理 8  设 f , g∈ F[ x] ,则

( f , g) = 1�存在 u, v∈ F[ x] ,使 uf + vg = 1 .

上式右边的等式也称为 (关于互素的 ) Bezout 等式 .与定理 7 不同

的是对于互素的两个多项式 f , g ,其 Bezout 等式是充分必要条

件 .当然 ,这里的 u, v也不惟一 .

关于整除和互素有如下性质 :

定理 9  ( 1) 若 f | g h,且 ( f , g) = 1 ,则 f | h .

(2 ) 若 f1 | g, f 2 | g,且 ( f1 , f 2 ) = 1 ,则 f1 f2 | g .

(3 ) 若 ( f , g) = 1 ,且 ( f , h) = 1 ,则 ( f , gh) = 1 .

3  理解惟一析因定理 ,掌握C [ x]和R [ x]上的分解理论并会

应用

定理 10  F[ x]是惟一析因整环 ,即任意一非常数多项式 f∈

F[ x]均可表为一些不可约的多项式的乘积

f = p1 p2 ⋯ ps ,

且若不计常数倍及 pi 的次序 ,分解是惟一的 .或写为

f = cp
n

11 ⋯ p
n

ss ,  其中每个 pi 不可约且两两互异 .

  定理 11  复系数多项式 f ( x ) ( deg f≥1 )在复数域C 上总可

以惟一分解为一次因式的乘积 ,即

f ( x ) = c( x - c1 )
n

1 ( x - c2 )
n
2 ⋯ ( x - cs )

n
s

( c, ci ∈ C,∑
s

i = 1

ni = n) .
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  引理 2  实系数多项式 f ( x )的复根总是成共轭对出现 .即当

α是 f ( x )的根时 ,则α也是 f ( x)的根 .

定理 12  实系数多项式 f ( x ) ( deg f≥1 )在实数域上总可以

惟一分解为一次和二次不可约因子之积 ,即

f ( x ) = a( x - a1 ) n
1 ⋯ ( x - as ) n

s· ( x2 - b1 x + c1 ) e
1⋯

( x
2

- bt x + ct )
e

t .

  在这里看 ,定理 11 和定理 12 是关于复 (实 )系数多项式的分

解 (理论 )问题 ,把它用在具体的多项式上 ,就是实践问题了 .如用

在求方阵的特征值上得 :

(1 ) 实方阵的特征多项式在实数域里的分解必是一次因式和

二次因式之积 ,故实方阵不一定在实数域里相似对角阵 (从空间分

解的角度看 ,就是若σ在复数域C中可对角化 ,则 V 在实数域里只

能分解为一维和二维不变子空间的直和 ) ,如实正交矩阵 ;

(2 ) 实方阵的特征多项式是实系数多项式 ,故其复特征值成

共轭对出现 ,如实正交矩阵的特征值除 + 1 , - 1 外 ,还有模为 1 的

复数 ,如含 eiθ, e - iθ这样一对一对的复根 .

定理 13(Vieta定理 )  设

f ( x) = an x n + an - 1 xn - 1 + ⋯ + a1 x + a0

= an ( x - α1 ) ( x - α2 )⋯ ( x - αn ) ,

则 α1 +α2 +⋯ +αn = -
an - 1

an
,

α1α2 +α1α3 +⋯ +αn - 1αn =
an - 2

an
,

⋯⋯⋯⋯

α1⋯αn - 1 +⋯ +α2⋯αn = ( - 1 ) n - 1 a1

an
,

α1α2⋯αn = ( - 1 )
n a0

an
.
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  这里α1 ,α2 ,⋯ ,αn 是 f ( x )的 n个根 , Vieta 定理讲的是多项式

的根与系数的关系 ,是中学讲的二次三项式的 Vieta 定理在 n维

空间的推广 .

当 f (λ) = |λI - A |是 A的特征多项式时 , 有 an = 1 , an - 1 =

- ( a11 +⋯ + ann ) = - t rA, a0 = ( - 1 )
n
detA .记 A的特征根为λ1 ,

λ2 ,⋯ ,λn ,则由上述根与系数的关系有

λ1 +λ2 + ⋯ +λn = - an - 1 = ∑
n

i = 1

aii = t rA,

λ1·λ2 ·⋯·λn = ( - 1) n a0 = detA .

  定理 14  设 f ( x )∈ Z[ x] ,

f ( x ) = an x
n

+ an - 1 x
n - 1

+ ⋯ + a1 x + a0 .

若 f
r
s

= 0 ,其中 r , s∈Z ,且 ( r , s) = 1 ,则 r | a0 , s | an .

这个定理给出 : 若 f ( x )有有理根
r
s

,则此分数的分子应能整

除多项式的常数项 ,而分母整除首项 .

定理 13 和定理 14 可用在求三次以上特征多项式的根上 ,可

以先确定根的选取范围 ,求出 1 或 2 个根后 ,化为二次多项式时 ,

就可全部解出来了 .如 A为 4 阶矩阵 , |λI - A | =λ4 +λ3 - 7λ2 -

λ+ 6 ,则由首项分解为±1 ,常数项分解为±1 ,±2 ,±3 ,±6 ,故根

有 8 种可能 ,它们分别为±1 ,±2 ,±3 ,±6 ,把±1 代入得 |λI - A| =

0 ,故特征多项式中有因子 (λ2 - 1 ) ,于是

|λI - A | = λ2 (λ2 - 1 ) +λ(λ2 - 1) - 6 (λ2 - 1)

= (λ2 - 1 ) (λ2 +λ - 6)

= (λ
2

- 1 ) (λ+ 3 ) (λ - 2 ) .
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3 .2  典型题讲评

例 1  设 g( x) = x2 - 2 ax + 2 整除 f ( x ) = x4 + 3 x2 + ax + b,

求 a和 b,其中 a, b∈R .

解  做带余除法

g( x)     f ( x) q( x)

x
2

- 2ax + 2 1x
4
    + 3x

2
+ ax+ b x

2
+ 2ax + (1 +4a

2
)

x
4

- 2ax
3
 + 2x

2 k

 2ax
3
 + x

2
+ ax + b

 2ax
3

- 4a
2

x
2

+ 4ax

       ( 1 + 4 a
2

) x
2

-    3 ax + b

 ( 1 + 4 a2 ) x2 - (2 a+ 8 a3 ) x + 2 + 8 a2

第 1 次做除法后 ,得余式 2 ax3 + x2 + ax + b .此时若 a = 0 ,则变为

要求 x
2

+ 2 | x
2

+ b,故 b = 2;否则 ,又经 3 次做除法后 ,要求 g | f ,

则必有

- 3 a = - 2 a - 8 a3 ,

 b = 2 + 8 a2 .

由第 1 个方程得 8 a2 = 1 ,故 a=±
1

2 2
,代入第 2 个方程得 b= 3 .

故得
a= 0 ,

b= 2 .
 或  

a =±
1

2 2
,

b= 3 .

讲评  这样的题 , 从理论上说没什么难度 , 但要得出正确结

果 ,就需要仔细计算 ,认真对齐上、下各项 ,否则也会变成难题 .

例 2  设 m, n 和 p 是正整数 , 证明 g ( x) = x
2

+ x + 1 整除

f ( x) = x
3 m

+ x
3 n + 1

+ x
3 p + 2

.
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解  方法 1  由于

( x
3

- 1) = ( x - 1) ( x
2

+ x + 1) ,

( x
3 k

- 1) = ( ( x
3

)
k

- 1 )

= ( x
3

- 1) ( ( x
3

)
k - 1

+ ( x
3

)
k - 2

+ ⋯ + x
3

+ 1) ,

故知 (1 + x + x2 ) | ( x3 - 1 ) , ( x3 - 1 ) | ( x3 k - 1 ) (对任意整数 k) .于

是知 g = (1 + x + x2 ) | x3 m - 1 , g | x3 n - 1 , g | x3 p - 1 .又已知多项式

可变形为

f ( x ) = ( x3 m - 1 ) + x( x3 n - 1 ) + x2 ( x3 p - 1) +

(1 + x + x2 ) ,

由 (1 + x + x
2

)可以整除右边每一项 (共 4 项 ) .故

(1 + x + x
2

) | f ( x) .

讲评  此题主要用到两个因式分解的公式 : 立方差公式和 k

方差公式 ,即

( a3 - b3 ) = ( a - b) ( a2 + ab + b2 ) ,

( a
k

- b
k
) = ( a - b) ( a

k - 1
+ a

k - 2
b + ⋯ + ab

k - 2
+ b

k - 1
) .

在第 1 个公式中取 a = x, b= 1 ,在第 2 个公式中取 a = x3 , b = 13 ,

即得到我们要用的公式 ,从而证出结论 .这需要对这些公式很熟 ,

看到 1 + x + x2 就会联想到它是 x3 - 1 的因式 ;看到 x3 m - 1 就会

想到它含有 x
3

- 1 这个因式 , 等等 .此题也可用多项式的根来证

(即用零点定理 ) .

方法2  由于 g( x)的两个根为ω1 =
- 1 + 3i

2
,ω2 =

- 1 - 3 i
2

,

且ω2 =ω21 ,又由

x
3

- 1 = ( x - 1 ) ( x
2

+ x + 1) = ( x - 1) ( x - ω1 ) ( x -ω2 ) ,

故ωi ( i = 1 ,2 )都是 3 次单位根 .即有ω
3
i = 1 .而

f (ω1 ) = ω3 m
1 +ω3 n + 1

1 + ω3 p + 2
1 = 1 +ω1 +ω2 = 0 ,

f (ω2 ) = f (ω
2
1 ) = 1 +ω

2
1 + ω1 = 0 .

故知ω1 与ω2 都是 f ( x)的根 ,由零点定理知
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f ( x) = ( x - ω1 ) ( x - ω2 ) h( x )

= ( x2 - (ω1 +ω2 ) x + ω1ω2 ) h( x)

= ( x
2

+ x + 1 ) h( x ) ,

所以 1 + x + x2 | f ( x ) .

例 3  设 f ( x) = 2 x
5

- 5 x
3

+ 8 x ,用综合除法求 f ( - 3) .

解  由余数定理 (定理 4 )知 f ( - 3 )等于 f ( x )除以 ( x + 3 )得

到的余式 .因除式为一次式 x - a 的形式 , 故可用综合除法简

化求之 :

- 3 æ2 ô0 8- 5 ²0 À8 �0 H

- 6 n
- 6

18 —
13

- 39 �
- 39

117 :
125

- 375 ´
- 375

故

f ( x ) = ( x + 3) (2 x
4

- 6 x
3

+ 13 x
2

- 39 x + 125) - 375 ,

而 f ( - 3 ) = r( x ) = - 375 .

讲评  综合除法仅用在除式为 x - a时 ,省略 x 后除数写为

a .本题要求 f ( - 3 ) ,故知除式应为 x - ( - 3 ) = x + 3 .这一点要理

解清楚 ,读者可从做带余除法的算式中分析、总结、理解 .数学是理

解地记忆 ,不用死记硬背 .

例 4  用综合除法把 f ( x) = x4 - 2 x3 + 3 表成 x - 2 的方幂 .

解  f ( x) = x
3

( x - 2 ) + 3 ,而由综合除法知

x3 = ( x2 + 2 x + 4 ) ( x - 2 ) + 8 ,

x2 + 2 x + 4 = ( x + 4) ( x - 2 ) + 12 ,

( x + 4 ) = ( x - 2) + 6 ,

故有

f ( x ) = ( x - 2 )4 + 6 ( x - 2)3 + 12( x - 2)2 +

8 ( x - 2) + 3 .

  讲评  上述综合除法的算式可以连续进行 ,注意每次除后得
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到的最后一个数字为余数 (竖式中用虚线割开 ) .

2 R1 –- 2 �0 �0 b3 ¦

1 –
2 Ú
0

0 �
0

0 b
0
 
3

1 –
2 Ú
2

4 �
4

8 b
8

1 –
2 Ú
4

8 �
12

2 Ú
6

于是知

f ( x ) = ( x - 2) q1 ( x) + 3 ,

q1 ( x ) = ( x - 2) q2 ( x) + 8 ,

q2 ( x ) = ( x - 2) q3 ( x) + 12 ,

q3 ( x ) = ( x - 2) + 6 ,

故得

f ( x) = ( x - 2)
4

+ 6 ( x - 3)
3

+ 12 ( x - 2)
2

+ 8( x - 2 ) + 3 .

  例 5  求次数最低的多项式 f ( x) ,使得 f ( x)被 ( x - 1 )2 除时

余式为 2 x,被 ( x - 2 )
3
除时 ,余式为 3 x .

解  由题意知

f ( x ) = q1 ( x - 1 )
2

+ 2 x = q2 ( x - 2)
3

+ 3 x

= q2 [ ( x - 1) - 1 ]3 + 3 x

= q2 [ ( x - 1)3 - 3 ( x - 1)2 + 3( x - 1 ) - 1 ] + 3 x .

显然 ,最后一个式子中前两项都可以被 ( x - 1 )
2
整除 , 故若要求

( x - 1 )2除 f ( x)余 2 x ,必有 ( x - 1)2 | [ q2 (3 ( x - 1) - 1 ) + x] ,由此

知 degq2≥1 .

  设 q2 = ( ax + b) ,则应有
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( 3 x - 4) ( ax + b) + x = 3 a( x - 1 )2 .

比较两边各项的系数 (主要是一次项和常数项 ,二次项我们已令其

相等 )得

- 4 a + 3 b + 1 = - 6 a,

     3 a = 4 b .
 即  

a = 4 ,

b = - 3 .

故知

f ( x ) = ( x - 1 )3 ( 4 x - 3) + 3 x

= 4 x4 - 27 x3 + 66 x2 - 65 x + 24 .

  讲评  (1 ) 这个题是人人会做的 ,因为由题设很容易写出第

一个式子 .那么 ,无论对 q1 ,或对 q2 用待定系数法都可以做出来 .

所以说不会的同学 ,实质上是“怕繁”,从心理上不想做 .故我们常

说不是会不会的问题 ,而是“懒不懒”的问题 ,只要肯动手 ,是可以

做出来的 .

(2 ) 上述解法用了个小技巧 , 即用中学学的“差立方”公式把

( x - 2 )3 写成[ ( x - 1) - 1]3 ,与前一个带余除法互应 ,使问题得以

化简 ,故我们建议同学 ,遇到计算题 ,第一要“不怕繁”,耐心、认真

地做 ,争取一遍做对 ;第二要“多动脑筋”,看看有没有“巧”思路 ,简

化计算 ,使繁变简 .

例 6  设非零实系数多项式 f ( x)满足 f ( f ( x ) ) = f k ( x ) ,其

中 k是给定正整数 ,求多项式 f ( x ) .

解  设

f ( x ) = an x n + ⋯ + a1 x + a0 ,

则

f ( f ( x) ) = an f
n
( x ) + an - 1 f

n - 1
( x ) + ⋯ + a1 f ( x) + a0 .

而 f k ( x) = ( an x n + ⋯ + a1 x + a0 ) k ,

由已知条件 f ( f ( x ) ) = f
k
( x ) ,故应有 (等号两边的多项式的次数

相等 )

deg f k ( x) = deg f ( f ( x) ) ,
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即得 nk = n2 ,所以 n = 0 或 n= k .

当 n= 0 时 ,有

f ( x ) = a0 ,  f ( f ( x ) ) = a0 ,  f k ( x ) = ak
0 .

故当 k≠1 时 ,有 a0 = 1 ,即 f ( x ) = 1 .

当 n= k时 ,则   f ( x) = ak x k +⋯ + a1 x + a0 ,

f k ( x ) = ( ak x k + ⋯ + a1 x + a0 ) k , ( 1)

f ( f ( x) ) = ak f
k
( x) + ak - 1 f

k - 1
( x) + ⋯ +

a1 f ( x ) + a0 . ( 2)

比较 f k ( x ) = f ( f ( x) )两边的首项 ,知有

a
k
k = a

k+ 1
k ,  故 ak = 1 .

代回 (1 ) , (2 )两式中 ,知有

f ( f ( x) ) = f k ( x ) + ak - 1 f k - 1 ( x) + ⋯ + a1 f ( x) + a0 ,

故得

ak - 1 f k - 1 ( x ) + ⋯ + a1 f ( x ) + a0 = 0 . ( 3)

上式算出来应是 x的多项式 ,其值恒为 0 ,故首项应为 0 ,得

ak - 1 = 0 .

由此又知有 ak - 2 f
k - 2

( x) +⋯ + a1 f ( x ) + a0 = 0 .

继续做下去 (不断讨论首项的情况 ) ,得

ak - 1 = 0 , ak - 2 = 0 , ⋯ , a1 = 0 , a0 = 0 .

于是知 f ( x) = x
k

.

讲评  ( 1 ) 此题由 f ( f ( x ) ) = f
k

( x )建立关系 ,乍一看有点

“神”,也许以为计算量将非常大 (用待定系数法定系数 ) ,但当一

“走出”设 f ( x ) = an x
n

+⋯ + a1 x + a0 这一步后 ,其实思路就有了 ,

接下来就会看到“走起来”比“只想”要容易得多 .

(2 ) 用“首项”讨论问题是多项式形式这一章问题的一个特

点 .对所有的系数 ,不仅“繁”且“不好说”时 ,用“首项”说事就方便

许多 .本题可以说是很典型的一个题 .多次用“首项”解决问题 .(或

说主要用首项解决问题. )
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(3 ) 当一个多项式 g( x) = bm x m +⋯ + b1 x + b0 = 0时 ,立刻得出

所有的系数 bi = 0(0≤ i≤m) ,但对 ( 3)式 ,因其中 f ( x) , f 2 ( x ) ,⋯ ,

f
k - 1

( x )这些项都是 x 的多项式 , 它们展开后得到一个关于 x 的

多项式 .显然除首项系数外 ,其余的 ak - 2 ,⋯ , a1 , a0 不是该多项式

的系数 ,故我们“不能”由 ( 3)式直接推得 ai = 0( 0≤ i≤ k - 1) .要一

次一次地只讨论首项 (必为 0 )来得出结论 .

例 7  设 f ( x) = x
4

+ 2 x
3

- x
2

- 4 x - 2 , g( x ) = x
4

+ x
3

- x
2

-

2 x - 2 ,求 f , g的首一最大公因式 ( f , g)及 u, v,使得

u f + vg = ( f , g) .

解  用辗转相除法求 ( f , g) :

g( x) f ( x )

q2 = x + 1 ]x
4

+ x
3

- x
2

- 2 x - 2 •x
4

+ 2 x
3

- x
2

- 4 x - 2 Òq1 = 1 '

 x4  - 2 x2     
  x3 + x2 - 2 x - 2

 x
4

+ x
3

- x
2

- 2 x - 2 Ó
 r1 = x

3
  - 2 x   

  x3   - 2 x
r2 = x2     - 2  

= x( x2 - 2)   

故 ( f , g) = x
2

- 2 = r2 (注意当算出 r2 = x
2

- 2 时 ,再看 r1 = x r2 ,则

辗转相除到此结束 ,不用再除下一步 ) .由

f = gq1 + r1 ,  g = r1 q2 + r2 ,

知

( f , g) = r2 = ( g - r1 q2 ) = ( g - ( f - gq1 ) q2 )

= - q2 f + (1 + q1 q2 ) g ,

故得 u = - q2 = - x - 1 ,

v = ( 1 + q1 q2 ) = 1 + x + 1 = x + 2 .

  讲评  (1 ) 这道题即使不要求计算 ( f , g)或者说 ( f , g)可由

因式分解直接看出 ,则为了求 Bezout 等式 ,也要用辗转相除法去

找各个 qi ,从而计算 u, v .因为 u, v恰由商式的代数运算得到 .因

此 ,读者就不必去用别的方法找 ( f , g) ,反正 qi 总是要用到的 ,故
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干脆从开始就认真做辗转相除 .

(2 ) 计算时注意降幂排列 ,若缺少某个幂次 ,要空出位置 ,以

便上下对齐 ,便于计算 .应该说 ,这些题的设计总是由原作者精心

策划的 ,哪一步一旦计算失误 ,计算量将加大 ,会“越算越繁”,务请

读者注意 .

(3 ) u, v是不惟一的 ,如上步骤 (给出的解答 )得出的 u, v 应

是次数最低的 ,也是最简单的 .

例 8  设 f ( x) = x3 + ( 1 + t) x2 + 2 x + 2 s, g( x ) = x3 + t x2 + s

的最大公因式是一个二次多项式 ,求 t, s的值 .

解  由 f ( x) - g( x) = x
2

+ 2 x + s,所以 x
2

+ 2 x + s是 f , g的最大

公因式(设( f , g) = d( x) ,则 d( x) | f , d( x) | g,故 d( x) | x
2

+ 2 x + s) .故

以下只要看当 t, s为何值时 , x
2

+ 2 x + s| f 或 x
2

+ 2 x + s| g即可 .因

g

x
2

+ 2 x + s  x
3

+ tx
2
   + s q = x + ( t - 2 )

 x
3

+ 2 x
2
  + sx

( t - 2) x
2
 - sx   + s

( t - 2) x2 + 2( t - 2 ) x + s( t - 2)

故要 x
2

+ 2 x + s | g( x) ,必有

- s = 2 ( t - 2 ) ,

 s = s( t - 2 ) .
 即  

s = 0 ,

t = 2 .
 或  

s = - 2 ,

t = 3 .

  讲评  (1 ) 从理论来说 ,这样的题可用辗转相除法来做 .当某

个余式 ri 是二次多项式时 ,应有 ri | ri - 1 .从而可定出 t, s的值 .本

题解法采用了一个技巧 , 即通过直观看出 f - g 就是一个二次多

项式 ,于是改用带余除法定 t, s的值 ,简便了许多 .

(2 ) 在完成第一次除法运算后 ,可讨论 : 若余式中 x
2
的系数

为 0 ,则其余两项系数也应为 0 ,故有 t = 2 时 , s = 0 ,这个结果已包
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含在最后的两个结果之中 ,故不讨论也可以 (没有丢解 ) .

例 9  设 f ( x) , g( x )∈ F[ x] , a, b, c, d∈ F .若 ad - bc≠0 ,证

明 ( a f ( x ) + bg( x) , c f ( x ) + dg( x) ) = ( f ( x) , g( x ) ) .

证  记 a f + bg = f 1 ( x) , c f ( x ) + d g( x) = g1 ( x) ,则由

( f , g) | f ,   ( f , g) | g,

得 ( f , g) | a f + bg = f1 ,   ( f , g) | cf + dg = f2 ,

故 ( f , g) | ( f1 , g1 ) .

又线性方程组

af + bg = f1 ,

cf + dg = g1 ,
( 1)

的系数行列式不为 0(因 a d - bc≠0) ,故有惟一解 ,设为

f = a1 f1 + b1 g1 ,   g = c1 f1 + d1 g1 .

于是同上讨论有

( f1 , g1 ) | f ,  且 ( f 1 , g1 ) | g ,  故 ( f1 , g1 ) | ( f , g) .

故得 ( f1 , g1 ) = ( f , g) .

  讲评  本题关键的一步 ,是会利用条件 ad - bc≠0 ,把 f , g 用

f 1 = a f + bg 和 g1 = c f + d g 表示 .因为大部分人会做前半部 , 即

可以看出 ( f , g) | f1 , ( f , g) | g1 .接下来怎么办 ? 显然 , f1 和 g1 都

是 f 和 g 的线性组合 (函数 ) ,故应该想到能否用 f1 和 g1 的线性

(组合 )函数去表示 f , g,这时就会联想到已知条件中 ad - bc≠0 ,

这恰是保证线性方程组 (1 )有解的条件 ,这样问题就解决了 .

例 10  设 f ( x ) = d( x) f1 ( x ) , g( x ) = d( x) g1 ( x ) ,且 f ( x ) ,

g( x)不全为零 ,证明 d( x)是 f ( x ) , g ( x )的一个最大公因式当且

仅当 ( f1 ( x ) , g1 ( x) ) = 1 .

证  � (必要性 )  当 d( x)是 f , g的最大公因式时 ,有 u, v使

u f + vg = d( x) . (1 )
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由 f , g不全为 0 ,故 d( x)≠0 ,且由 f = d( x) f1 , g( x ) = d( x) g1 ,

于是 (1 )式两边同除 d( x) ,得

uf 1 + vg1 = 1
由定理 8

( f1 , g1 ) = 1 .

� (充分性 )  由 ( f1 , g1 ) = 1 ,知存在 u( x) , v( x ) ,使

uf 1 + vg1 = 1 .

上式两边同乘 d( x) ,得

u( x) f + v( x) g = d( x) . (2 )

由题设知 d( x) | f , d( x ) | g,所以 d( x)是 f , g的公因式 .下面要证

它是最大公因式 , 即是任意公因式的倍式 .若有 d1 ( x ) 满足

d1 ( x) | f , d1 ( x ) | g ,则由 ( 2)式知 d1 ( x) | d( x) ,故 d( x)确为 f 和

g 的最大公因式 .

讲评  命题的必要条件证明较容易 ,而充分性的证明要避免

的错误是 : 不能由公式 ( 2)直接得结论 ,正如我们在理论部分强调

的 .Bezout 等式 (定理 7)不是充要条件 .故由公式 ( 2 )之后必须要

证以下两点 : ( 1) d | f , d | g,即 d( x)确为 f , g的公因式 ;

(2 ) 若有 d1 | f , d1 | g,则 d1 | d ,即 d( x)为一切公因式的倍式 .

3 .3  考试题评析

例 1  设 f ( x ) =
1
4

x
4

+
1
4

x
2

-
1
2

, g ( x ) =
1
4

x
3

+
1
4

x
2

-

1
2

x -
1
2

,则其首一最大公因式 ( f ( x ) , g ( x ) )等于什么 ? 并求

u( x) , v( x) ,使得 u ( x) f ( x ) + v ( x) g ( x) = ( f ( x ) , g ( x ) ) .又

问 u( x) , v( x)互素吗 ?

解  用辗转相除法求 ( f , g) ,有
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g( x) f ( x )

q2 =
1 $
4

x3 +
1
4

x2 -
1
2

x -
1
2
 

1 f
4

x4    +
1
4

x2 -
1
2

q1 = x - 1 5

1 +
4

x +
1
4

1 '
4

x3     -
1
4

x    

    
1
4

x2 -
1
4

x -
1
2

 
1 Q
4

x4 +
1
4

x3 -
1
2

x2 -
1
2

x

 -
1
4

x3 +
3
4

x2 +
1
2

x -
1
2

 
  

1 �
4

x2     -
1
4
 
-

1 ‘
4

x3 -
1
4

x2 +
1
2

x+
1
2

        r2 = -
1 Á
4

x -
1
4

          r1 = x2 - 1 Æ

  = -
1
4

( x + 1 )      = ( x + 1 ) ( x - 1 )

所以 ( f , g) = ( x + 1) = - 4 r2 .再由

f = gq1 + r1 ,  g = r1 q2 + r2 ,   

得 r2 = g - r1 q2 = g - ( f - gq1 ) q2 ,

( f , g) = - 4 r2 = - 4 q2 f - 4( 1 + q1 q2 ) g .

故知 u( x) = - 4 q2 = x + 1 ,

v( x ) = - 4 (1 + q1 q2 ) = - x2 - 3 .

又显然 ( u, v) = 1 ,故 u, v互素 .

评析  (1 ) 此题中给定的两个多项式的系数都是分数 ,故使

计算变得麻烦 ,但用心做 ,避免错误发生 ,只要辗转相除两次也就

得出结果 . r2 | r1 , 这一步直观看出就可以了 , 不用再进行除

法算式 .

(2 ) 再强调一遍求 u, v的方法 .就是先导出 Bezout 等式的公

式 ,或者说先导出 u, v的计算公式 (用商式的代数运算给出 ) ,再把

具体的 qi 值代入 ,算出 u( x) , v( x ) .

(3 ) 这里 u, v是具体多项式 ,可以直接看 ( u, v) = ?,事实上 ,

从理论上可以证明 : 对任意 f , g∈ F[ x] ,若有 u f + vg = ( f , g) ,

则 ( u, v) = 1 .

例 2(思考题 )  设 d( x) = ( f ( x ) , g( x ) ) ,试证明在 Bezout 等
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式 u f + v g = d( x)中可以选取 u, v使得

deg u< deg g( x) , deg v < deg f ( x ) .

证  注意 Bezout等式中的 u, v是不惟一的 .由辗转相除法知

总可以找到 u, v使

u f + vg = d( x) . ( 1)

若 (1 )式中的 u满足 deg u > deg g( x) ,则由带余除法知 , 存在 q, r

使 u = qg + r,其中 deg r < deg g( x) .代入 (1 )式有

( qg + r) f + vg = rf + ( v + qf ) g = d( x) .

由于 deg( r f ) < deg ( f g) ,故 deg ( v + g f ) g < deg ( f g) , 于是知此

时也有 deg( v + g f ) < f .故取

u1 = r( x) ,  v1 = v + gf ,

就有

u1 f + v1 g = d( x) ,  且  deg u1 < deg g ,  deg v1 < deg f .

  评析  此题主要理解 Bezout等式中 u, v的选取不惟一 .因为

对于含 f g的这一项 ,它即可合于前 ( f 中 )也可合于后 ( g 中 ) .证

明过程用的是讨论的方法 (或反设法 ) ,即只要找到一个不满足条

件的 u(或 v) ,利用带余除法就可以得到一个满足条件的 u(或 v)

来 .故思路并不难想到 .

例 3  已知 f ( x) , g ( x )∈ F[ x] ,且不全为零 .若存在 u( x) ,

v( x )∈ F[ x] ,使得 u f + vg = ( f , g) ,试证 u( x) , v( x )必互素 .

证  由题设有

uf + vg = ( f , g) .

由 f , g不全为零 ,故 ( f , g)≠0 .上式两边同除 ( f , g)得

f
( f , g)

u +
g

( f , g)
v = 1 ,

又 ( f , g) | f , ( f , g) | g,故上式中 u, v前的系数都是多项式 .于是 ,

由定理 8 知 , ( u, v) = 1 ,即 u( x) , v( x )互素 .

评析  像这样的题 ,大部分考生可以证出来 ,但怎样用简洁的
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语言 ,清晰的思路写出来是重要的 .上述证明中最主要的一步是从

Bezout 等式出发 ,两边同除以 ( f , g) .想到这一步就“大功告成”

了 ,其他只要进行讨论、论证 ,于是就从用定理 7 转化为用定理 8 ,

这就是思路 .这里不提倡用“反证法”,明明是 ( u, v ) = 1 ,却要假设

它不互素 ,再证矛盾 .从思维上来说有点“绕弯子”.把简单的事 ,变

得复杂 .

例 4(思考题 )  试求七次多项式 ,使 f ( x ) + 1 能被 ( x - 1 )
4

整除 ,而 f ( x ) - 1 能被 ( x + 1)4 整除 .

解  由 x = 1 是 f ( x) + 1 的 4 重根 ,所以 x = 1 是 ( f ( x) + 1)′=

f′( x)的 3 重根 .同理知 x = - 1 是 ( f ( x ) - 1)′= f′( x)的 3 重根 .

又因为 deg f ( x) = 7 ,故 deg f′( x) = 6 .于是 ,可设

f′( x ) = a( x - 1)3 ( x + 1)3 = a( x6 - 3 x4 + 3 x2 - 1 )

 ( a待定 ) .

积分得

f ( x) = a
1
7

x
7

-
3
5

x
5

+ x
3

- x + b . ( 1)

又由题设知 f (1) + 1 = 0, f ( - 1) - 1 = 0 ,故知 f (1) = - 1 , f ( - 1) = 1 .

代入 (1 )式中 ,得关于 a, b的二元一次方程组

a
1
7

-
3
5

+ b = - 1 ,

a -
1
7

+
3
5

+ b = - 1 ,

 从而得  
a = 35

16
,

b = 0 .

于是知

f ( x ) =
5

16
x

7
-

21
16

x
5

+
35
16

x
3

-
35
16

x .

  评析  此解法巧妙地利用“重根”的性质 : ( 1 )若α是 g ( x)的

m重根 ,则α是 g′( x)的 ( m - 1)重根 ; ( 2)若α是 g ( x)的 m重根 ,

则有 g( x) = ( x -α) m h ( x) .使得计算大大简化 (只需定两个未知

量 a, b) .
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若设 f ( x) = ( x - 1 )4 q1 - 1 = ( x + 1)4 q2 + 1 ,再待定 q1 (或 q2 )

也可做 ,但显然计算量要大许多 ( q1 和 q2 都是三次多项式 ,故有 4

个待定系数 ) .

例 5  设 f ( x) = x5 + 2 x4 - 3 x2 - x + 1 , g( x) = x3 + 2 x2 - x - 2,

则其首一最 大公因 式 ( f , g ) = , 且有 u ( x ) =

, v( x ) = ,使得

u( x) f ( x ) + v( x) g( x) = ( f ( x ) , g( x ) ) .

解  由辗转相除法 ,知

q2 = g( x) f ( x ) q1 =

-
1 T
3

x -
2
3

x3 + 2 x2 - x - 2 [  x5 + 2 x4   - 3 x2 - x + 1 /x2 + 1

x3    - x   
  2 x2   - 2

 x5 + 2 x4 - x3 - 2 x2 9

    x3 - x2 - x + 1

   
 2 x2   - 2  
  r2 = 0

     x3 + 2 x2 - x - 2 �
    r1 = - 3 x2  + 3

故

( f , g) = ( x2 - 1 ) = - 1
3

r1 = - 1
3

( f - gq1 )

= -
1
3

f +
1
3

qg .

于是得

u = -
1
3

,   v =
1
3

( x
2

+ 1) .

评析  应该说这是几年来类似的考题中最容易的一道题 ,原

本想作为填空题 ,计算量不要太大 ,故设计了题中的多项式的系

数 ,可没想到许多同学在这道题上却花了许多功夫 ,得出许多不同

的答案 .如 : 1 ) u =
1
6

x,     v = -
1
6

x3 -
1
6

x +
1
2

;

(2 ) u = -
1
3

x - 1 ,  v =
1
3

( x
3

+ 3 x
2

+ x) ;

(3 ) u = x +
5
3

,  v = - x
3

-
5
3

x
2

- x +
4
3

.
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经验证 ,这些答案都是对的 ,都满足 u f + vg = ( f , g) .而另一

些答案是错的 ,如 :

① u1 =
1
3

x , v1 = -
1
3

x
3

-
1
3

x + 1 , 使 u1 f + v1 g = 2 ( f , g) ;

② u1 =
1
6

x +
1
3

, v1 = -
1
6

x
3

-
1
3

x
2

-
1
6

x +
1
6

, 使 u1 f +

v1 g = 0 ;

③ u1 = -
1
9

( x + 2) , v1 =
1
9

( x
3

+ 2 x
2

+ x - 1) ,使 u1 f + v1 g= 0 .

等等 .为什么这些同学在得出 ( f , g) = -
1
3

f +
1
3

q1 g 后 ,不直接

写出答案 ,而要另想办法找 u, v呢 ? 我猜想他们认为 u = -
1
3
太

简单了 ,不像个多项式 .

这里我说一下那么多答案是怎么出来的 : 由于

f ( x) = ( x
2

- 1) ( x
3

+ 2 x
2

+ x - 1)
记为

d( x) f1 ( x ) ,

g( x) = ( x
2

- 1) ( x + 2)
记为

d( x) g1 ( x) ,

则在 Bezout等式

- 1
3

f + 1
3

q1 g = d( x) = ( f , g) ( * )

的两边加上任意倍的 ( d( x ) f 1 ( x ) g1 ( x ) - d( x) f1 ( x ) g1 ( x ) ) ,其

值均不变 .如加上
1
6

d f1 g1 -
1
6

d f 1 g1 得 (注意 d f1 = f , d g1 = g)

- 1
3

+ 1
6

g1 f +
1
3

q1 - 1
6

f1 g = ( f , g) .

这就得到 (1 )中的

u = -
1
3

+
1
6

( x + 2) =
1
6

x,

v =
1
3

( x2 + 1) -
1
6

f1 = -
1
6

x3 -
1
6

x +
1
2

.
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若 ( * )式两边加上 -
1
3

d f1 g1 +
1
3

d f1 g1 ,得

- 1
3

- 1
3

( x + 2) f +              

1
3

( x2 + 1) + 1
3

( x3 + 2 x2 + x - 1 ) g = ( f , g) .

就得到 (2 )中的 u, v .同理若在 ( * )式两边加上 d f1 g1 - d f1 g1 得

-
1
3

f + d f 1 g1 - d f 1 g1 +
1
3

q1 g = ( f , g) ,

即有 - 1
3

+ g1 f +
1
3

q1 - f1 g = ( f , g) .

故 u = -
1
3

+ g1 , v =
1
3

q1 - f1 .这就是 ( 3)中 u, v值 .

事实上还有 ,对任意 h( x)∈ F[ x]

-
1
3

f + h( x) d( x) f1 ( x ) g1 ( x ) - h( x) d( x) f1 ( x ) g1 ( x ) +

1
3

q1 g = d( x)

成立 .于是得 (左边第 1 与第 2 项合并 ,第 3 与第 4 项合并 )

-
1
3

+ h( x) g1 ( x ) f +
1
3

q1 - h( x ) f1 ( x ) g = d( x) ,

即 u( x) = -
1
3

+ hg1 , v =
1
3

q1 - h f1 .由此大家可以看到 u, v的选

取是多么的广泛 (不惟一 ) .
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第4章  线 性 空 间

4 .1  理 论 脉 络

这里所说的线性空间不包含读者已在课程“几何与代数 ( 1 )”

中学过的线性空间的内容 (称为线性空间 ( 1) ) : 即线性空间的定

义及性质 ;线性空间中向量的线性相关及线性无关 ;线性空间的维

数 ,基 (向量 )以及向量的坐标等 (相当于《理工科代数基础》的第 3

章前 3 节 ) .对于线性空间 (1 )的内容我们这里只强调一下 :

(1 ) 关于形式记法

设ε1 ,⋯ ,εn ;η1 ,⋯ ,ηn 是 Vn ( F)的两组基 ,则从基ε1 ,⋯ ,εn 到

基η1 ,⋯ ,ηn 的过渡矩阵 C = ( cij )是这样定义的 : C = ( ci j )的第 j

列是ηj 在基ε1 ,⋯ ,εn 上的坐标列 ,即ηj = ∑
n

i = 1

cijεi .形式地记为

(η1 ,⋯ ,ηn ) = (ε1 ,⋯ ,εn ) C . ( * )

  这种记法满足 :

① [ ( e1 ,⋯ , en ) A] B= ( e1 ,⋯ , en ) AB;

② ( e1 ,⋯ , en ) A+ ( e′1 ,⋯ , e′n ) A= ( e1 + e′1 ,⋯ , en + e′n ) A;

③ ( e1 ,⋯ , en ) ( A+ B) = ( e1 ,⋯ , en ) A+ ( e1 ,⋯ , en ) B .

其证明见北京大学编写的《高等代数》 .由于εi ,ηj 是任意线性

空间中的向量 ,故 ( * )不能当成矩阵乘法用 ,除非εi ,ηj 是 n 维数

组向量 .形式记法只能在满足上述 3 条性质时使用 .

(2 ) 关于过渡矩阵

① 过渡矩阵是可逆矩阵的证明 : 记 C = ( c1 , ⋯ , cn ) .显然 ,

det C≠0�C的列向量线性无关 .



而 k1η1 +⋯ + knηn = (η1 ,⋯ ,ηn )

k1

…

kn

= ( (ε1 ,⋯ ,εn ) C)

k1

…

kn

= (ε1 ,⋯ ,εn ) C

k1

…

kn

,

所以得

k1η1 + ⋯ + knηn = 0�C

k1

…

kn

= 0 .

上式即是说 :η1 ,⋯ ,ηn 线性无关的充分必要条件是 C的列线性无

关 .而η1 ,⋯ ,ηn 是 Vn ( F)的基 ,它们线性无关 ,故 c1 ,⋯ , cn 亦线性

无关 ,于是知 C可逆 .

② 当 C是从基ε1 ,⋯ ,εn 到基η1 ,⋯ ,ηn 的过渡矩阵时 ,则从基

η1 ,⋯ ,ηn 到基ε1 ,⋯ ,εn 的过渡矩阵是 C - 1 .这只要在 ( * )式两边

同乘 C- 1
,即得

(η1 ,⋯ ,ηn ) C- 1 = [ (ε1 ,⋯ ,εn ) C] C- 1 = (ε1 ,⋯ ,εn ) ( C C- 1 )

= (ε1 ,⋯ ,εn ) ,

其中第 2 个等号是利用形式记法的第 1 条性质 (见 4 .2 节例 11) .

(3 ) 介绍求 A - 1 B的方法 : 由于

A- 1 ( A  I) = ( I  A- 1 ) ,

A- 1 ( A  B) = ( I  A- 1 B) .

故与“用初等变换法求方阵的逆”类似 , 有“用初等变换法求方阵

A- 1 B的方法为 : 对 ( A B)同时做初等行变换 , 当 A的位置变为 I

时 , B的位置就变为 A - 1 B(见 4 .2 节例 2 ) .

线性空间 (2 ) (本章 )的内容可概括为以下 4 个要点 .
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1  子空间的定义及子空间的运算

定理 1  设 W 是线性空间 V 的非空子集 ,那么 W 是 V 的子

空间的充要条件是 W 对 V 中定义的加法和数乘运算封闭 .

三个重要的子空间 .

(1 ) A的化零空间 ( null space ) : Ax = 0的全体解构成 .这个

空间是R
n
的子空间 ,它在 A的作用下化为 0,记为 N ( A) .即

N ( A) = {x∈ R
n
| Ax = 0} .

当 r ( A) = r时 , dim N ( A) = n - r, Ax= 0的基础解系就构成它的一

组基 .

(2 ) 向量α1 ,⋯ ,αm 的生成空间 : 向量α1 ,⋯ ,αm 的所有可能

的线性组合

W = ∑
m

i = 1

kiαi | ki ∈ F, i = 1 , 2 ,⋯ , m

是 Vn ( F)的子空间 , 称为α1 ,α2 , ⋯ ,αm 的生成空间 .记为 L (α1 ,

α2 ,⋯ ,αm )或〈α1 ,α2 ,⋯ ,αm〉 .

(3 ) A的列空间 R ( A) : 由 A的列向量生成的空间 .设 A =

(a1 ,⋯ , an ) ,则

R ( A) = L(a1 ,⋯ , an ) = { Ax | x∈ R
n

} .

dim R( A) = r( A) , A的列向量组的极大线性无关组就是 R( A)的一

组基 .

定义 1  设 W1 , W2 是 Vn ( F)的两个子空间 ,则集合

W1 ∩ W2 = {α|α∈ W1 ,且α∈ W2 } ,

W1 + W2 = {α= α1 +α2 |α1 ∈ W1 ,α2 ∈ W2 } ,

分别称为 W1 与 W2 的交与和 .

关于怎样求子空间的交与和有如下的命题 .

命题 1  设 W1 的基为α1 ,⋯ ,αs , W2 的基为β1 ,⋯ ,βt ,则任意

α∈W1 ∩W2 ,有α∈W1 ,且α∈W2 .故可设

α= k1α1 + ⋯ + ksαs = μ1β1 + ⋯ +μtβt .
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解齐次线性方程组

k1α1 + ⋯ + ksαs = μ1β1 + ⋯ +μtβt ,

即

k1α1 + ⋯ + ksαs - μ1β1 - ⋯ - μtβt = 0 ,

就可以求出 k1 ,⋯ , ks ;或μ1 ,⋯ ,μt 来 (事实上 ,只要有一组值即可

得到α) (见 4 .2 节例 4 ) .

命题 2  设 W1 =〈α1 ,⋯ ,αs〉, W2 =〈β1 ,⋯ ,βt〉,则

W1 + W2 = L(α1 ,⋯ ,αs ,β1 ,⋯ ,βt ) .

也就是说 ,找出 W1 的生成元 ,再找出 W2 的生成元 ,则它们放在

一块就是 W1 + W2 的生成元 , 这组向量的极大线性无关组就是

W1 + W2 的基 (见 4 .2 节例 4) .

定理 2(维数公式 )  

dimW1 + dimW2 = dim ( W1 + W2 ) + dim ( W1 ∩ W2 ) .

  2  子空间的直和与空间直和分解

定义 2  设 W1 , W2 是 Vn ( F)的子空间 ,如果 W1∩W2 = {0 } ,

则称 W1 + W2 为子空间 W1 与 W2 的直和 ,记为 W1�W2 .

定理 3  设 W1 , W2 是 Vn ( F)的子空间 , W = W1 + W2 .则以下

4 个命题等价 :

(1 ) W1∩W2 = {0} ;

(2 ) dim( W ) = dim( W1 + W2 ) = dim ( W1 ) + dim ( W2 ) ;

(3 ) 任意α∈W ,α=α1 +α2 , 其中α1 ∈W1 ,α2 ∈ W2 的分解

式惟一 ;

(4 ) 0 表为 W1 与 W2 中元素和的方法惟一 ,即 0 = 0 + 0 .

设 V 是 n 维线性空间 , W 是 V 的子空间 ,求补子空间 W3 ,使

得 V = W� W3 的方法由以下定理给出 (即求 W3 的维数和

一组基 ) .

定理 4  设 V 是 n维线性空间 , W 是 V 的 m 维子空间 ,则

dimW3 = n - m .
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在 W 中任选一组基α1 , ⋯ ,αm , 把它扩充为 V 的基为α1 , ⋯ ,αm ,

βm + 1 ,⋯ ,βn .则βm + 1 ,βm + 2 ,⋯ ,βn是补子空间 W3 的一组基 .

3  线性空间的同构

定义 3  设 V1 与 V2 是域 F上的两个线性空间 ,如果存在从

V1 到 V2 的双射φ,满足 :

(1 ) φ(α+β) =φ(α) +φ(β) ,    "α,β∈ V1 ,

(2 ) φ( kα) = kφ(α) , "α∈V1 , k∈ F .

则称 φ是同构映射 , 建立了同构映射的两个线性空间称为是

同构的 .

命题 3

(1 ) 任意 Vn ( n维线性空间 )都同构于 Fn ( n维数组空间 ) ;

(2 ) (两个有限维空间 ) V1 与 V2 同构�dimV1 = dimV2 .

4  商空间

定义 4  设 W 是 V 的子空间 ,对向量α,β∈ V ,若有α- β∈

W ,则称α与β模 W 同余 ,记作

α≡β ( mod W ) .

由于模 W 同余关系具有自反性、对称性、传递性 ,所以它是 V 上

的等价关系 .

定义 5  设 W 是 V 的子空间 ,任意α∈V , V 的子集合

α+ W = {α+β|β∈ W}

称为模 W 的一个同余类 , 而α称为 (α所在的 )这个同余类的

代表元 .

定义 6  线性空间 V 上按模 W 同余关系所得等价类的集合

V = {α+ W |α∈ V }

是 V 的商集 .在商集 V 中定义加法和数乘

(α+ W ) + (β+ W ) = (α+β) + W ,

c(α+ W ) = cα+ W .

则 V 对于所定义的加法和数乘构成域 F 上的线性空间 ,称为 V 的
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商空间 ,记为 V/ W .

定理 5  设 V 是 n维线性空间 , W 是 V 的 m 维子空间 ,则商

空间的维数

dim V/ W = n - m .

设α1 ,⋯ ,αm 是 W 的一组基 ,扩充为 V 的基为α1 ,⋯ ,αm ,βm + 1 ,⋯ ,βn .

则βm + 1 + W ,βm + 2 + W ,⋯ ,βn + W是商空间 V/ W 的一组基 .

4 .2  典型题讲评

例 1  证明实数域上所有形如 f ( A)的矩阵组成的集合 ,对于

矩阵加法和数乘运算构成 M3 ( R )的子空间 .其中 f ( x)∈R [ x] ,而

A =

1 0 0

0 ω 0

0 0 ω2

,   ω=
- 1 + 3 i

2
.

试求其维数及一组基 .

证  记

W = { f ( A) | f ( x) ∈ R [ x] , A如题设 } ,

则显然 W 是 M3 ( R )的子集 .由于 A∈W ,故 W 非空 .又任意 A1 ,

A2 ∈W ,必有 f 1 ( x) , f2 ( x )∈R [ x] ,使

A1 = f1 ( A) ,   A2 = f2 ( A) .

于是

A1 + A2 = f 1 ( A) + f2 ( A) = g( A) ∈ W ,

其中 g( x) = f1 ( x ) + f2 ( x ) .又显然λA1 ∈W ,故 W 对加法 ,数乘

运算封闭 .所以是 M3 ( R )的子空间 .

又由于所有形如 f ( A)的矩阵都是

I, A, A2 , A3 ,⋯ , An ,⋯

的线性组合 ,故 W 的维数和基由这组“向量”决定 .首先 , A与 I 线

性无关 (因 A≠λI ) ,又
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A2 =

1

ω2

ω

≠ k1 I + k2 A,   k1 , k2 ∈ R ,

而
A3 = I = 1· I + 0·A + 0·A2 ,

即知 I, A, A2 线性无关 , A3 (从而 Ak , k∈N )可由 I, A, A2 线性表

出 .故

dimW = 3 ,  I, A, A2
是 W 的基 .

  讲评  ( 1 ) 若单独判断 W 是线性空间 ,要用线性空间的定

义 .即要验证加法满足 4 条性质 ,数乘满足 4 条性质 .比较麻烦 .这

里是用证明 W 是 M3 ( R )的子空间的方法证它是线性空间 ,于是

只要证明 3 条 : 非空子集、加法封闭、数乘封闭 .

(2 ) 要找 W 的基和算出它的维数关键的一步是任意 B∈W

都有 f ( x) ,使

B = f ( A) = an An + an - 1 An - 1 + ⋯ + a1 A + a0 I,

故 B是 I , A, A2
,⋯ , An
的线性组合 .这样就可从这组“向量”中找

“极大线性无关组”,从而确定基和维数 .

例 2  设

F1 1 =
1 0

0 0
, F1 2 =

1 1

0 0
, F13 =

0 0

1 0
, F14 =

0 0

1 1
;

G2 1 =
1 0

1 0
, G2 2 =

1 1

1 0
, G23 =

0 1

0 1
, G24 =

1 1

0 1
.

  (1 ) 证明{ F1 i } , {G2 j }都是 M2 ( R )的基 ;

(2 ) 求由基{ F1 i }到基{ G2 j }的过渡矩阵 ;

(3 ) 求矩阵 A=
1 - 2

3 0
在两组基下的坐标 .

解  (1 ) 记 ( F11 , F1 2 , F13 , F14 ) = ( E11 , E12 , E21 , E2 2 ) B, ( *1 )

( G21 , G2 2 , G23 , G24 ) = ( E11 , E12 , E21 , E2 2 ) C, ( *2 )
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则因为

detB =

1 1 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

≠ 0 ,  det C =

1 1 0 1

0 1 1 1

1 1 0 0

0 0 1 1

≠ 0 ,

知{ F1 i } , { G2 j }是两组线性无关的向量 ,所以均是 M2 ( R )的基 .

(2 ) 设由基{ F1 i }到基{ G2 j }的过渡矩阵为 D,则有形式写法

( G21 , G22 , G23 , G2 4 ) = ( F11 , F12 , F13 , F1 4 ) D, ( *3 )

把两组基在自然基 E1 1 , E12 , E21 , E22下的坐标列代入上式有

C = BD ,  所以 D = B- 1 C .

以下用初等变换法求 B- 1 C:

( B, C) =

1 1 0 0 1 1 0 1

0 1 0 0 0 1 1 1

0 0 1 1 1 1 0 0

0 0 0 1 0 0 1 1

- r2 + r1

- r4 + r3

1 0 0 0 1 0 - 1 0

0 1 0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1 - 1 - 1

0 0 0 1 0 0 1 1

,

所以    D =

1 0 - 1 0

0 1 1 1

1 1 - 1 - 1

0 0 1 1

.

(3 ) A =
1 - 2

3 0
= E1 1 - 2E12 + 3E21      

= F11 - 2 ( F12 - F11 ) + 3 F1 3 = 3 F11 - 2F12 + 3F13 .
又

A=
1 - 2

3 0
= E11 - 2 E1 2 + 3E21
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= ( G24 - G23 ) - 2 ( G22 - G21 ) + 3( G2 1 + G2 3 - G2 4 )

= 5G21 - 2G22 + 2 G23 - 2G24 ,

所以 A在两组基下的坐标分别为

x= ( 3 , - 2 , 3 , 0)
T ,

y= ( 5 , - 2 , 2 , - 2 )
T .

  讲评  (1 ) Ei j ( 1≤ i, j≤2)是 ( i, j)位元素为 1,其余元素为零的

二阶矩阵 ,它是 M2 ( R )的自然基 ,因为任意 M=
a b

c d
∈M2 ( R )有

M = a E1 1 + b E12 + c E21 + d E2 2 = ( E11 , E12 , E2 1 , E22 )

a

b

c

d

,

即 M在此自然基上的坐标 ,就是把 M的元素按行排起来 .

(2 ) D= B - 1 C也可以这样得到 ,把 ( * 1 )式 , ( * 2 )式代入 ( * 3 )

式中有

( E11 , E12 , E21 , E2 2 ) C= [ ( E11 , E12 , E2 1 , E2 2 ) B] D

= ( E1 1 , E12 , E21 , E22 ) ( BD) ,

故得 C = BD .  

(3 ) 求 D= B- 1 C时 ,用初等变换法直接得出解答 , 比起先求

B- 1 ,再做矩阵乘法要简单许多 .

例 3  设 A=

1 0 ⋯ 0

1 1 w …

… … w 0

1 ⋯ ⋯ 1

是 n阶矩阵 .

(1 ) 证明所有与 A 可交换的矩阵 (记为 T ( A) ) 的全体是

Mn ( R )的子空间 ;

(2 ) 求 T( A)的维数和一组基 .
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解  (1 ) 因为 AI = IA,所以 I∈ T ( A) ,故 T ( A)非空 .

" B, C∈ T( A) ,有 AB= BA, AC = CA,于是 , A( B+ C) = ( B +

C) A,所以 B+ C∈ T ( A) ,又对任 k∈ F,均有 ( k B ) A= A( k B) ,即

k B∈ T ( A) ,所以 T ( A)对加法和数乘封闭 .由 4 .1 节定理 1 ,

T ( A)是Mn ( R )的子空间 .

(2 ) 因为 A= I + J+ J2
+⋯ + Jn - 1

,所以 A- 1
= I - J,其中

J=

0 0 0 ⋯ 0

1 0 0 ⋯ 0

0 1 0 ⋯ 0

… w w w …

0 ⋯ 0 1 0

.

又因为 AB= BA�BA - 1
= A - 1 B�B( I - J) = ( I - J) B�BJ= JB .

于是知 ,与 A乘法可变换的全体 B = ( bi j )须满足

b1 2 b13 ⋯ b1 n 0

b2 2 b23 ⋯ b2 n 0

b3 2 b33 ⋯ b3 n 0

… … … …

bn2 bn3 ⋯ bn n 0

=

0 0 ⋯ 0

b11 b12 ⋯ b1 n

b21 b22 ⋯ b2 n

… … ⋯ …

bn - 1 1 bn - 22 ⋯ bn - 1 n

.

比较两边元素知有 b12 = ⋯ = b1 n = 0→ b2 3 = ⋯ = b2 n = 0→

b34 =⋯ = b3 n = 0→⋯→ bn - 1 n = 0 (即 bij = 0 ( j > i 时 ) ) ;且 b11 =

b22 =⋯ = bn n , b2 1 = b3 2 =⋯ = bn n - 1 , b31 = b4 2 =⋯ = bn n - 2 ,⋯ , bn - 11 =

bn2 (因为比较两边 ( i , j)位元素有 bij + 1 = bi - 1 j ) .即

B=

b1 0 ⋯ 0

b2 b1 w …

… w w 0

bn ⋯ b2 b1

= b1 I + b2 J+⋯ + bn Jn - 1
.

所以 T ( A)是 n维的 , I, J, J2
,⋯ , Jn - 1
为其一组基 .

讲评  本解法巧妙地使用了以下知识 :
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(1 ) AB= BA�A - 1 B= BA - 1 ;

(2 ) 若 Jk
= 0,则 ( I - J)

- 1
= I + J + ⋯ + Jk - 1

.这是许多代数

书上都有的习题 (原题用 A 记 J) .这里用的是 ( I + J + ⋯ +

Jk - 1
)

- 1
= I - J .从而把求满足 AB= BA的 B转化成求满足

JB= BJ

的矩阵 B的问题 ,大大简化了计算 .

例 4  设 W1 = L (α1 ,α2 ,α3 ) , W2 = L (β1 ,β2 ,β3 ) ,其中 α1 =

(1 ,1 ,1 ,0 )
T

,α2 = (1 ,2 ,3 ,4 )
T

,α3 = (2 , 1 , 3 , 4 )
T

,β1 = (5 , 6 , 7 , 8)
T

,

β2 = (3 ,4 ,5 ,6 )
T

,β3 = ( 2 , 3 , 4 , 5)
T

;试求 W1∩W2 , W1 + W2 的基与

维数 .

解  由命题 2 知

W1 + W2 = L(α1 ,α2 ,α3 ,β1 ,β2 ,β3 ) .

为求 W1 + W2 的基和维数 ,对α1 ,α2 ,α3 ,β1 ,β2 ,β3 排成的矩阵做

初等行变换

α1 ,α2 ,α3 ,β1 ,β2 ,β3

1 1 2 5 3 2

1 2 1 6 4 3

1 3 3 7 5 4

0 4 1 8 6 5

- r1 + r2

- r1 + r3

1 1 2 5 3 2

0 1 - 1 1 1 1

0 2 1 2 2 2

0 4 1 8 6 5

- 2r2 + r3

- 4r2 + r4

1 1 2 5 3 2

0 1 - 1 1 1 1

0 0 3 0 0 0

0 0 5 4 2 1

1 1 2 5 3 2

0 1 - 1 1 1 1

0 0 3 0 0 0

0 0 0 4 2 1

. ( * )

由于最后的阶梯型矩阵的秩为 4 , 且前 4 列线性无关 ,故α1 ,α2 ,

α3 ,β1 是 W1 + W2 的基 , dim ( W1 + W2 ) = 4 ,而且由 ( * )式还可以

看出 dimW1 = 3 , dimW2 = 2 .所以

dimW1∩W2 = dimW1 + dimW2 - dim( W1 + W2 ) = 1 .

下面求 W1 ∩W2 的基 .因为任意α∈W1 ∩W2 , 有α∈W1 且α∈
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W2 ,故α既可由α1 ,α2 ,α3 线性表出 ,又可由β1 ,β2 线性表出 .

令 α=λ1α1 +λ2α2 +λ3α3 = -μ1β1 -μ2β2 ,

也即是

λ1α1 +λ2α2 +λ3α3 +μ1β1 +μ2β2 = 0 .

把α1 ,α2 ,α3 ,β1 ,β2 代入上式得 5 个变量 (λ1 ,λ2 ,λ3 ,μ1 ,μ2 为变量 )

4 个方程的齐次线性方程组 .利用 ( * )式的最后一个矩阵的前 5

列可解出λ1 ,λ2 ,λ3 ,μ1 ,μ2 ,事实上只要解出他们中的一组 (λ1 ,λ2 ,

λ3 或μ1 ,μ2 )即可 .

取μ2 = - 2 ,得μ1 = 1 .从而得α= -β1 + 2β2 = (1 ,2 , 3, 4) =α2 .

讲评  解题过程采用先求 W1 + W2 的思路 ,计算量较少 .(若

先求 W1 和 W2 的基和维数 ,则多做不少工作 ) .记

B= (α1 ,α2 ,α3 ,β1 ,β2 ,β3 ) ,

则对 B做初等行变换化为阶梯型矩阵后 ,不仅得出 W1 + W2 的基

和维数。而且 , 由 ( * ) 式的前 3 列知 α1 ,α2 ,α3 线性无关 , 故

dimW1 = 3 ,看后 3 列 : 显然任意两列不成比例 ,故秩至少为 2 .又

这后 3 列的第 1 行 =第 2 行 + 第 4 行 ,所以 3 阶子式为 0 (其余的

3 阶子式均含一行 0 ,值自然为 0) ,故秩为 2 .于是知 dimW2 = 2 .另

外 ,因 B的前 5 列恰为求 W1∩W2 中元素α应满足的齐次线性方

程组的系数 ,故利用已化好的阶梯型矩阵 ,顺手得来结果 ,几乎没

什么计算量 (因由 ( * ) 式的最后一行有 4μ1 + 2μ2 = 0 , 故取

μ2 = - 2 ,则μ1 = 1) .

例 5  已知

W1 =

a 0 b

c 0 b

0 c d

a , b, c, d∈ R ,

W2 =

x 0 y

0 z 0

0 0 0

x, y, z ∈ R ,
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求 W1 + W2 和 W1∩W2 的维数和基 .

解  记 Eij为 ( i, j )位元素为 1 ,而其余元素均为 0 的三阶矩

阵 ,则

W1 = a

1 0 0

0 0 0

0 0 0

+ b

0 0 1

0 0 1

0 0 0

+ c

0 0 0

1 0 0

0 1 0

+ d

0 0 0

0 0 0

0 0 1

= a E11 + b( E1 3 + E23 ) + c( E21 + E32 ) + d E33 .

因 E1 1 , E13 + E2 3 , E21 + E3 2 , E33 线性无关 ,所以 dimW1 = 4 .

而 W2 = xE1 1 + yE 1 3 + zE2 2 ,

所以 dimW2 = 3 .

又

W1 + W2 = L( E11 , E1 3 + E23 , E2 1 + E32 , E33 , E1 1 , E13 , E22 )

= L( E11 , E1 3 , E21 + E3 2 , E2 2 , E23 , E33 ) ,

所以 dim( W1 + W2 ) = 6 ,上式中 6 个生成元就是它的一组基 ,于是

dimW1∩W2 = 4 + 3 - 6 = 1 ,易知 E11为 W1∩W2 的基 .

讲评  (1 ) 对于 M3 ( R )中的矩阵 ,当然也可以考虑他们在自

然基{ Ei j } (1≤ i, j≤3 )上的坐标列 ,类似于例 4 那样做 .但 9 个分

量的列向量写起来太长、太啰嗦 ,故我们不用“初等变换法”去化阶

梯型矩阵 ,而是用矩阵的几何直观“占位子”的方法找生成元 ,看生

成元的极大线性无关组 : 如 ,设有线性组合

k1 E11 + k2 ( E1 3 + E23 ) + k3 ( E2 1 + E32 ) + k4 E33 = 0,

则得

k1 0 k2

k3 0 k2

0 k3 k4

= 0,

故得 k1 = 0 , k2 = 0 , k3 = 0 , k4 = 0 (看 9 个位子 ,事实上就是 9 个坐

标分量 ) .

(2 ) 在求 W1∩W2 时 ,因先求出 dimW1 ∩W2 = 1 ,又因 E11 既
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是 W1 也是 W2 的生成元 ,故 W1∩W2 = L ( E11 ) .若不是先知道交

的维数是 1 ,只看出 E1 1是 W1 ∩W2 中的一个向量 ,不能下断言基

中只此一个向量 E11 , 还要按定义去找 , 看还有没有其他的

生成元 .

例 6  设 W1 , W2 是线性空间 V 的两个非平凡子空间 ,证明 :

存在α∈V 使αú W1 且αú W2 .

证  因为 W1 , W2 是 V 的非平凡子空间 , 所以存在αú W1 ,

βú W2 .若αú W2 ,则α为所求 ;若βú W1 ,则β为所求 .否则便有

αú W1 ,  β∈W1 ;  βú W2 ,  α∈W2 ,

于是令γ=α+β,则γú W1 ,且γú W2 .

讲评  (1 ) 此题无论用怎样的语言 (或思路 )最后都得达到这

一步 ,即有向量α,β满足 : αú W1 ,但α∈W2 ;βú W2 ,但β∈W1 .于

是γ=α+β为所求 .

(2 ) γú W1 ,且γú W2 是显然的 .否则若γ∈W1 ,则由β∈W1

可得α=γ-β∈W1 与αú W1 矛盾 ;若γ∈W2 ,则由α∈W2 ,可得

β=γ-α∈W2 ,与βú W2 矛盾 .

(3 ) 下面的证法 ,错在哪里 ?

设 dimV = n,因为 W1 , W2 是 V 的非平凡子空间 ,所以

0 < dimW1 ,  dimW2 < n .

设 V 的一组基为α1 ,α2 , ⋯ ,αn , 则取α= k1α1 + k2α2 + ⋯ +

knαn ,其中 k1 , k2 ,⋯ , kn≠0 ,有α∈V ,且αú W1 ,αú W2 .

错在 : 他以为子空间总是由 V 中基的一部分向量生成的 .事

实上 ,若先在 V 中选基 ;子空间 W 的基不一定是上述基中的向

量 .请看下面的例子 .

例 : V3 ( R )中 ,取 i, j , k为 V3 ( R )的一组基 , W1 为过 ( 1 , 1 , 1)

点的直线 , W2 = z轴 ,则α= i+ j + k∈W1 ,αú W2 .

要想让子空间 W 的基是空间 V 中基的一部分 .只能从子空

间 W 中取基并扩充为 V 的基 .
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(4 ) 此题可推广到有限个子空间的情况 ,见 4 .3 节例 7 .

例 7  证明 : 所有 n阶矩阵空间是线性子空间 L1 和 L2 的直

和 ,其中 L1 是对称矩阵子空间 , L2 是斜对称矩阵子空间 .

证  方法 1  记 Mn ( F)是 n阶矩阵空间 ,任意 A∈Mn ( F) ,有

A=
1
2

( A+ AT ) +
1
2

( A - AT ) = B+ C,

其中 B∈ L1 , C∈ L2 .又显然 L1 + L2�Mn ( F) ,所以

Mn ( F) = L1 + L2 ,且 L1∩ L2 = {0}

(若 M∈ L1∩ L2 ,有 MT = M, MT = - M,故 M= - M,所以 M= 0) .

故得 Mn ( F) = L1� L2 .

方法 2  因为 L1 � Mn ( F) , L2 � Mn ( F) , 所以 L1 + L2 �

Mn ( F) .又因为 L1∩ L2 = {0} ,所以 L1 + L2 是直和 .

用 Eij记 ( i , j)位元素为 1 ,其余元素为 0 的 n阶矩阵 ,则由于

{ ( Eij + Eji ) , Eii } ,1≤ i < j≤ n是 L1 的基 ,

{ ( Eij - Eji ) } , 1≤ i≤ j≤ n是 L2 的基 .

从而知 dim L1 =
1
2

n( n + 1) ,  dim L2 =
1
2

n( n - 1 ) ,

所以 dim ( L1 + L2 ) = dim L1 + dim L2 = n2 = dimM2 ( F) ,

故 Mn ( F) = L1� L2 .

讲评  证空间分解式 W = W1 �W2 ,需要证明两点 :

(1 )证等号成立 ; (2 )证“�”,即和是直和 .要证等号成立就要

①证明任意 α∈ W 有α =α1 +α2 , 其中 α1 ∈ W1 ,α2 ∈ W2 , 故

α∈W1 + W2 ,从而有 W�W1 + W2 (因 W1 , W2 都是 W 的子空间 ,

故 W1 + W2 仍是 W 的子空间 , 故 W1 + W2 �W 显然 ) ;或者②

证明

dimW = dim W1 + W2 .

要证“�”由定理 3 有 4 个等价命题 : 故可证①′W1∩W2 = {0} ;

②′dimW1 + dimW2 = dim W1 + W2 ;③′向量分解式惟一等 .
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这里方法 1 用的是①和①′;方法 2 用的是②和①′.

例8  设 W 是二阶上三角矩阵所构成的线性空间 ,证明 W 与

S M2 ( F) (二阶实对称矩阵 )同构 ,并给出一个同构映射 .

解  由于

   W =
a b

0 c
a , b, c∈ F

= a
1 0

0 0
+ b

0 1

0 0
+ c

0 0

0 1
,

故 dimW = 3;又

   S M2 ( F) =
a b

b c
a , b, c∈ F

= a
1 0

0 0
+ b

0 1

1 0
+ c

0 0

0 1
,

所以 dim SM2 ( F) = 3 = dimW .由命题 3 知 , W 与 S M2 ( F)同构 .定

义  φ: W SM2 ( F)

为
a b

0 c
→

a b

b c
,

则φ是一个双射 : 因为对任意

A1 =
a1 b1

0 c1

≠A2 =
a2 b2

0 c2

,

有

φ( A1 ) =
a1 b1

b1 c1

≠
a2 b2

b2 c2

=φ( A2 ) ,

故φ是单射 .又对任意 B=
b11 b12

b12 b22

∈ SM2 ( F) ,有

A=
b11 b12

0 b22

∈W ,使φ( A) = B,
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故φ是满射 .综上得φ是双射 ,且对任意 A1 , A2∈W ,λ∈ F有

φ( A1 + A2 ) =φ
a1 b1

0 c1

+
a2 b2

0 c2

=φ
a1 + a2 b1 + b2

0 c1 + c2

=
a1 + a2 b1 + b2

b1 + b2 c1 + c2

=φ( A1 ) +φ( A2 ) ,

φ(λA1 ) =φ
λa1 λb1

0 λc1

=
λa1 λb1

λb1 λc1

=λφ( A1 ) ,

即φ保加法 ,保数乘 .由定义 3 ,知φ为同构映射 .

讲评  证明题的思路从哪里来 ? 我们认为首先要看清“已

知”,“求证”;其次“头脑中要有知识”.比如这道题 ,要证两个线性

空间同构 (这是看清了题目 ) ,就要到大脑中“搜索”与同构相关的

知识 ;于是找到了命题 3 中 ( 2 )两个线性空间同构�维数相同 .到

这一步思路有了 ,问题也变得非常简单 ,因为 W 与 SM2 ( F)的维

数非常好算 .其次 ,要建立同构映射 ,又在头脑中找到同构映射的

定义 ,于是按定义 3、证φ是双射 , 保线性运算等 , 思路非常清晰

(理科学生比较善于记一些“知识”,而工科学生往往以将来可以

“查到知识用”为借口 ,不愿记“知识”,事实上 ,工科学生若能在学

习数学时 ,有意加强数学思维的训练 .将来用数学时会展现其优

势 ) .希望同学们在学习“线代”时 ,头脑中有一棵“知识的树”, 主

干、支干一目了然 , 这样做起题目就快 (将来也会发挥更大

的作用 ) .

例9  设σ是线性空间 V1 到 V2 的同构映射 , W 是 V1 的子空

间 ,证明σ( W )是 V2 的子空间 .

解  因为 0∈W ,σ(0) = 0∈σW,故σW非空 .
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又 "α,β∈σW, v ξ,η∈W 使α=σξ,β=ση,且由于 W 是 V1 的

子空间 ,故  ξ+η∈W , kξ∈W .

于是有

α+β= σξ+ση= σ(ξ+η) ∈σW ,

kα= kσξ= σ( kξ) ∈σW .

故得σW为 V2 的子空间 .

讲评  要证明某一个子集是子空间 ,由定理 1 知 ,需证 3 条 :

(1 )非空 ; (2 )对加法封闭 ; (3 )对数乘封闭 .现在要证的是σ( W ) ,

即 W 中元素象的全体是 V2 的子空间 ,故一切要对σ( W)说事 .即

证σ( W)满足上述 3 条 .证加法封闭 ,是说σ( W )对加法封闭 .故要

说: 任取α,β∈σW,⋯⋯ .而不能说任取ξ,η∈W,σ(η+η) =σξ+ση=

σγ∈σW(那样写思路不清楚 ) .

例 10  设 W1 是齐次线性方程组

x1 + x2 + x3 = 0 ,

  x2 - x3 = 0

的解空间 ,求商空间R
3
/ W1 的维数和基 .

解  求解已知的齐次线性方程组 ,得

W1 = { k( - 2 , 1 , 1)
T

} ,  k∈R ,

于是知 ( - 2 ,1 ,1 )
T
是 W1 的基 ,把它扩充为R

3
的基 ,得

( - 2 , 1 , 1)
T

,  (0 , 1 , 0 )
T

,  ( 0 , 0 , 1)
T

.

由定理 5 知R3 / W1 的基为

(0 ,1 ,0 ) T + W1 ,  ( 0 , 0 , 1) T + W2 ,

且 dim R3 / W1 = 2 .

讲评  商空间是“线性代数”中比较抽象的一个内容 ,对这样

的东西要弄清楚它的定义 ,然后是理解它 ,再掌握怎样求一个空间

V 的商空间 V/ W的方法 ,这些概括为定义 4～定义 6 及定理 5(给

出求商空间的方法 ) .死记硬背是困难的 , 深入理解它们 , 则不
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难掌握 .

例 11  设

E11 =
1 0

0 0
, E1 2 =

0 1

0 0
, E21 =

0 0

1 0
, E22 =

0 0

0 1
;

G11 =
0 1

1 1
, G1 2 =

1 0

1 1
, G21 =

1 1

0 1
, G22 =

1 1

1 0
.

证明  G11 , G12 , G2 1 , G22是 M2 ( R )的一组基 ,并求它到 E11 , E1 2 ,

E21 , E22的过渡矩阵 .再求 A=
0 1

2 - 3
在这两组基下的坐标 .

解  (1 ) 设有线性组合

k1 G11 + k2 G12 + k3 G2 1 + k4 G2 2 = 0,

即得

  k2 + k3 + k4 = 0 ,

k1   + k3 + k4 = 0 ,

k1 + k2   + k4 = 0 ,

k1 + k2 + k3   = 0 .

因其系数行列式不等于 0 ,故上述齐次线性方程只有零解 , k1 = k2 =

k3 = k4 = 0 ,故 G1 1 , G12 , G21 , G22线性无关 .

(2 ) 记{ Gij }在自然基下的坐标列排成的矩阵为 P,则有

( G1 1 , G1 2 , G21 , G22 ) = ( E11 , E12 , E21 , E2 2 ) P .

上式两边同乘 P - 1
,得

( E1 1 , E12 , E21 , E22 ) = ( G11 , G12 , G2 1 , G22 ) P- 1 ,

故 P- 1
为所要求的从基 G1 1 , G12 , G21 , G22到基 E11 , E12 , E2 1 , E2 2的过

渡矩阵 .可用初等变换法求得

P - 1 =

0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0

- 1

=
1
3

- 2 1 1 1

1 - 2 1 1

1 1 - 2 1

1 1 1 - 2

.

(3 ) 因为 E11 , E1 2 , E21 , E22是自然基 ,故 A在其上的坐标就是
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A的元素按行排成一列 ,即为 x= ( 0 , 1 , 2 , - 3) T .而 A在 G11 , G12 ,

G21 , G2 2下的坐标为

y= P- 1 x=
1
3

- 2 1 1 1

1 - 2 1 1

1 1 - 2 1

1 1 1 - 2

0

1

2

- 3

=

0

- 1

- 2

3

.

讲评  (1 ) 首先 ,判断 G1 1 , G12 , G21 , G2 2线性无关等价于判断

它们在自然基下的坐标列线性无关 ,即判断其 4 个坐标列构成的

方阵的行列式

Δ4 =

0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0

不等于 0 .故也可用直接计算上述行列式不等于 0 来证 {Gij }为基 .

(2 ) Δ4 可用下法计算 ,记α= ( 1 , 1 , 1 , 1)
T

,则

Δ4 = |ααT - I4 | = | I4 -ααT | = | 1 -αTα| = - 3 .

(3 ) 介绍一个计算 P- 1
的方法

P - 1
= (αα

T
- I4 )

- 1
= - ( I4 -αα

T
)

- 1
def

-
1

( I4 -αα
T

)

= - ( I +ααT + (ααT )2 + (ααT )3 +⋯ + (ααT ) n +⋯ )

= - [ I +ααT (1 + 4 + 42 +⋯ + 4n - 1 +⋯ ) ]

= - I +
ααT

1 - 4

=
1
3
αα

T
- 3 I =

1
3

- 2 1 1 1

1 - 2 1 1

1 1 - 2 1

1 1 1 - 2

.

其中第 3 个等号是把它 (前式 )看成
1

1 - x
,第 4 个等号是做“形式
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展开”, 第 5 个等号是由于 (ααT )2 = α(αTα)αT = 4ααT , 同理

(ααT ) n = 4n - 1ααT .第 6 个等号是“形式求和”.这里“形式展开”与

“形式求和”是用到“形式幂级数的理论”,不考虑收敛性 .这个方法

适用于一类特殊方阵的求逆 .整个过程只用到一个公式 ,就是微积

分中级数展开式
1

1 - x
= ∑
∞

i = 0

x
i

.若不用形式幂级数的理论 , 请读

者用分块矩阵的初等变换和求逆 ,证明 : 对任意α,β∈ Fn ,有

| In - αβT | = | 1 -βTα| ,    

( In -αβ
T

)
- 1

= In + ( 1 -β
T
α)

- 1
αβ

T
.

前几年 ,我们曾把它留做思考题 (开卷考试题 )给学生 .可喜的是 ,

许多学生做出了结论 .

例 12  设 W 是二阶对角矩阵所构成的线性空间 , 它是

S M2 ( R )的子空间 ,求商空间 SM2 ( R )/ W 的维数及一组基 .

解  由题设得

   W =
a 0

0 d
a, d∈R ,

SM2 ( R ) =
a b

b c
, a, b, c∈R ,

故 W = a
1 0

0 0
+ d

0 0

0 1
,  

S M2 ( R ) = a
1 0

0 0
+ b

0 1

1 0
+ c

0 0

0 1
.

由于 W 是 SM2 ( R ) 的非空子集 , 且对加法和数乘封闭 , 故是

S M2 ( R )的子空间 .又由上面知 E11 , E2 2是 W 的基 ,扩充
0 1

1 0
=

E12 + E21后得到 SM2 ( R )的基 , E1 1 , E22 , E12 + E21 .故由定理 5 知
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0 1

1 0
+ W

是商空间 SM2 ( R )/ W 的基 , 这是一个由 SM2 ( R )中向量构成的

集合 .由于商空间只有一个基向量 ,故 dim SM2 ( R )/ W = 1 .

讲评  商空间是集合的集合 ,即商空间的元素是按照“某一分

类法则”把 V 中元素分类得到的集合 ,而不再是某个具体向量 .这

就好比某个系的一个年级中有 100 个同学 ,把他们分成 3 个班 ,那

么年级主管再说事时 ,只对某某班说 ,而不对 100 个同学个人 .商

集对分班来说 ,它中间只有 3 个元素 : 一班、二班、三班 .故上述商

空间中的基

0 1

1 0
+ W

是一个集合 ,绝不能说成商空间的元素是形如
a b

b c
的矩阵 .

例13  证明 : 线性子空间 L1 和 L2 的和 S是直和当且仅当至少

有一个向量 x∈ S惟一地表为形式 x = x1 + x2 ,其中 x1∈L1 , x2∈ L2 .

证  � (必要性 )由于 S = L1 � L2 是直和 ,所以 " x∈ S 关于

L1 , L2 的分解式是惟一的 ,故至少有一个 x表示式惟一 .

� (充分性 )若存在一个 x, 表示式 x = x1 + x2 , x1∈ L1 , x2 ∈

L2 惟一 ,要证 S = L1 + L2 是直和 .用反证法 ,若不是直和 ,由定理

3 知 ,必有 L1∩ L2 ≠{0 } ,故有非零向量α∈ L1∩ L2 ,又因为 L1∩ L2

为子空间 ,所以 -α∈ L1∩ L2 ,于是有

x = x1 + x2 = ( x1 +α) + ( x2 -α) ,  x1 +α∈ L1 ,  x2 -α∈ L2 .

这与已知 x的分解式惟一矛盾 ,所以必 L1∩L2 = {0} ,故必为直和 .

讲评  本题可以帮助读者深入理解定理 3 ,其中的第 3 个等

价命题可以改为只对一个向量的分解式是惟一的 .从上述证明过

程中可以看到 :分解式是否惟一� L1 ∩ L2 是否为 0 .即有一个向

量的分解式不惟一 ,则必有 L1 ∩ L2 ≠ {0} .若 L1∩ L2≠ {0 } (只需
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其中有一个非零向量 ) ,则一切向量的分解式都不惟一 .

例 14  求由向量组α1 ,α2 ,α3 和β1 ,β2 ,β3 所张成的两个线性

子空间的和与交的基 .

(1 ) α1 = (1 ,2 ,1 ) ,  α2 = (1 ,1 , - 1 ) , α3 = ( 1 , 3 , 3) ;

β1 = ( 2 , 3 , - 1) , β2 = (1 ,2 ,2 ) , β3 = ( 1 , 1 , - 3) .

解  记 W1 =〈α1 ,α2 ,α3〉, W2 =〈β1 ,β2 ,β3〉,则

W1 + W2 =〈α1 ,α2 ,α3 ,β1 ,β2 ,β3〉 .

因为 W1 + W2 的基就是向量组α1 ,α2 ,α3 ,β1 ,β2 ,β3 的极大线性无

关组 ,为求极大线性无关组 , 只需把这 6 个向量的坐标列排成

3×6矩阵 ,并对该矩阵进行初等行变换化为阶梯型矩阵 ,得

1 1 1 2 1 1

2 1 3 3 2 1

1 - 1 3 - 1 2 - 3

→

1 1 1 2 1 1

0 - 1 1 - 1 0 - 1

0 0 0 - 1 1 - 2

.

( * )

由于阶梯型矩阵的 1 , 2 , 4 列线性无关 ,所以α1 ,α2 ,β1 是 W1 + W2

的一组基 ;又对任意α∈W1∩W2 ,有

α= k1α1 + k2α2 + k3α3 =μ1β1 +μ2β2 +μ3β3 ,

而由 ( * )式知α3 可由α1 ,α2 线性表出 ,β3 可由β1 ,β2 线性表出 ,

所以可取 k3 =μ3 = 0 ,即只要解线性方程组

(α
T
1 ,α

T
2 ,β

T
1 ,β

T
2 )

k1

k2

-μ1

-μ2

= 0 .

利用 ( * )式 (划去第 4 , 6 列 )易知解为

c(2 ,1 , - 1 , - 1 ) T ,  c∈R ,

所以 W1∩W2 是 1 维的 ,基为

2α1 +α2 =β1 +β2 = ( 3 , 5 , 1) .

(2 ) α1 = (1 ,2 ,1 , - 2 ) ,α2 = ( 2 , 3 , 1 , 0) ,α3 = (1 ,2 ,2 , - 3 ) ;
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β1 = (1 ,1 ,1 ,1 ) , β2 = (1 ,0 ,1 , - 1 ) , β3 = (1 , 3 , 0 , - 4 ) .

解  同 (1 )有 W1 + W2 =〈α1 ,α2 ,α3 ,β1 ,β2 ,β3〉,由于

(α
T
1 ,α

T
2 ,α

T
3 ,β

T
1 ,β

T
2 ,β

T
3 ) =

1 2 1 1 1 1

2 3 2 1 0 3

1 1 2 1 1 0

- 2 0 - 3 1 - 1 - 4

→

1 2 1 1 1 1

0 - 1 0 - 1 - 2 1

0 0 1 1 2 - 2

0 0 0 0 - 5 0

,

故知α1 ,α2 ,α3 ,β2 是 W1 + W2 的一组基 .

为求 W1∩W2 的基 ,需解齐次线性方程组

(αT
1 ,αT

2 ,αT
3 ,βT

1 ,βT
2 ,βT3 )

k1

k2

k3

- μ1

- μ2

- μ3

= 0 ,

其基础解系为

η1 = ( 2 , - 1 , - 1 , 1 , 0 , 0)
T

,  η2 = ( - 5 , 1 , 2 , 0 , 0 , 1 )
T

.

于是得 dimW1∩W2 = 2 ,其基为

e1 = 2α1 - α2 -α3 = -β1 = ( - 1 , - 1 , - 1 , - 1 ) ,

e2 = - 5α1 +α2 + 2α3 = -β3 = ( - 1 , - 3 , 0 , 4) .

也就是β1 ,β3 为 W1∩W2 的基 .

(3 ) α1 = (1 ,1 ,0 ,0 ) ,  α2 = ( 0 , 1 , 1 , 0) ,  α3 = (0 ,0 ,1 ,1 ) ;

β1 = (1 ,0 ,1 ,0 ) , β2 = ( 0 , 2 , 1 , 1) , β3 = (1 ,2 ,1 ,2 ) .

解  因为
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1 0 0 1 0 1

1 1 0 0 2 2

0 1 1 1 1 1

0 0 1 0 1 2

经初等

行变换

1 0 0 1 0 1

0 1 0 - 1 2 1

0 0 1 2 - 1 0

0 0 0 - 2 2 2

,

所以 W1 + W2 =〈α1 ,α2 ,α3 ,β1 ,β2 ,β3〉的基是α1 ,α2 ,α3 ,β1 (不惟一) .

又齐次线性方程组

(α
T
1 ,α

T
2 ,α

T
3 ,β

T
1 ,β

T
2 ,β

T
3 )

k1

k2

k3

-μ1

-μ2

-μ3

= 0

的基础解系为

η1 = (1 ,1 ,1 , - 1 , - 1 ,0 )
T

,  η2 = ( 2 , 0 , 1 , - 1 , 0 , - 1)
T

.

所以 dimW1∩W2 = 2 , e1 , e2 是 W1∩W2 的一组基 ,其中

e1 =α1 +α2 +α3 =β1 +β2 = ( 1 , 2 , 2 , 1) ,

e2 = 2α1 + 2α3 =β1 +β3 = (2 , 2 , 2 , 2 ) .

讲评  以上 3 个求子空间的交与和的实例 ,从不同角度回答

了同学常问的一些问题 .

(1 ) 由于初等行变换不改变矩阵的秩 ,特别不改变矩阵列之

间的线性相关 (无关 )性 ,故 ( 1)中由 ( * )式 ,即最后的阶梯型矩阵 ,

可以看出α1 ,α2 线性无关 ,而α3 可由α1 ,α2 线性表出 ;β1 ,β2 线性

无关 ,而β3 可由β1 ,β2 线性表出 .故下面在求 W1 ∩W2 时 , 任意

α∈W1∩W2 有

α= k1α1 + k2α2 =μ1β1 +μ2β2 .

即只用 W1 或 W2 的基线性表出 ,这时 k1 , k2 (或μ1 ,μ2 )相当于α

在α1 ,α2 上的坐标 (或β1 ,β2 上的坐标 ) ,它是惟一的 .如果把α3 ,

β3 的线性组合也写上 ,则求出的系数 k1 , k2 , k3 (或μ1 ,μ2 ,μ3 )可能
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会出现这种情况 ,即 k1 ≠珘k1 , k2 ≠珘k2 , k3 ≠珘k3 , 但α= k1α1 + k2α2 +

k3α3 =珘k1α1 +珘k2α2 +珘k3α3 .也就是说 ( k1 , k2 , k3 ) 与 α不是 1-1

对应的 .

(2 ) 由于 (2)和 ( 3)中都有 dimW1 = 3 , dimW2 = 3 ,故在求 W1∩

W2 时 ,两组系数都是含 3 个数 .于是都是求解“含 6 个变量 , 4 个

方程”的齐次线性方程组 ,由求 W1 + W2 时得到的阶梯型矩阵的

秩为 4 ,故知该齐次线性方程组的解空间是两维的 .这决定了

dimW1∩W2 = 2 ,

即齐次线性方程组 k1α
T
1 + k2α

T
2 + k3α

T
3 -μ1β

T
1 -μ2β

T
2 - μ3β

T
3 = 0 的

解空间的维数等于 dimW1∩W2 的充要条件是α1 ,α2 ,α3 是 W1 的

基 ,β1 ,β2 ,β3 是 W2 的基 .

例 15  证明 : 每一个 n维线性空间都可以表示成 n 个一维子

空间的直和 .

证  设α1 ,α2 ,⋯ ,αn 是 Vn ( F)的一组基 ,则

Vn ( F) =〈α1 ,⋯ ,αn〉=〈α1〉+〈α2〉+⋯ +〈αn〉,

其中〈αi〉( i = 1 , 2 ,⋯ , n)均是一维子空间 ,又任意α∈ Vn ( F) ,有

α= a1α1 + a2α2 +⋯ + anαn ,  其中 aiαi∈〈αi〉 .

由于坐标 a1 , a2 ,⋯ , an 惟一 ,所以 aiαi 惟一 ,即α关于子空间〈α1〉,

〈α2〉,⋯ ,〈αn〉的分解式惟一 ,所以

Vn ( F) =〈α1〉�〈α2〉�⋯�〈αn〉 .

讲评  这道题本身是容易的 .选在此是为了加深读者印象 ,用

时 ,能从头脑中迅速调出来 .其次 , 发散思维一下 ,是否应有 : 若

α1 ,α2 ,⋯ ,αn 是 V 的基 ,则

  V =〈α1 ,⋯ ,αk〉�〈αk + 1 ,⋯ ,αn〉

=〈α1 ,⋯ ,αs〉�〈αs+ 1 ,⋯ ,αs + k〉�〈αs + k + 1 ,⋯ ,αn〉 .

即把基向量任意分组 ,得到不同的子空间 ,都有空间直和分解式 .

例 16  证明 : 和∑
s

i = 1

V i 是直和的充分必要条件是
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V i∩∑
i - 1

j = 1

V j = {0 }  ( i = 2 ,⋯ , s) .

证  方法 1(归纳法 )  当 s = 2 时 , 显然成立 (定理 5 ) , 假设

s - 1 个子空间时命题成立 ,则当 s个子空间时 ,由

∑
s

i = 1

V i 为直和�Vs + ∑
s - 1

i= 1

V i 为直和

�Vs∩∑
s - 1

i= 1

V i = {0 } ,及 V i∩∑
i - 1

j = 1

V j = {0}

( i = 2 ,⋯ , s - 1)

(由归纳假设 ,

∑
s - 1

i = 1

V i 是直和 �V i∩∑
i - 1

j = 1

V j = {0} , i = 2 ,⋯ , s - 1) ,得证 .

方法 2  �若有 i , 使得 ( V1 + ⋯ + V i - 1 )∩ V i≠ {0 } , 则必

v α≠0 ,使α, -α∈ V i ,且α, -α∈V1 +⋯ + V i - 1 .设α有分解式 :

α=α1 +⋯ +αi - 1 ,其中αk∈V k , ( k = 1 ,⋯ , i - 1) ,

则αk 不全为 0 ,于是有

0 =α1 +⋯ +αi - 1 + ( -α) = 0 +⋯ + 0 .

即零向量的分解不惟一 ,与已知∑
s

i = 1

V i 为直和矛盾 ,所以必有

V i∩∑
i - 1

j= 1

V j = {0} .

  �如果∑
s

i = 1

V i 不是直和 ,则零向量表示不惟一 ,即

0 = 0 +⋯ + 0 =α1 +α2 +⋯ +αs ,

其中αi 不全为零 .设从后往前数第一个非零的为αt ,则有

αt = - (α1 +α2 +⋯ +αt - 1 ) ,

又α1 ,⋯ ,αt - 1不能全为 0 (否则αt 为零 ) ,而
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αt∈V t , - (α1 +⋯ +αt - 1 )∈∑
t - 1

j = 1

V j ,

于是得 V t∩∑
t - 1

j= 1

V j≠{0} .

这与已知矛盾 ,所以必有∑
s

i = 1

V i 是直和 .

讲评  这是把两个子空间的直和推广到有限个子空间的直

和 .本题的充要条件 V i∩∑
i - 1

j = 1

V j = {0 } ( i = 2 ,⋯ , s) ,比起教材中的

条件

V i∩∑
j≠ i

V j = {0} ,  i = 1 ,⋯ , s

要弱 .故是更精细的结果 .我们可以从三维空间 (几何上 )去理解一

下这个命题 .设 W1 =〈α1〉, W2 =〈α2〉, W3 =〈α3〉,则若

W2∩W1 = {0} ,

说明 W1 + W2 是直和 ,向量α1 ,α2 生成一张过原点的平面π .又若

W3∩ ( W1 + W2 ) = {0} ,

知α3 ú π,故α1 ,α2 ,α3 为 V3 ( R )的基 ,从而有

V3 ( R ) =〈α1〉�〈α2〉�〈α3〉= W1�W2�W3 .

例17  令 V 是 x 的次数≤ n( n≥1)的实系数多项式全体所构

成的线性空间 .

(1 ) 证明 : V 中有给定实根 c的全体多项式的集合 L 是 V 的

一个子空间 ;

(2 ) 求 L的维数 .

证  (1 ) L中加法封闭 : " f , g∈ L, f + g∈ L .

事实上 ,由

f ( c) = 0

g( c) = 0
� ( f + g) ( c) = 0;

数乘封闭 : "λ∈R , f∈ L,由 f ( c) = 0�λf ( c) = 0 .
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所以 L是子空间 .

(2 ) 由 L中有基

( x - c) , ( x - c)
2

,⋯ , ( x - c)
n

.

它们都有实根 c,且线性无关 ,又任意 f ( x )∈ L,有

f ( x ) = a1 ( x - c) + a2 ( x - c)2 +⋯ + an ( x - c) n ,

故 dim L = n.

(事实上 ,由 c为 L 中多项式的根 .故任意 f ( x )∈ L,有

f ( x) = ( x - c) g( x) ,  deg g( x)≤ n - 1 .

由泰勒 ( Taylor )展开 , 有 g ( x) = a1 + a2 ( x - c) + ⋯ + an ( x -

c) n - 1 ,于是知 ( x - c) , ( x - c)2 ,⋯ , ( x - c) n 是 L 的生成元 .)

讲评  由已知 V 是 n + 1 维的线性空间 .任意 f ( x )∈ V , 仿

3 .2节例 4 有 (或由泰勒展开 )

f ( x ) = an ( x - c)
n

+⋯ + a1 ( x - c) + a0

= ( x - c) g( x) + f ( c) .

令 ( x - c) g( x) = f1 ( x) , f ( c) = f2 ( x ) ,故有

f ( x ) = f1 ( x ) + f2 ( x )   f1 ( x )∈ L,  f2 ( x )∈R .

从而有 V = L�R .

即空间 V(次数≤ n的多项式的全体 )分解为 (以 c为根的多项式

的全体 ) L与R 的直和 ( R 的基 1 和 L的基 ( x - c) , ( x - c)
2

,⋯ ,

( x - c) n )放在一起就是 V 的基

1 , ( x - c) , ( x - c)2 ,⋯ , ( x - c) n .

4.3  考试题评析

例 1  设 W1 是齐次线性方程组 x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 0 的

解空间 , W3 是 W1 在R
5
中的补子空间 , W2 是齐次线性方程组

x1 + x2 + x3 + x4  = 0

x3 + x4 + x5 = 0
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的解空间 .则 :

dimW1∩W2 = ,  W1∩W2 的基是 ;

dim ( W1 + W2 ) = , W1 + W2 的基是 ;

W3 的基是 , R
5
/ W2 = .

解  由于 W1∩W2 恰是齐次线性方程组

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 0 ,

x1 + x2 + x3 + x4   = 0 ,

    x3 + x4 + x5 = 0 .

( 1)

的解空间 .解此方程组 (为了化阶梯形方便 ,把第 1 个方程移到最

后一行 )

1 1 1 1 0

0 0 1 1 1

1 1 1 1 1

- r1 + r3

- r3 + r2

1 1 1 1 0

1 1 0

0 0 0 0 1

,

故由最后的阶梯型矩阵知 x5 = 0 ,自由未知量为 x2 , x4 ,分别取

x2

x4

=
1

0
和

0

1

得基础解系

η1 = ( - 1 ,1 ,0 ,0 ,0 ) T ,  η2 = ( 0 , 0 , - 1 , 1 , 0) T .

η1 ,η2 就是 W1∩W2 的基 ,故 dim( W1∩W2 ) = 2 .

又由 dimW1 = ( 5 - 1 ) = 4 , dimW2 = ( 5 - 2 ) = 3 , 故由维数公

式 (定理 2 ) ,知

dim ( W1 + W2 ) = 5 .

因为 W1 的基为

e1 = ( 1 , - 1 , 0 , 0 , 0) T ,  e2 = ( 1 , 0 , - 1 , 0 , 0) T ,

e3 = ( 1 , 0 , 0 , - 1 , 0)
T

,  e4 = ( 1 , 0 , 0 , 0 , - 1)
T

,

即 W1 =〈e1 , e2 , e3 , e4〉;而  W2 =〈e5 , e6 , e7〉,其中

e5 = ( 1 , - 1 , 0 , 0 , 0)
T

= e1 ,  e6 = (1 , 0 , - 1 , 1 )
T

,

e7 = ( 0 , 0 , - 1 , 1 , 0) T ,
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故 (由命题 2 )

W1 + W2 = L( e1 , e2 , e3 , e4 , e5 , e6 , e7 )

=〈e1 , e2 , e3 , e4 , e6〉 .

最后一个等号是因为 e5 = e1 , e7 = e2 - e3 .

把 W1 的基扩充为R5的基

e1 , e2 , e3 , e4 , (1 ,0 ,0 ,0 ,0 ) T ,

则由定理 4 知

W3 = k( 1 , 0 , 0 , 0 , 0) T ,   k∈R .

又把 W2 的基扩充为R5的基

e5 , e6 , e7 , e8 , e9 ,

其中 e8 = ( 0 , 1 , 0 , 0 , 0)
T

, e9 = (0 ,0 ,0 ,0 ,1 )
T

.由定理 5 得

R
5
/ W2 = L(e8 + W2 , e9 + W2 ) .

评析  (1 ) 命题 1 给出了求两个子空间的交 W1 ∩W2 的方

法 ,但用在此处计算量会比较大和长 (因向量有 5 个分量 ) .此题解

法根据 W1 , W2 均是齐次线性方程组的解这一特点 : 任意 α∈

W1∩W2 ,则α∈W1 ,即α满足第一个方程组 ,又α∈W2 ,则α应满

足后两个方程 .故α满足这 3 个方程 .有了这个思路 ,交的问题一

下子就解决了 .若此题没要求 W1 + W2 的话 ,连 W1 和 W2 的生成

元都不用去找 .

(2 ) 若此题改为只求维数不求基的话 ,计算量更小 .因由已知

易看出 dimW1 = 4 ( 1 个方程 , 5 个未知量 ) , dimW2 = 3 ( 5 个未知

量 ,且系数矩阵的秩为 2 ) , dimW1∩W2 = 2 (因方程组 ( 1)中系数矩

阵秩为 3 ,未知量有 5 个 ) ,于是知 (由维数公式 )

dim( W1 + W2 ) = dimW1 + dimW2 - dimW1∩W2 = 5 .

再由定理 4 和定理 5 知

dimW3 = dimR
5

- dimW1 = 5 - 4 = 1 ,

dim R5 / W2 = dimR5 - dimW2 = 5 - 3 = 2 .

9114. 3  考试题评析



  例 2  设 N =

0 1

w w

w 1

0

为五阶矩阵 , A= N2 ,则 A的化

零空间 N ( A) = , A的列空间 R ( A) = .

解  由

A= N2 =

0 1

0 1

0 1

0 1

0

2

=

0 0 1

0 0 1

0 0 1

0 0

0

,

的元素特点及 N ( A)是 Ax= 0的解空间 ,知 x3 = x4 = x5 = 0 , x1 , x2

任取 .故

N( A) =〈(1 , 0 , 0 , 0 , 0 )
T

, ( 0 , 1 , 0 , 0 , 0)
T
〉 .

而 R( A)是由 A的列向量生成的空间 ,因 A的前两列为零向量 ,后

3 列线性无关 ,是 A的列的极大线性无关组 ,故

R( A) =〈(1 ,0 ,0 ,0 ,0 ) T , ( 0 , 1 , 0 , 0 , 0) T , (0 ,0 ,1 ,0 ,0 ) T〉 .

评析  这是一道基本题 .方阵 N 是一个很重要的矩阵 , 在

Jordan 标准形的理论中发挥很大的作用 , 它左乘在一个方阵 B

上 ,相当于把 B的各行向上移一行 ,第 n行换为零向量 ,它右乘在

一个方阵 B上 ,相当于把 B的各列向后移一列 ,第 1 列变为零向

量 .现在 N2
相当于 N自己乘自己 ,无论从行看 ,从列看 ,它的效果

都是把斜排 1 向“右上角”移一格 ( N5 = 0,故 N是幂零方阵 ) .所以

做这道题第一步 A= N2
要算对 (矩阵乘法运算熟的话 ,看一眼 ,就

可以得出结果 ,不用死记硬背“往哪个方向移 ?”) .接下来是两个基

本概念“化零空间”和“列空间”,这是要掌握的 .

例 3  设 A是 n 阶实对称矩阵 , S = {x| xT Ax= 0 , x∈Rn } .

(1 ) 试给出 S为R
n
的子空间的充分必要条件 ,并加以证明 .
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(2 ) 当 S是子空间且 r ( A) = r < n时 ,试求 dim S .

解  因 A是实对称矩阵 ,故存在可逆阵 P,使

A= PT

Ip

- Iq

0

P,

则

xT Ax= xT PT

Ip

- Iq

0

Px= yT

Ip

- Iq

0

y,

其中 y= Px,故

xT Ax= 0 � yT

Ip

- Iq

0

y= 0

� y
2
1 +⋯ + y

2
p - y

2
p + 1 - ⋯ - y

2
p + q = 0 ,

以下分情况讨论 :

① q = 0 时 ,有

xT Ax= 0 � y
2
1 +⋯ + y

2
p = 0

� y1 =⋯ = y p = 0

�y=

0

…

0

*

…

*

� x= P - 1

0

…

0

*

…

*

,

故 S是子空间 , dim S = n - p = n - r .

② p = 0 时 ,同上知 S是子空间 , dim S = n - q = n - r .

(因为 xT Ax= 0 � y
2
p + 1 +⋯ + y

2
p + q = 0� yp + 1 =⋯ = yp + q = 0

�y= ( y1 ,⋯ , yp ,0 ,⋯ , 0 , yp + q + 1 ,⋯ , yn ) T
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�x= P- 1 ( y1 ,⋯ , yp ,0 ,⋯ , 0 , yp + q + 1 ,⋯ , yn ) T ) .

③ p 和 q 均非零时 , S 不是子空间 , 因为 S 对加法不封

闭 .如设

α= P- 1
( 1 , 0 ,⋯ , 0 , 1 , 0 ,⋯ , 0)

T
∈ S,

β= P - 1
(1 , 0 ,⋯ , 0 , - 1 , 0 ,⋯ , 0 )

T
∈ S,

以上α中的第 2 个 1 及β中的 - 1 都是第 p + 1 位分量 .显然

α
T Aα= 0 ,β

T Aβ= 0 ,但α+β| S ,因为

(α+β)
T A(α+β) = ( 2 , 0 ,⋯ ,0 )

Ip

- Iq

0

2

0

…

0

= 4≠0 .

于是得结论 :

(1 ) S为R
n
的子空间的充要条件是 A是半定的 (即半正定或

半负定 ) ;

(2 ) 当 S是子空间时 , dim S = n - r( A) = n - r .

评析  (1 ) 这是一道比较难的题 .思路从哪里来 ? 由 A是实

对称矩阵 ,故 xT Ax是实二次型 .题设中要求 xT Ax = 0 , 故可联想

到二次型中一些结论 : 若对任意 x,有 xT Ax= 0 ,则 A= 0 ( 1 .2 节

例 5) ;若有 xT
1 Ax1 > 0 , xT

2 Ax2 < 0 ,则必有 x0 使 xT
0 Ax0 = 0 ( 1 .2 节

例 10 ) .现在要求的不仅是存在 x,使 xT Ax= 0 ,而且要求这样的 x

全体构成一个线性空间 (是R
n
的子空间 ) .由以上这些联想 ,将会

有下一步的思路 ,即把二次型化为规范型 .走出这一步基本已上

路 ,以下就是讨论规范型为哪几种情况时 ,满足 xT Ax= 0 的 x的

全体 ,构成线性空间 .故只要讨论 3 种情况 (因 A为正定、负定矩

阵时 , S均为零空间 .去掉这两种情况 ,就是半正定、半负定和不定

二次型 .) ,看 A为哪种类型时 , S对加法和数乘封闭 ,则得“充要条

件”A是哪种类型的二次型 .

(2 ) 由于 Ax= 0的解空间是 n - r( A)维的 ,且使 Ax= 0的 x,
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也使 xT Ax= 0 ,故当 S 构成子空间时 , xT Ax= 0 与 Ax= 0同解 ,即

S = W A ( Ax= 0的解的全体 ) .

而当 S不是子空间时 , xT Ax= 0 的解不一定是 Ax= 0的解 .如

x= (1 ,1 ,0 ) T ,   A=

1

- 1

0

,

则有  xT Ax= 0 ,而 Ax= ( 1 , - 1 , 0)
T
≠0 .

以下的两个证明思路都不对 :

① xT Ax = 0� Ax = 0; (评 : 这恰是要证的 , 不能一开始

就断言 ) ;

② 对任意 x, y∈ S,由 xT Ax= 0 ,  yT Ay= 0 应有

( x+ y)
T A( x+ y) = 0� ( xT

+ yT
) A( x+ y) = 0 ,

即有

xT Ax+ yT Ay+ xT Ay+ yT Ax= 0 .

又因为 ( xT Ay) T = yT Ax,故从上式得

2 xT Ay= 0�xT Ay= 0 .

因为对任意 x
·
成立 ,故得  Ay= 0,⋯⋯ .

(评 : 不是任意 x,而是满足 xT Ax = 0 中的 x, 若 x是Rn
中任意向

量 ,则得 A= 0(当然也有 Ax= 0) ,故错误 .)

例 4  已知 A=
0 - 1

1 0
∈ M2 ( R ) , W1 = L ( A)是由矩阵 A

生成的 M2 ( R )的子空间 ,则商空间 M2 ( R )/ W1 的维数是多少 ?

试求它的一组基 .

解  因为 dim M2 ( R ) = 4 ,而 dimW1 = 1 ,故由定理 5 知

dim M2 ( R )/ W1 = 4 - 1 = 3 .

又 A=
0 - 1

1 0
为 W1 的基 ,将其扩充为 M2 ( R )的基
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0 - 1

1 0
,  

1 0

0 0
,  

0 1

0 0
,  

0 0

0 1
,

则商空间的基为 (见定理 5 )

1 0

0 0
+ W1 ,  

0 1

0 0
+ W1 ,  

0 0

0 1
+ W1 .

讲评  关于“商空间”,主要结论就是定理 5 .这里首先要弄清

W1 的维数和生成元 ,由于它是由一个矩阵 A生成的 ,故是一维空

间 .全部向量为

k A =
0 - k

k 0
,  k∈R .

把 A扩充为 M2 ( R )的基 ,则扩充基所在的模 W1 同余类就是商空

间的基 ,而其扩充基的个数就是商空间的维数 .

有的同学把 L ( A)理解成
0 - a

b 0
,故得 L( A)是两维的 ,这

显然是对生成空间的概念没理解好 .A是 M2 ( R )中的一个向量 ,

其生成的只能是一维空间 .

例 5  设W1 =

a 0 c

a b 0

c d 0

a, b, c, d∈R ,

W2 =

x 0 0

0 y 0

0 z z

x , y, z∈R ,

则 W1 + W2 = ; W1∩W2 = .

解  因为

W1 = a( E1 1 + E21 ) + bE2 2 + c( E13 + E3 1 ) + dE32 ,

W2 = xE11 + yE22 + z( E32 + E3 3 ) ,

故  W1 + W2 =〈E11 + E21 , E22 , E13 + E31 , E32 , E11 , E22 , E32 + E33〉

=〈E11 , E22 , E3 3 , E21 , E32 , E13 + E31〉 .
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又因为  dimW1 = 4 ,  dimW2 = 3 ,故

dimW1∩W2 = 4 + 3 - 6 = 1 .

而直观可见 E2 2∈W1 ,且 E22∈W2 ,故知

W1∩W2 =〈E22〉 .

评析  ( 1 ) 类似的题 ,读者都会遇到过 ,也曾多次作为考题 ,

只是每次非零元的位置不同 .遗憾的是有的同学做了这道 ,又不会

做那道 ,其根本原因是没从本质上理解它们 .做这样的题 ,第一步

是找 W1 和 W2 的生成元 ,然后找出其中的极大线性无关组 .如

W1 = a

1 0 0

1 0 0

0 0 0

+ b

0 0 0

0 1 0

0 0 0

+ c

0 0 1

0 0 0

1 0 0

+ d

0 0 0

0 0 0

0 1 0

= aF1 + bF2 + cF3 + dF4 .

因为上式右边的 4 个矩阵中元素 1 都在不同的位置上 ,故它们不

能互相线性表出 ,故线性无关 .

也可以这样证 : 设有线性组合

k1 F1 + k2 F2 + k3 F3 + k4 F4 = 0 ,

即

k1 0 k3

k1 k2 0

k3 k4 0

= 0 .

从而得到  k1 = k2 = k3 = k4 = 0 ,故 F1 , F2 , F3 , F4 线性无关 .

(2 ) 利用命题 2 可以写出 W1 + W2 的生成元 ,共 7 个 .E22 是

重复的 ,故可以去掉一个 , 为了简化生成元的表达式 , 把 E11 的

( - 1 )倍加到第一个向量上 ,把 E32 的 ( - 1 )倍加到最后一个向量

上 ,就得到 W1 + W2 的基为 E2 1 , E22 , E1 3 + E31 , E32 , E11 , E3 3 .这样

在正确选定 W1 , W2 , W1 + W2 的生成元后 W1 ∩ W2 的维数也

出来了 .
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下面用另法求 W1∩W2 (记 W2 =〈F5 , F6 , F7〉) .

(3 ) 任意 G∈W1∩W2 ,有

G= k1 F1 + k2 F2 + k3 F3 + k4 F4 = k5 F5 + k6 F6 + k7 F7 ,

即有

k1 0 k3

k1 k2 0

k3 k4 0

=

k5

k6

k7 k7

.

故 k3 = 0 , k7 = 0 , k4 = 0 , k1 = 0 , k5 = 0 , k2 = k6 ,

即  G= kF2 = kF6 = kE22 .故 W1∩W2 = kE22  ( k∈R ) .

例 6  已知

A=

2 - 1 1

- 1 1 1

3 1 9

2 - 3 - 5

,  α=

3

- 1

0

- 1

.

试求 N ( A) , R( A)的维数及一组基 ,并判断向量α是否在R ( A)中 .

解  对 A做初等行变换得

A=

2 - 1 1

- 1 1 1

3 1 9

2 - 3 - 5

→

- 1 1 1

0 1 3

0 4 12

0 - 1 - 3

→

- 1 1 1

0 1 3

0 0 0

0 0 0

.

从而知 r ( A) = 2(因最后一个阶梯型矩阵的秩为 2 ,其任意两列线

性无关 ) .取 A的前两列为 R ( A)的基 ,则有

R( A) = L( (2 , - 1 ,3 ,2 ) T , ( - 1 , 1 , 1 , - 3) T ) .

又 N ( A)是 Ax= 0的解的全体 ,由上述阶梯型矩阵可知

dim N ( A) = 3 - r ( A) = 1 ,

N ( A) = L( (2 , 3 , - 1 ) T ) .

由于 Ax=α无解 ,故αú R( A) .事实上

621 第 4 章  线 性 空 间



( A,α) =

2 - 1 1 3

- 1 1 1 - 1

3 1 9 0

2 - 3 - 5 - 1

→

2 - 1 1 3

0 1 3 1

0 0 0 - 2

0 0 0 - 7

,

显然 r ( A)≠ r ( A,α) ,故 Ax=α无解 .

讲评  ( 1 ) 由定义 R( A)是 A的列向量生成的空间 (称为 A

的列空间 ) ,故求 R( A)就是求它的基———也就是 A的列的极大线

性无关组 ,它的维数等于这个极大线性无关组中所含向量的个数 .

用初等行变换是为了看 A中列之间的关系 (初等行变换不改变矩

阵列之间的线性关系 ,而阶梯型矩阵比较直观地看出这种线性关

系 ) .但是 ,有的同学却取阶梯型矩阵的列作为 R( A)的基 ,这就错

了 .我们很容易看出 ( - 1 , 0 , 0 , 0 )
T
ú R ( A) , 且 ( 1 , 1 , 0 , 0 )

T
ú

R( A) .从理论上来说 ,有

PA= B,

即 A经行变换得 B ,相当于其前乘方阵 P,故 B的行是 A的行的线

性组合 , 而 B 的列不是 A 的列的线性组合 , 故 B 的列不属

于R( A) .

(2 ) 判断一个向量是否在某个空间里 ,只要看它是否可由那

个空间的生成元线性表出 ,即是否存在 x= ( k1 , k2 ,⋯ , ks ) T ,使

α= k1α1 +⋯ + ksαs .

本题中 A只有 3 列 ,即看

Ax= k1α1 + k2α2 + k3α3 = (α1 ,α2 ,α3 ) x=α

是否有解 .若有解说明α∈ R( A) ,若无解 ,则αú R( A) .

例 7  设 V1 , V2 ,⋯ , Vs 是线性空间 V 的 s 个非平凡子空间 ,

证明 V 中至少有一个向量不属于 V1 , V2 ,⋯ , V s 中任意一个 .

证  对子空间的个数 s用归纳法 .

当 s = 2 时 ,由 4 .2 节例 6 知 ,结论成立 .

今设对 s - 1 个非平凡的子空间结论成立 ,即在 V 中存在向量
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α,使

αú V i ,  i = 1 ,⋯ , s - 1 .

对第 s个子空间 Vs ,若αú Vs ,则α为所求 ,结论已对 ;若α∈V s ,则

由于 Vs 是非平凡子空间 ,故必存在向量βú Vs .于是 , 对任意数

k,有

kα+βú V s ,

且对不同的 k1 , k2 , k1α+β, k2α+β不会同时属于一个 V i ( 1≤ i≤

s - 1) ,否则便有

( k1α+β) - ( k2α+β) = ( k1 - k2 )α∈V i .

这与αú V i 矛盾 .

今取 s个互不相同的数 k1 , k2 ,⋯ , ks ,则 s个向量

k1α+β, k2α+β,⋯ , ksα+β,

中至少有一个不属于任何一个 V i (1≤ i≤ s - 1 ) ,它即为所求 .

评析  (1 ) 理解这道题的一个简单的例子是 : 在三维几何空

间中每个过 y轴的平面 W i 是 V3 ( R )的一个子空间 .当 i为有限

数时 ,如 i = 360 ,即从 x Oy平面算起 ,每隔 1°有一张平面 .虽然这

些平面密密麻麻充满 V3 ( R ) ,但在任意两个之间都能找到向量不

属于所有这 360 个平面 .而且满足条件的向量有很多 .

(2 ) 本题的基础是 s= 2 的情况 ,即 4 .2 节例 6 .故对 s个子空

间时 ,要找这样的向量αú V i ( 1≤ i≤ s - 1 )和βú V s (此时 ,若βú

V i 或αú V s ,则结论显然 ) .故接下来要考虑α,β的线性组合 .事实

上 k1 , k2 ,⋯ , ks 可取为 1 , 2 ,⋯ , s这 s个自然数 ,即

α+β, 2α+β, 3α+β,⋯ , sα+β

中至少有一个不属于任意一个 V i ( 1≤ i≤ s - 1) (把 V1 ,⋯ , V s - 1 看

成 s - 1 个房间的话 ,上述 s个向量不能有两个在一个房间内 ,故

总有一个留在外面 ) .
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第5章  线 性 变 换

5.1  理 论 脉 络

这里所说的线性变换不包括读者已在课程“几何与代数 ( 1 )”

中学过的线性变换内容 (称为线性变换 ( 1 ) ) .这里先把线性变换

(1 )的内容概述如下 .

线性变换的定义 :

设 V 是数域 F上的线性空间 ,σ是 V 上的一个变换 ,若σ满足

(1 ) σ(α+β) =σα+σβ,对任意α,β∈V ,

(2 ) σ( kα) = kσα,对任意α∈V , k∈ F,

则称σ是 V 上的线性变换 .

线性变换的性质 :

(1 ) σ(0 ) = 0 ;

(2 ) σ( -α) = -σ(α) ;

(3 ) 若

β= k1α1 + k2α2 +⋯ + ksαs�σβ= k1σα1 + k2σα2 +⋯ + ksσαs ,

k1α1 + k2α2 +⋯ + ksαs = 0� k1σα1 + k2σα2 +⋯ + ksσαs = 0;

(4 )σ把线性相关的向量组映成线性相关的向量组 .但是线性

变换可能把线性无关的向量组映成线性相关的向量组 .

线性变换的运算 :

(1 ) 线性变换的加法和数乘  "σ,τ∈ L( V ) ,定义

(σ+τ)α =σ(α) +τ(α) ,  对任意α∈V ,

 ( kσ)α= kσ(α) , 对任意α∈V , k∈ F .



L( V )对如上定义的加法和数乘运算构成 F上的线性空间 .

(2 ) 线性变换的乘法  "σ,τ∈ L( V ) ,定义

(στ) (α) =σ(τ(α) ) ,对任意α∈V .

L( V )是线性空间 (在加法和数乘下 ) ,是环 (在如上定义的加法和

乘法下 ) ,且数乘和乘法可交换 ,故是一个“代数”.

线性变换的矩阵 :

在 V 中取定一组基ε1 ,ε2 ,⋯ ,εn ,则σεj ( 1≤ j≤ n)在基上的坐

标列排成的方阵 ,称为线性变换的矩阵 ,形式地记为

σ(ε1 ,ε2 ,⋯ ,εn ) = (σε1 ,σε2 ,⋯ ,σεn ) = (ε1 ,ε2 ,⋯ ,εn ) A .

由此 , L( V)与 Mn ( F)之间建立了 1-1 对应φ:φ(σ) = A,且映射φ

满足 : 保加法、保数乘、保乘法 .即 :

(1 ) 线性变换的和对应于矩阵的和  设 φ(σ) = A,φ(τ) = B,

则有

(σ+τ) (ε1 ,⋯ ,εn ) = (ε1 ,⋯ ,εn ) ( A+ B) ,即φ(σ+τ) = A+ B;

(2 ) 线性变换的数乘对应于矩阵的数乘

kσ(ε1 ,⋯ ,εn ) = (ε1 ,⋯ ,εn ) kA ,即φ( kσ) = kA;

(3 ) 线性变换的乘积对应于矩阵的乘积

στ(ε1 ,⋯ ,εn ) = (ε1 ,⋯ ,εn ) AB,即φ(στ) = AB;

(4 ) 可逆的线性变换与可逆矩阵对应 ,且逆变换对应逆矩阵

στ=τσ=ε与 AB = BA= In 相对应 , 当σ可逆时 , A可逆 ,τ=

σ
- 1
与 B= A - 1

对应 ,故 L( V )←→
ǖ

Mn ( F)是两个“线性代数”之间的

同构 .

线性变换 (2 )从《理工科代数基础》的第 4 章第 3 节开始 .这一

章的内容很丰富 , 是学习的重点 , 也是难点 , 特整理出以下 7

个问题 .

1  线性变换的核与值域

定义 1  设σ是 Vn ( F)的线性变换 , V 中向量在σ的作用下全
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体象的集合称为σ的值域 ,即

Imσ= {σα|α∈V } =σV .

dim ( Imσ)称为线性变换σ的秩 .

定理 1  ( 1) Imσ是 Vn ( F)的子空间 .

(2 ) Imσ= L(σε1 ,⋯ ,σεn ) ,其中ε1 ,⋯ ,εn 是 V 的基 .故

dim (σV) = rank (σε1 ,⋯ ,σεn ) .

(3 ) dim( Imσ) = ran kA,其中 A是σ在基ε1 ,⋯ ,εn 下的矩阵 .

此定理的 (2 )给出怎样求值域 Imσ的方法 (见 5.2 节例 7) .

定义2  设σ是 V n ( F)的线性变换 ,所有被σ映成零向量的向

量集合称为σ的核 ,即

Kerσ= {α∈ V |σα= 0} =σ- 1 (0 ) .

dim ( Kerσ)称为线性变换σ的零度 .

定理 2  ( 1) Kerσ是 Vn ( F)的子空间 .

(2 ) 设σ在 Vn ( F)的基ε1 ,⋯ ,εn 下的矩阵为 A , "α∈V ,记α

的坐标为 x ,则

σα= 0�Ax= 0 .

(3 ) "β∈V ,若v α0∈ V ,使σα0 =β,则

σ- 1β=α0 + Kerσ= { (α0 +α) |σα= 0 ,α∈V ,α0∈ V} .

此定理的 (2 )给出求 Kerσ的方法 : 设 x1 ,⋯ , xn - r为 Ax = 0 的

基础解系 ,记αi = (ε1 ,⋯ ,εn ) xi ,则

Kerσ= L(α1 ,α2 ,⋯ ,αn - r ) .

由此定理的 (3 )得 : σ是单射�K erσ= {0 } .

定理 3  设σ是 Vn ( F)上的线性变换 ,则

dimV = dim ( Kerσ) + dim ( Imσ) .

推论  设σ是 Vn ( F)上的线性变换 ,则 ,σ是单射�σ是满射 .

2  不变子空间

定义 3  设σ是 Vn ( F)上的线性变换 , W 是 V 的子空间 ,如果

对任意α∈W ,有σα∈W ,则称 W 为σ的不变子空间 .

1315. 1  理 论 脉 络



几个重要的不变子空间的例子 :

(1 ) Kerσ和 Imσ均为σ的不变子空间 .

(2 ) 设σ,τ是 Vn ( F)的线性变换 ,若στ=τσ,则 Kerτ, Imτ是σ

的不变子空间 .

(3 ) 由于 f (σ)σ=σf (σ) ,故 Ker f (σ)与 Im f (σ)都是σ的不变

子空间 .

定理 4  设 σ是 Vn ( F)上的线性变换 , W 是 V 的子空间 ,

ε1 ,⋯ ,εk 为 W 的基 ,并扩展为 V 的基ε1 ,⋯ ,εk ,εk + 1 ,⋯ ,εn ,则

(1 ) W 是σ的不变子空间�σ在此基下的方阵为

A=
A1 A2

0 A3

.

(2 ) A2 = 0�W2 =〈εk + 1 ,⋯ ,εn〉也是σ的不变子空间 .

3  线性变换在其不变子空间上的限制

定义 4  设σ是 V 上的线性变换 , W 是σ的不变子空间 ,则

σ1 : W→W ,α|→σ1α=σα

称为σ在 W 上的限制 ,记为σ1 =σ| W .

定义 5  设σ是 Vn ( F)上的线性变换 , W 是σ的不变子空间 ,

在 V/ W 上定义变换

τ: V/ W→V/ W

α+ W |→τ(α+ W ) =σα+ W ,  α∈V ,

称τ为σ诱导的变换 .

4  线性变换的特征值和特征向量

定义 6  设σ是 Vn ( F)上的线性变换 ,若对λ∈ F,存在非零向

量ξ,使得σξ=λξ,则称λ是线性变换σ的一个特征值 ,ξ是σ的属

于特征值λ的特征向量 .

定义 7  Vλ = {ξ∈ V |σξ=λξ}称为线性变换σ的属于特征值λ

的特征子空间 .特征子空间 Vλ 的维数叫做特征值λ的几何重数 .

如何求σ的特征值和特征向量 :
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设σ在 V 中一组基ε1 ,ε2 , ⋯ ,εn 下的矩阵为 A , "α∈ Vλ ,

有σα=λα .

设α的坐标是 x,则σα=λα的坐标形式是 Ax =λx .于是 ,求线

性变换的特征值和特征向量问题转化为求矩阵的特征值、特征向

量问题 .或σα=λα� (σ-λε)α= 0 ,所以 Vλ = Ker(σ-λε) ,即

(σ-λε)α= 0� ( A -λI ) x= 0 .

定义 8  多项式 f A (λ) = det ( A -λI )称为σ的特征多项式 ,它

的根称为σ的特征根 .

命题 1  设 W 是σ的一维不变子空间 ,则 W 中任一非零向量

是σ的特征向量 ;反之 ,每一个特征向量生成一个σ的一维不变子

空间 .

5  极小多项式

定义 9  设 A∈Mn ( F) ,σ∈ L ( V ) , f ( x) = am x m + ⋯ + a1 x +

a0∈ F[ x] .若

        f (σ) = amσ
m

+⋯ + a1σ+ a0ε= 0 ,

f ( A) = am Am +⋯ + a1 A+ a0 I = 0,

则称 f ( x)是σ(或 A)的化零多项式 .

定理 5( H amilton-Cayley定理 )  设 f A (λ) = det (λI - A) ,则

f A ( A) = 0 .

推论  设σ是 V 上的线性变换 , fA (λ)是σ的特征多项式 ,则

f (σ) = 0 .

即每个方阵 A的特征多项式都是它自己的化零多项式 (也是

它对应的线性变换的化零多项式 ) .

定义 10  σ(或 A)的化零多项式中次数最低的首一多项式称

为σ(或 A)的极小多项式 ,记为 mA (λ)或 mσ(λ) .

定理 6  对任意一个线性变换σ, 极小多项式存在且惟一 ;又

" f ( x)∈ F[ x] , f (σ) = 0�mA ( x) | f ( x ) .

推论  σ的极小多项式是特征多项式的因子 .
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定理 7  设 A, B均为 n 阶矩阵 ,若 A相似 B ,则

mA ( x) = mB ( x ) .

求极小多项式的方法 :

(1 ) 利用极小多项式存在且惟一的证明过程 ,有

若存在 d,使ε,σ,σ
2

,⋯ ,σ
d - 1
线性无关 ,而且σ

d
可由前 d 个线

性表出 ,即

σ
d

= a0ε+ a1σ+ a2σ
2

+⋯ + ad - 1σ
d - 1

,

则

mA ( x) = x d - ad - 1 xd - 1 - ⋯ - a1 x - a0 .

(2 ) 利用极小多项式是特征多项式的因式 ,设

f (λ) = (λ-λ1 ) n
1 (λ-λ2 ) n

2 ⋯ (λ-λs ) n
s ,

其中λ1 ,λ2 ,⋯ ,λs 是σ的互异特征根 ,则极小多项式应为

mA (λ) = (λ-λ1 ) m
1 (λ-λ2 ) m

2 ⋯ (λ-λs ) m
s ,

其中 mi≤ ni .可以利用从低往高选取 f (λ)的因式的方式来确定

mi ( i = 1 ,⋯ , s) .首先令

f1 (λ) = (λ-λ1 ) (λ-λ2 )⋯ (λ-λs ) .

若 f1 ( A) = ( A -λ1 I) ( A -λ2 I)⋯ ( A -λs I ) = 0 ,

则 mA ( x ) = f 1 ( x) .否则 ,再令

f 2 (λ) = (λ-λ1 )2 (λ-λ2 )⋯ (λ-λs ) .

⋯⋯

(见 5.2 节例 21) .

(3 ) 利用 Jordan 标准形 .设特征多项式为

f (λ) = (λ-λ1 )
n
1 (λ-λ2 )

n
2 ⋯ (λ-λs )

n
s ,  λi≠λj ,

极小多项式为

mA (λ) = (λ-λ1 ) m
1 (λ-λ2 ) m

2 ⋯ (λ-λs ) m
s ,  其中 mi≤ ni .

则 mi 可由 A的 Jordan 标准形来确定 .若

A～diag{ Jn
1

(λ1 ) , Jn
2

(λ2 ) ,⋯ , Jn
s

(λs ) } ,

则 mi = Jn
i
(λi )中最大 Jordan 块的阶数 .
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6  线性变换可对角化的条件

σ可对角化定义为在 V 中存在一组基 ,使σ在此基下的矩阵

是对角矩阵 .

定理 8  σ可对角化�σ有 n 个线性无关的特征向量

�V 可分解成一维不变子空间的直和

�dimVλ
i

= ni (几何重数 =代数重数 )

�V 可分解成σ的特征子空间的直和

�σ的极小多项式无重根 .

最后一条意为 : 设特征多项式为

f (λ) = (λ-λ1 )
n
1 (λ-λ2 )

n
2 ⋯ (λ-λs )

n
s ,  λi≠λj ,

则

σ可对角化�mA (λ) = (λ-λ1 ) (λ-λ2 )⋯ (λ-λs ) .

定义 11  形如

λ 1

w w

λ 1

λ

的矩阵称为 Jordan 块 .由若

干个 Jordan 块构成的准对角矩阵 Jn
i
(λi )称为 Jordan 大块 (相对

于特征值λi 的 ) ,由 Jordan 大块 Jn
i
(λi )构成的准对角矩阵

diag{ Jn
1

(λ1 ) , Jn
2

(λ2 ) ,⋯ , Jn
s
(λs ) }

称为方阵 A的 Jordan 标准形 .

7  Jordan标准形的计算

(1 ) 首先求 A的特征多项式 ,解出特征值 .

fA (λ) = (λ-λ1 )n
1 (λ-λ2 ) n

2 ⋯ (λ-λs ) n
s ,  λi≠λj ,∑

s

i = 1

ni = n .

由 A的特征多项式 ,知

A～diag{ Jn
1

(λ1 ) , Jn
2

(λ2 ) ,⋯ , Jn
s

(λs ) } ,

即 Jordan 标准形是有 s个大块的准对角矩阵 ,每个大块对应于一

个特征值λi ,其阶数等于特征值λi 的代数重数 .
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(2 ) 确定每个 Jn
i
(λi ) .分两步 :

① 求 Jn
i
(λi )中 Jordan 块的个数 ,它等于

   dim Vλ
i

= n - r( A -λi I )

=属于特征值λi 的线性无关的特征向量的个数 ;

② 求 k阶 Jordan 块的个数

dk = r( A -λi I)
k - 1

+ r( A -λi I )
k + 1

- 2r( A -λi I )
k
,

或

dk = [r(A -λi I)
k - 1

- r(A -λi I )
k
] - [ r( A -λi I)

k
- r(A -λi I)

k + 1
];

     ≥ k阶块的个数         > k阶块的个数

(3 ) 写出 A的 Jordan标准形 ;

(4 ) 求可逆矩阵 P

由 P - 1 AP = J�AP= PJ,可解出 P的各列 (是 A的特征向量

和广义特征向量构成 ) (见 5. 3 节例 2) .

定义12  设σ是 Vn ( F)上的线性变换 ,若存在自然数 m,使得

σ
 m = 0 而σ

 m - 1≠0 ,则称σ为幂零变换 , m称为σ的幂零次数 .

定义 13  设σ是 V 上的线性变换 ,α(≠0 )∈ V ,若α,σα,⋯ ,

σn - 1α构成 V 的一组基 (称作循环基 ) ,则称σ是一个循环变换 .此

时称 V 是循环空间 ,α为σ的循环向量 .当σ
n
α= 0 时 ,σ在循环基

σn - 1α,⋯ ,σα,α下的矩阵是

N=

0 1

w w

w 1

0

.

若对某个向量β存在 k( < n) ,使

β,σβ,⋯ ,σ
k - 1
β

线性无关 ,而β,σβ,⋯ ,σ
k - 1
β,σ

k
β线性相关 ,则称子空间

W = L(β,σβ,⋯ ,σ
k - 1
β)

是由β生成的循环子空间 ,它是σ的不变子空间 ,σ| W 是 W 上的循
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环变换 .

定理 9  设σ是 Vn ( C )上的线性变换 ,则 V 中存在一组基 ,使

得σ在这组基下的矩阵是上三角矩阵 .

推论 ( Schur 定理 )  任意 n 阶复矩阵总相似于上三角矩阵

(证明见 5.2 节例 15) .

5.2  典型题讲评

例1  设 M, N 是 V 的子空间 , V = M� N,又设α∈V ,α=αM +

αN ,αM∈M,αN∈ N ,定义 V 上的变换

π:πα=αM .

试证明π是 V 上的线性变换 ,这个变换π称为 V 对子空间 M 的

投影变换 .

证  对任意α,β∈V , k∈ F,设α=αM +αN ,β=βM +βN ,则

π(α+β) = (α+β) M =αM +βM =π(α) +π(β) ;

 π( kα) = ( kα) M = kαM = kπ(α) .

讲评  (1 ) 因为α+β=αM +αN +βM +βN = (αM +βM ) + (αN +

βN ) ,又因 M, N 均为子空间 ,故αM +βM∈ M,αN +βN∈ N, 故 (α+

β) M =αM +βM .

(2 ) 由题中定义 : 是先有空间分解 ,后有变换 .这样的π,使任

意α∈M,有πα=α,任意β∈ N,πβ= 0 .由此 (回答提问 : 任意一个

线性变换σ是否为 V 到σV 的投影 ?)知任意一个 V 上的线性变换

σ不一定是 V 到σV 的投影变换 .因为 ,虽然仍有空间分解式 V =

σV�σV
补

,任取α∈V ,有

α=β+γ,  其中α∈σV ,γ∈σV
补

.

但不一定有σα=β! 特别地 ,若α1 ∈σV,α1 =α1 + 0 ,虽σα1∈σV,却

不一定有σα1 =α1 .请看下例 .

在 Fn + 1 [ x]中 ,σ是微分变换 , {1 , x,⋯ , xn - 1 , xn }为 Fn + 1 [ x]
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的一组基 , 则 Fn + 1 [ x ] = L ( 1 , x, ⋯ , xn - 1 , xn ) .微分变换后得

Fn [ x] ,故

σV = L(1 , x,⋯ , xn - 1 ) ,

Fn + 1 [ x] = V =σV�σV
补

= Fn [ x]� L( x
n
) .

任取 f = a0 + a1 x + ⋯ + an - 1 xn - 1 + an x n ∈ V ,

有 f = ( a0 + a1 x + ⋯ + an - 1 x
n - 1

) + an x
n

=β+γ,

其中  β= a0 + a1 x +⋯ + an - 1 xn - 1 ∈σV,γ= an x n∈σV补 .但

σf = a1 +⋯ + ( n - 1 ) an - 1 x
n - 1

+ nan x
n - 1
∈σV,σf≠β.

故σ不是 V 到σV 的投影变换 .

例 2  在 F[ x]中 ,σf ( x) = f′( x) ,τf ( x) = x f ( x ) ,证明 :

στ-τσ=ε.

证  由于任取 f ( x)∈ F[ x] ,有

(στ-τσ) f ( x ) =στf ( x) -τσf ( x) =σ( x f ( x ) ) -τ( f′( x) )

= f ( x ) + x f′( x) - x f′( x) = f ( x) ,

故得 στ-τσ=ε.

讲评  对于无限维线性空间 F[ x] ,其上定义的两个特殊线性

变换σ,τ,我们证明了有关系式στ-τσ=ε.这个结论对于有限维线

性空间不成立 .即 ,对任意 n维线性空间 V 中的任意两个线性变

换 A, B,都有

AB - BA≠ε.

证  设ε1 ,⋯ ,εn 为 V 的一组基 , A, B在此基下的矩阵分别为

A, B,则只要证明

AB - BA≠ I .

由于 t r( AB) = t r( BA) ,故 t r( AB - BA) = 0 ,而 tr I = n,故

t r ( AB - BA)≠ t r I ,从而得 AB - BA≠ I .

例 3  设ε1 ,ε2 ,⋯ ,εn 是线性空间 V 的一组基 ,σ是 V 上的线

性变换 .证明σ可逆当且仅当σε1 ,σε2 ,⋯ ,σεn 线性无关 .
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证  因为

σ可逆 �A可逆 (因σ的秩 = A的秩 )

�A的列线性无关 (因 r ( A) = A的列秩 )

�σε1 ,⋯ ,σεn 线性无关 (因 A的列为σεi 的坐标 ) .

讲评  这道题不难 ,大部分人都会做 ,这里是想说明怎样用最

简单、最清晰的思路写出证明 .本题不用分开证充分性与必要性 ,

一起证就可以了 .最后一个“�”是因 V 同构于 Fn ,故一组向量

σε1 ,⋯ ,σεn 是否线性无关 , 就看它们的坐标列 a1 , a2 ,⋯ , an 是否

线性无关 .

例 4  设 σ是线性空间 V 上的线性变换 .如果σ
k - 1
ξ≠ 0 ,

σ
k
ξ= 0 ,求证 : ξ,σξ,⋯ ,σ

k - 1
ξ( k > 0 )线性无关 .

证  设有线性组合

μ1ξ+μ2σξ+⋯ +μkσ
k - 1
ξ= 0 .

上式两边作用σ
k - 1

,因σ
k
ξ=σ

k + 1
ξ=⋯ =σ

2 k - 2
= 0 ,故得

μ1σ
k - 1
ξ= 0 ,

从而得μ1 = 0 .同理 ,若继续作用σ
k - 2

,得μ2 = 0 .以此类推 ,最后得

μkσ
k - 1
ξ= 0 ,

从而得μk = 0 (因σ
k - 1
ξ≠0 ) .即有μ1 =μ2 = ⋯ =μk = 0 , 所以ξ,

σξ,⋯ ,σk - 1ξ线性无关 .

讲评  由σ
k - 1
ξ≠0 ,σ

k
ξ= 0 ,知有

σ(σ
k - 1
ξ) = 0 ,

故λ= 0 是σ的特征值 , 而σk - 1ξ恰为σ属于特征值 0 的特征

向量 .又

σ(σk - 2ξ) =σk - 1ξ,

所以σ
k - 2
ξ是σ的广义特征向量 .同理 ,ξ,σξ,⋯ ,σ

k - 3
ξ均是广义特

征向量 ,故

ξ,σξ,⋯ ,σ
k - 2
ξ,σ

k - 1
ξ

恰为一个 Jordan 链 .也就是说我们证明了 : 先解特征向量 ,然后
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由特征向量做方程组的常数项解得广义特征向量 ,再由这个广义

特征向量去解另一个广义特征向量 ,得到的这一串向量肯定是线

性无关的 .因为λ= 0 ,故相当于解 Ax= 0,得 x1 ,再解

Axi = xi - 1  ( i = 2 ,⋯ , k) ,

得全部广义特征向量 ,则

xk , xk - 1 ,⋯ , x2 , x1 线性无关 .

若λ≠0 ,则特征向量满足 ( A -λI ) x= 0,广义特征向量满足

( A -λI ) xi = xi - 1  ( i = 2 ,⋯ , k) .

这是说从解特征向量开始 ,解出 x1 ,再代入上式解出 x2 ,继续解非

齐次线性方程组 ,⋯⋯最后得 xk .若这些向量都用 xk 表示 ,即是

xk , ( A -λI ) xk , ( A -λI )2 xk ,⋯ , ( A -λI ) k - 1 xk .

同学曾问 : 怎样保证这样解出的向量都线性无关 .本题恰是一个

严格的理论证明 !

题设中的表示方式 ,也说明 Jordan 链是一个循环基 .记

W = L(ξ,σξ,⋯ ,σ
k - 1
ξ) ,

则ξ是 W 的循环向量 , W 称为 V 的循环子空间 .又记

σ1 =σ| W ,

则σ
k
1 = 0(σ

k - 1
1 ≠0 ,因v ξ,使σ

k - 1
1 ξ≠0 ) ,故σ1 在 W上是 ( k次 )幂零

变换 .

例 5  设σ,τ是线性变换 ,σ
2

=σ,τ
2

=τ,试证明 :

(1 ) 如果 (σ+τ)
2

=σ+τ,那么στ= 0;

(2 ) 如果στ=τσ,那么 (σ+τ-στ)
2

=σ+τ-στ.

证  (1 ) 由 (σ+τ)
2

=σ+τ,知

左 =σ2 +τ2 +στ+τσ = σ+τ+στ+τσ= 右 ,

故有  στ+τσ= 0 ,从而στ= - τσ .

又 στ=σ
2
τ= σ(στ) = - σ(τσ) = - (στ)σ

=τσ
2

= τσ, ( * )

代回στ+τσ= 0 中 ,有 2στ= 0 ,故στ= 0 .
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(2 ) 把στ=τσ代入下面的展开式中 ,有

(σ+τ-στ)
2

=σ
2

+τ
2

+σ
2
τ

2
+ 2στ- 2σ

2
τ- 2τστ

=σ+τ+στ+ 2στ- 2στ- 2στ

=σ+τ-στ.

讲评  (1 ) 这两道小题目从本质上说没用到太多知识 ,故大

家可以会做 .事实上 ,在推导过程中只是反复地用σ
2

=σ,τ
2

=τ及

στ= -τσ或στ=τσ.

那么有的读者为什么会感到难呢 ? 比如问题 (1 )做到

στ+τσ= 0

就做不下去了 .我们认为根本原因是忘了“目标是什么 ?”要证

στ= 0 ,而由上式只能得到στ= -τσ(你需要的是στ=τσ,因若有此

等式则上式可写成 2στ= 0 ,从而στ= 0 ) ,那么当然想到 .能不能证

出στ=τσ,或说利用σ2 =σ,τ2 =τ,στ= -τσ能不能推出στ=τσ.于

是自然有了 ( * )式的过程 .这就是思路 .

(2 ) 由此题的证明得到的结论是什么呢 ?

① 当σ,τ,σ+τ均为幂等变换时 ,στ必是零变换 ;

② 当σ,τ是两个乘法可变换的幂等变换时 ,σ+τ-στ也是幂

等变换 .

例 6  设 V 是数域 F 上的 n 维线性空间 ,证明由 V 的全体线

性变换组成的线性空间 L ( V )是 n
2
维的 .以二维线性空间为例 ,写

出 L( V )的一组基 .

解  在 Vn ( F)中取基ε1 ,ε2 ,⋯ ,εn ,任取σ∈ L( V) ,设σ在此基

下的矩阵表示为 A,即

σ(ε1 ,⋯ ,εn ) = (ε1 ,⋯ ,εn ) A,

则映射 φ: L( V)→Mn ( F)

σ |→A

是同构映射 ,故 L( V)与 Mn ( F)是两个同构的线性空间 .由 3 .1 节

命题 3 ,知
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dim L( V) = dim Mn ( F) = n2 .

当 n= 2 时 ,取 V2 ( F)的基为ε1 ,ε2 .由以上的同构映射知 ,只

要在 M2 ( F)中取一组基 (例如取自然基 ) ,则这组基所对应的变换

必然线性无关 ,且是 L( V)的基 .故取

E1 1 =
1 0
0 0

, E12 =
0 1
0 0

, E21 =
0 0
1 0

, E22 =
0 0
0 1

.

则分别以这 4 个矩阵为“矩阵表示”的线性变换 A1 , A2 , A3 , A4 把

基向量变为

A1ε1 =ε1 ,

A1ε2 = 0;
 

A2ε1 = 0 ,

A2ε2 =ε1 ;
 

A3ε1 =ε2 ,

A3ε2 = 0 ;
 

A4ε1 = 0 ,

A4ε2 =ε2 .

因{ Ei j }是 M2 ( F)的自然基 ,故 A1 , A2 , A3 , A4 是 L( V )的基 .

讲评  (1 ) 这是一道很好的习题 , L( V )是比较抽象的 ,因为

线性变换本身是抽象的 .但 Mn ( F)相应地较直观 ,通过两个空间

的同构 ,知道它们是维数相同的线性空间 (事实上 ,它们是两个“线

性代数”同构 ) .这样很多问题可以用 Mn ( F)来理解 L( V)的构造 .

(2 ) 既然 L( V)是线性空间 ,就可以选基 .怎么选 ? 选什么样

的一组变换 , 它们线性无关呢 ? (这个问题读 者会感到抽

象、困难 .)

由同构可以通过找 Mn ( F)中的基 , 再转而找它们对应的

L( V )中的元素 .本题以二阶矩阵为例 ,做了这件事 .推广来看 , 对

n维空间自然是选 M n ( F)的基 { Eij } ( i , j = 1 ,⋯ , n) .它们所对应的

变换满足

Aij (ε1 ,⋯ ,εn ) = (ε1 ,⋯ ,εn ) Eij .

则{ Aij } ( i , j = 1 ,⋯ , n)必为 L( V )的基 .那么 Aij是怎样对基向量起

作用呢 ? 如 A12 ,有

A12ε2 =ε1 ,

A12εj = 0 ,  j≠2 .

例 7  设ε1 ,ε2 ,ε3 ,ε4 是四维线性空间的一组基 ,已知线性变
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换σ在这组基下的矩阵为

A=

1 2 0 1

1 0 - 2 - 1

2 5 1 3

1 3 1 2

.

(1 ) 试求σ在基η1 =ε1 ,η2 =ε1 +ε2 ,η3 =ε1 +ε2 +ε3 ,η4 =ε1 +

ε2 +ε3 +ε4 下的矩阵 ;

(2 ) 求σ的核与值域 ;

(3 ) 在σ的核中 , 选一组基 ,把它扩充为 V 的一组基 ,并求σ

在这组基下的矩阵 ;

(4 ) 在σ的值域中选一组基 ,把它扩充为 V 的基 ,并求σ在这

组基下的矩阵 .

解  (1 ) 设σ在基η1 ,η2 ,η3 ,η4 下的矩阵为 B,记从基ε1 ,ε2 ,

ε3 ,ε4 到基η1 ,η2 ,η3 ,η4 的过渡矩阵为 T,则由过渡矩阵的定义知

T=

1 1 1 1

0 1 1 1

0 0 1 1

0 0 0 1

( T的列是新基在旧基上的坐标 ) .于是有

 B = T- 1 AT

=

1 - 1

1 - 1

1 - 1

1

1 2 0 1

1 0 - 2 - 1

2 5 1 3

1 3 1 2

1 1 1 1

0 1 1 1

0 0 1 1

0 0 0 1

=

0 2 4 6

- 1 - 6 - 9 - 13

1 3 3 4

1 4 5 7

.
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(2 ) 由于任意α∈Kerσ,有σα= 0 .又设α的坐标为 x,则σα的

坐标为 Ax,故σα= 0�Ax= 0 .解齐次线性方程组 Ax= 0,因

A=

1 2 0 1

1 0 - 2 - 1

2 5 1 3

1 3 1 2

初等

行变换

1 2 0 1

0 1 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

, *

得 x= c1 (2 , - 1 ,1 ,0 ) T + c2 (1 , - 1 ,0 ,1 ) T .记

α1 = 2ε1 -ε2 +ε3 ,  α2 =ε1 -ε2 +ε4 ,

则有

Kerσ= L(α1 ,α2 ) .

再利用 ( * )式知 r ( A) = 2 ,且 A的任意两列线性无关 .故

   Imσ= L(σε1 ,σε2 ,σε3 ,σε4 )

= L(σε1 ,σε3 ) = L(β1 ,β2 ) ,

其中β1 =σε1 =ε1 +ε2 + 2ε3 +ε4 ,β2 =σε3 = - 2ε2 +ε3 +ε4 .

(3 ) 在 Kerσ中取基α1 ,α2 ,扩充成 V 的基α1 ,α2 ,ε1 ,ε2 ,即有

(α1 ,α2 ,ε1 ,ε2 ) = (ε1 ,ε2 ,ε3 ,ε4 )

2 1 1 0

- 1 - 1 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

记为
(ε1 ,ε2 ,ε3 ,ε4 ) P,

(显然 | P |≠0 ,所以这样选取的ε1 ,ε2 使α1 ,α2 ,ε1 ,ε2 线性无关 ,故

可为 V 的基 ) .于是σ在基α1 ,α2 ,ε1 ,ε2 下的矩阵表示为

C= P- 1 AP =

2 5 1 3

1 3 1 2

- 4 - 11 - 3 - 7

4 8 0 4

P
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   =

0 0 2 5

0 0 1 3

0 0 - 4 - 11

0 0 4 8

.

(4 ) 在 Imσ中取基β1 ,β2 ,扩充为 V 的基β1 ,β2 ,ε3 ,ε4 ,有

(β1 ,β2 ,ε3 ,ε4 ) = (ε1 ,ε2 ,ε3 ,ε4 )

1 0 0 0

1 - 2 0 0

2 1 1 0

1 1 0 1

.

由β1 ,β2 ,ε3 ,ε4 在基ε1 ,ε2 ,ε3 ,ε4 上的坐标列线性无关 (显然 ,上式

右边的矩阵行列式非 0 ,是准下三角阵 ) ,故是基 ,且上式中右边的

矩阵就是两组基之间的过渡矩阵 ,记为 Q,则σ在新基β1 ,β2 ,ε3 ,ε4

下的矩阵表示为

D= Q- 1 AQ=

1 2 0 1

0 1 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

Q=

4 - 3 0 1

4 0 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

.

讲评  (1 ) 在理论证明中 ,时常用到“在子空间 W 中取基 ,并

扩充为 V 的基”这样的叙述 .遇到具体问题时 ,已知子空间的基 ,

怎样扩充为空间的基 ? 本题 ( 3 ) , ( 4 )都回答了这个问题 : 如果知

道子空间的基的坐标列 ,则将要扩充的向量的坐标需满足 ,使得所

有这些向量的坐标列排成的矩阵的行列式不为 0 (于是 ,该矩阵可

逆 ,列向量线性无关 ) ,且应尽量简单、一目了然 .如 (3 )中α1 ,α2 的

两个坐标列后两个分量构成的二阶子式不为 0 (一眼看出 , 不用

算 ) ,故扩充的两个向量的前两个分量组成的二阶子式不等于 0 ,

取为
1 0

0 1
,则
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detP =
B1 1 I2

I2 0
= det I2 = 1≠0 ,

故α1 ,α2 ,ε1 ,ε2 必线性无关 .又由于α1 ,α2 的前两个坐标分量构成

的二阶子式
2 1

- 1 - 1
≠0 ,故也可扩充成α1 ,α2 ,ε3 ,ε4 ,即它们的

坐标列排成的矩阵为

2 1 0 0

- 1 - 1 0 0

1 0 1 0

0 1 0 1

.

再进一步看 ,因上述矩阵的前两列的任意二阶子式不为 0 ,故 , 后

两列的两个 1 还可在其他的位置上 .所以 ,可以总结为 :

若前两列有一个二阶子式不为 0 ,那么 ,在这个二阶子式以外

的行上分别取
1

0
和

0

1
,则得到的向量即为所求 .由此不难得出

n维空间中 s维子空间的处理方法 .

(2 ) 在 ( 3)中无论怎样扩充基向量α3 ,α4 ,线性变换σ在基α1 ,

α2 ,α3 ,α4 上的矩阵表示的前两列总是零向量 ,这是因为前两列分

别为σα1 ,σα2 的坐标列 ,而σα1 =σα2 = 0 ,故坐标均为 0(因α1 ,α2 ∈

Kerσ) .

而 (4 )中无论怎样扩充基向量β3 ,β4 ,线性变换σ在基β1 ,β2 ,

β3 ,β4 上的矩阵表示的后两行的元素均为 0 .这是由于σβ1 ,σβ2 ,

σβ3 ,σβ4 ∈Imσ,故它们均可由β1 ,β2 线性表出 .所以都只是β1 ,β2 的

线性组合 .

例 8  设 A为线性空间 V 上的非奇异线性变换 ,证明 A的不

变子空间均为 A - 1
的不变子空间 .

证  方法 1  设 W 是 A 的不变子空间 ,在 W 中取基α1 ,⋯ ,

αr ,并扩充为 V 的基α1 ,⋯ ,αr ,αr + 1 ,⋯ ,αn ,则 A在此基上的方阵表
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示为 A=
A1 A3

0 A2

,其中 A1 , A2 均可逆 (因 A可逆 ) .

又 A - 1在上述基上的方阵表示为 A- 1 =
A- 1

1 *

0 A - 1
2

,即仍为

准上三角矩阵 ,所以 W 是 A - 1 的不变子空间 .

方法 2  设 W 是 A的不变子空间 ,在 W 中取基α1 ,⋯ ,αr ,则

因 A可逆 ,所以 Aα1 ,⋯ , Aαr 亦线性无关且是 W 的基 .于是任取

β∈W ,有

β= k1 Aα1 +⋯ + kr Aαr = A( k1α1 +⋯ + krαr ) ,

所以 A - 1β= k1α1 +⋯ + krαr∈W .

方法 3  因为 A可逆 , W 为 A的不变子空间 ,所以 A | W = A1

仍为可逆 ,所以 W = A1 W ,两边用 A - 1
作用得 A - 1

W = A - 1 A1 W =

A - 1 A W = W ,故 W 是 A - 1
的不变子空间 .

讲评  对任意 W�V ,要证 W 是某个变换σ的不变子空间 ,

只要证明对任意α∈W ,有σα∈W 即可 .故以上给出的 3 个证法都

紧扣这一主题 .又本题中 A是可逆线性变换 ,故当 W 是 A的不变

子空间时 ,事实上有 W = A W .证法 1 的思路是用 5 .1 节定理 4 ,

即 V 中必存在基使 A的矩阵表示为准上三角矩阵 .证法 2 的思路

是在题设条件下有 W =〈α1 ,⋯ ,αr〉=〈Aα1 ,⋯ , Aαr〉= A W .证法

3 是用 A - 1 W = W来证明 (当 W 是 A的不变子空间时 ) W 是 A - 1

的不变子空间 .

例 9  设σ是 Vn ( F)上的线性变换 ,证明 :

(1 ) 在 F[ x]中有一次数≤ n2 的多项式 f ( x) ,使得 f (σ) = 0;

(2 ) 如果 f (σ) = 0 , g(σ) = 0 ,那么对于 f ( x)与 g( x)的最大公

因式 d( x) ,有 d(σ) = 0;

(3 ) σ可逆的充分必要条件是有一常数项不为 0 的多项式

f ( x) ,使得 f (σ) = 0 .

解  (1 ) 方法 1  因为 dim L( V ) = n2 ,故 L( V )中 n2 + 1 个向
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量ε,σ,σ2 , ⋯ ,σn2

必线性相关 , 即存在不全为零的数 a0 , a1 , ⋯ ,

an
2 ,使

an2σ
n2

+ an2 - 1σ
n2 - 1

+⋯ + a1σ+ a0ε= 0 .

于是 ,令

f ( x ) = an2 xn
2

+ an2 - 1 xn
2

- 1 +⋯ + a1 x + a0 ,

则有 f (σ) = 0 .

方法 2  由于σ的特征多项式 fσ (λ)是σ的化零多项式 , 而

deg fσ(λ) = n≤ n2 ( n > 1) ,故得证 (即取 f ( x) = fσ( x) ) .

(2 ) 当 d( x)是 f ( x)与 g( x)的最大公因式时 ,则存在 u( x) ,

v( x ) ,使得

u( x) f ( x ) + v( x) g( x) = d( x) .

把σ代入上式 ,并利用 f (σ) = 0 , g(σ) = 0 ,得

d(σ) = u(σ) f (σ) + v(σ) g(σ) = 0 .

(3 ) 由 ( 1)的结论 ,存在 f ( x ) ,使得 f (σ) = 0 .

�  设 f (σ) =σ
m

+ am - 1σ
m - 1

+⋯ + a1σ+ a0ε= 0 ,若 a0 ≠0 ,则

把常数项移到右边 ,并提取σ得

σ(σ
m - 1

+ am - 1σ
m - 2

+⋯ + a1 ) = - a0ε,

故知σ可逆 .

�  方法 1  当σ可逆时 ,设此多项式从低次往高次数 ,第一

个不为零的项为 akσ
k
,则由

σm + am - 1σm - 1 +⋯ + akσk = 0

左乘 (σ
- 1

)
k
,得

σ
m - k

+ am - 1σ
m - 1 - k

+⋯ + akε= 0 .

故令

g( x) = xm - k + am - 1 xm - 1 - k +⋯ + ak ,

则 g( x)为所求常数项不为零的多项式 .

方法 2  设σ的特征多项式为

fσ(λ) =λn + an - 1λn - 1 +⋯ + a1λ+ a0ε,其中 a0 = detA,
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则 fσ(σ) = 0 且当σ可逆时 , a0 = detA≠0 .

讲评  (1 ) 本题设计者的原意是考查“ Vn ( F)上的线性变换

的全体 L( V )是一个 n
2
维的线性空间”,故应该是不用特征多项式

是化零多项式这一结论也可以做出来 .再者 H amilton-Cayley 定

理本身的证明也很长 (繁 ) ,故不用为好 .

(2 ) 要证明一个线性变换σ可逆 , 依定义只要证存在τ, 使

στ=ε(恒等变换 ) ,故 (3 )的充分性就是用的σ可逆的这一定义 ,对

σ找到了

τ= -
1
a0

(σ
m - 1

+⋯ + a1 ) .

(3 ) 注意问题 ( 3)的必要性可用“特征多项式是化零多项式”

这一点来证 ,只要证出 fA (λ)的常数项不为零也满足题目要求 .但

充分性的证明 ,要注意不能用“设特征多项式的常数项不为零”这

与原题条件不符 (它只说“存在一常数项不为零的多项式 f ( x ) ,使

f (σ) = 0”,没说 f ( x)是特征多项式 ) .

例 10  设σ,τ是线性空间 V 上的线性变换 , 且满足σ
2

=σ,

τ
2

=τ,试证 :

(1 ) Imσ= Imτ的充要条件是στ=τ,τσ=σ;

(2 ) Kerσ= Kerτ的充要条件是στ=σ,τσ=τ.

解  方法 1

(1) �  由 Imσ= Imτ,知任取ξ∈V , v η,使σξ=τη,两边作用

τ,有

τσξ=τ2η=τη=σξ,故τσ=σ;

同理 ,在σξ=τη两边作用σ,得στ=τ.

�  因στ=τ,τσ=σ,有

Imτ=τV =στV�σV = Imσ,

Imσ=σV =τσV�τV = Imτ,

故得 Imσ= Imτ.
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(2 ) �  由题设σ2 =σ,τ2 =τ,故有空间分解

V = Kerσ� Imσ

= Kerτ� Imτ.

则对任意α∈V ,有α=α1 +α2 =β1 +β2 ,其中α1 ,β1 ∈Kerσ= Kerτ,

α2 ∈Imσ,β2∈ Imτ,且有

σα=σα2 =α2 ,τα=τβ2 =β2 .

于是得

στα=σ(τα) =σ(β2 ) =σ(β1 +β2 ) =σα(因σβ1 = 0 ) ;

τσα=τ(σα) =τ(α2 ) =τ(α1 +α2 ) =τα(因τα1 = 0) .

故得στ=σ,τσ=τ.

�  由στ=σ,得 Kerσ= Kerστ�Kerτ.又因τσ=τ,故得

Kerτ= Kerτσ�Kerσ,故 Kerσ= Kerτ.

方法 2  设线性变换σ,τ在线性空间 V 的基ε1 ,⋯ ,εn 上的方

阵分别为 A , B .

(1 ) �  当 Imσ= Imτ时 , 即有 L (σε1 , ⋯ ,σεn ) = L (τε1 , ⋯ ,

τεn ) ,于是知 R ( A) = R ( B) ,故存在可逆矩阵 P,使得 A = BP, 或

B= AP- 1
,则有

AB= AAP- 1 = AP - 1 = B→στ=τ;

BA= BBP = BP = A→τσ=σ.

�  当στ=τ,τσ=σ时 ,即有 AB= B, BA= A,故得

R( B) = R( AB)� R( A) ,

R( A) = R( BA)� R( B) .

从而 R( A) = R( B) ,即 Imσ= Imτ.

(2 ) �  由 Kerσ= Kerτ,知线性方程组 Ax = 0 与 Bx = 0 同

解 ,故存在可逆方阵 P, Q,使得 A= PB,或 B= QA,于是有

AB= PBB= PB= A→στ=σ,

BA= QAA= QA= B→τσ=τ.

�  当στ=σ,τσ=τ时 ,则有 AB= A, BA= B .
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又因 Bx= 0的解都是 ABx = 0 的解 , 故也是 Ax= 0 的解 (因

AB= A) .

同理 , Ax= 0的解都是 BAx= 0的解 ,也即是 Bx= 0 的解 (因

BA= B) .故得

nullA= n ullB,即 Kerσ= Kerτ.

讲评  (1 ) 以上给出的两种证法分别用“线性变换的语言”和

“ n阶矩阵的语言”来叙述、证明 .通过这两种思路 , 读者也把求

Kerσ和 Imσ等知识复习和联想了一遍 (因σα= 0�Ax= 0 ,即 Kerσ

与齐次线性方程组 Ax = 0的解的关系 ; Imσ= (ε1 ,⋯ ,εn ) R( A) ,即

Imσ与 A的列空间的关系 ) .

方法 2(用矩阵语言的证明 )由清华大学生物系周吉吉同学给出 .

(2 ) 关于问题 ( 2)的必要性的几点说明 :

① 方法 1 中利用了《理工科代数基础》例 4.6 的结论: 若σ2 =

σ,则有 :

( i) V = Imσ�Kerσ;

( ii) 任取α2∈Imσ,有σα2 =α2 (实际上因为v ξ∈V ,使α2 =σξ,于

是有σα2 =σ
2
ξ=σξ=α2 ) .

② 还可以有证法 3 .

因σ
2

=σ,故对任意α∈V ,有 (σ
2

-σ)α= 0 ,即σ(σ-ε)α= 0 .从

而得

(σ-ε)α∈Kerσ= Kerτ,

故有τ(σ-ε)α= 0 ,即 (τσ-τ)α= 0 ,于是τσ=τ.

同理 ,由τ
2

=τ,对于任意α∈V 有

(τ2 -τ)α=τ(τ-ε)α= 0 ,即 (τ-ε)α∈Kerτ= Kerσ,

故有 σ(τ-ε)α= 0 .从而得στ-σ= 0 ,即στ=σ.

由证法 3 可以看出 ,因σ2 =σ,及τ2 =τ,故对任意α∈V ,均有

(σ
2

-σ)α= 0 ,  (τ
2

-τ)α= 0 ,

即
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σ(σ-ε)α= 0 ,  τ(τ-ε)α= 0 . ( * )

由于 Kerσ= Kerτ,故把上面两式σ和τ后面的向量 (σ-ε)α和

(τ-ε)α互换位置 , ( * )式仍成立 ,即

σ(τ-ε)α= 0 ,  τ(σ-ε)α= 0 .

所以有      στ-σ= 0 ,    τσ-τ= 0 .

事实上 ,证法 1 中也是用了这点 ,如σβ1 = 0 ,τα1 = 0 等 .

③ 学生易出错的地方 : ( i )“当 Kerσ= Kerτ时 , 必有 Imσ=

Imτ”.这是由于对直和的定义没弄清楚 , 事实是 Imσ不一定等于

Imσ,故不要把 Imσ扯进来 .如方法 3 , 没提到 Imσ和 Imτ, 方法 1

中虽提到 ,但只是借用一下而已 .

( ii)“任取α∈Kerσ,有στα=σ0 = 0 .又σα= 0 ,故στ=σ”.这是

只对 Kerσ中的向量α证出有στ=σ.而要证明这一关系在 V 上成

立 ,应对任意α∈V ,相同的关系式成立才行 .请读者注意刚才这段

括号中证明没用到幂等变换的条件 ,故肯定不对 .

例 11  设 σ是线性空间 Vn ( F) 上的线性变换 , f ( x ) =

g( x) h( x)是 F上的多项式 ,且有 f (σ) = 0 , ( g( x ) , h( x ) ) = 1 ,证明

V = Ker g(σ)�Ker h(σ) .

证  由 ( g, h) = 1 ,知存在 u, v∈ F[ x] ,使得 ug + vh = 1 .把σ

代入得

u(σ) g(σ) + v(σ) h(σ) =ε. ( * )

"α∈V ,上式两边对α作用 ,得

α=εα= u(σ) g(σ)α+ v(σ) h(σ)α=α1 +α2 .

因

h(σ)α1 = h( ugα) = u( h g)α= u f (σ)α= 0 ,

g(σ)α2 = g( vhα) = v( gh)α= v f (σ)α= 0 ,

故

α1 = u(σ) g(σ)α∈Ker h(σ) ,α2 = v(σ) h(σ)α∈Ker g(σ) .

所以α∈Ker h(σ) + Ker g(σ) ,即 Ker g(σ) + Ker h(σ) = V .
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又对任意β∈K er g(σ)∩Ker h(σ) ,把式 ( * )两边对β作用 ,有

β=εβ= u(σ) g(σ)β+ v(σ) h(σ)β= 0 ,

故 Ker g(σ)∩Ker h(σ) = {0 } ,即知 V = Ker g(σ)�K er h(σ) .

讲评  (1 ) 有不少同学说“证明题没有思路”.现在以此题为

例 ,说一下思路 .先看清目标是什么 ? 要证明 V = V1 � V2 (其中

V1 = Ker h(σ) , V2 = Ker g(σ) ) ,即要证 ,对于任意α∈V ,有α=α1 +

α2 ,其中α1 ∈ V1 ,α2 ∈ V2 .故关键一步是要找出分解式 (α=α1 +

α2 ) .再看题设中给的条件 ,哪一个可以给出一个恒等式呢 ? 由互

素可以有 Bezout 等式 , 故从这里开始 , 即由 ( g , h ) = 1 , v u,

v∈ f [ x] ,使

u g + vh= 1 .

用σ代替上式中的不定元 x ,有ε= u(σ) g(σ) + v(σ) h(σ) .两边对α

作用 ,立得

α=εα= u(σ) g(σ)α+ v(σ) h(σ)α=α1 +α2 .

写到这一步 ,我想大部分人都会看到“胜利的曙光”.接下来要做

3 件事 :

①证α1∈Ker h(σ) ; ②证α2 ∈Ker g(σ) ; ③证“ +”是“�”(即

和是直和 ) .

这道题确实内容丰富 .不仅要用 3 .1 节定理 7 (互素的 Bezout

等式 ) ,还要用到 4 .1 节定理 3 (和是直和的定义是交等于 0 )、4 .1

节定义 1(和的定义 )等 .故不仅要求看清已知条件 , 要证明的结

论 ,还要能把相关的知识从大脑中调出来 .这样有思路 ,有步骤 ,才

能“走到”目的地 .

(2 ) 由 f (σ) = 0 及 f ( x ) = g( x) h( x) ,得 f (σ) = g(σ) h(σ) =

0 ,因此 f (σ)是 V 上的零变换 .事实上有 V = Ker f (σ) .但要注意 :

① 由 g(σ) h(σ) = 0 ,不能推出 g(σ) = 0 或 h(σ) = 0 ! .

因为设σ在 V 中基ε1 ,⋯ ,εn 下的矩阵为 A ,则

g(σ) h(σ) = 0� g( A) h( A) = 0 .
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而 g( A) h( A) = 0不能说必有 g( A) = 0或 h( A) = 0(矩阵乘法“有

零因子”,即两个非零方阵相乘可以为 0) .

② V = Ker f (σ) = Ker g(σ)�Ker h(σ) ,说的是空间分解 ,不是

集合的并集 V1∪V2 .故不能说任取α∈ V ,若α∈Ker g(σ) ,如何如

何 ;若αú Ker g(σ) ,必有α∈Ker h(σ) .事实上 ,有许多α∈ V ,但α

既不属于 V1 也不属于 V2 .它只是可以写成α=α1 +α2 , 其中α1 ∈

V1 ,α2 ∈V2 这种样子 .

例12  在 Fn [ x]中 ( n> 1) ,求微分变换σ的特征多项式 ,并证

明σ在任何一组基下的矩阵都不可能是对角阵 .求σ的极小多项

式 mσ( x ) .

证  方法 1  在 Fn [ x]中取基 1 , x, x
2

,⋯ , x
n - 1

,则微分变换σ

在此基下的矩阵 A满足

σ(1 , x, x2 ,⋯ , xn - 1 ) = (1 , x, x2 ,⋯ , xn - 1 )

0 1

w w

w n - 1

0

,

故 fσ(λ) = f A (λ) =λn ,所以λ= 0 为 n重根 .

因 Vλ = Ker (σ-λε) = Kerσ,故

dim Vλ = n - rankA= n - ( n - 1 ) = 1≠ n(几何重数≠代数重数 ) ,

由 5 .1 节定理 8 知σ不可对角化 .

由 An - 1≠0 , An = 0,故 mσ( x ) = xn .

方法 2  若σ可对角化 ,因 A的特征值都为 0 ,则存在可逆阵

P使 P - 1 AP = 0,故 A=0 ,矛盾 ,所以σ不可对角化 .

讲评  (1 ) Fn [ x]上的微分变换σ是幂零变换 , 由σ
n - 1
≠0 ,

σ
n

= 0 ,故σ是幂零变换 ,其幂零次数是 n .

(2 ) 由证明中知 ,σ在基 1 , x ,⋯ , xn - 1下的矩阵表示是对角线

上元素为 0 的上三角矩阵 (对角线上应是σ的特征值 ) ,记为 A .则

显然 A≠0 .那么 ,本题恰好证明了
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“非零的幂零方阵不可相似于对角阵”.

对变换来说 ,即是

“非零的幂零变换不可对角化 .”

(3 ) 因 A每乘方一次秩减少 1 ,故 r( An - 1
) = 1 , r( An

) = 0 .

所以极小多项式为 An .

例 13  如果σ1 ,⋯ ,σs 是 Vn ( F)的 s个两两不同的线性变换 ,

那么在 V 中存在向量α,使σ1α,σ2α,⋯ ,σsα也两两不同 .

证  由σ1 ,⋯ ,σs 两两不同 ,故σi -σj≠0 (1≤ i < j≤ s) ,即它们

全都不是零变换 .Ker (σi -σj )≠ V 都是 V 的真子空间 (除可能有

零空间外 ,都是不平凡子空间 ) .这些子空间共有

s - 1 + s - 2 +⋯ + 2 + 1 =
s( s - 1)

2
个 .

其中非平凡子空间的个数也是有限个 .故由 4.3 节例 7 知 , V 中存

在向量α,使得

αú Ker(σi -σj )  ( 1≤ i < j≤ s) ,

也就是说 (σi -σj )α≠0  ( 1≤ i < j≤ s) .

故得

σiα≠σjα( 1≤ i < j≤ s) ,即σ1α,σ2α,⋯ ,σsα两两不同 .

讲评  此题的思路是这样得到的 .要证σ1α,σ2α,⋯ ,σsα两两

不同 .即证  σiα -σjα≠0 ,进而 (σi -σj )α≠0(要证 (σi -σj )α= 0 成

立 ,只要证 α∈ Ker (σi - σj ) , 现要证 (σi - σj )α≠ 0 , 就是说

α| Ker (σi -σj ) .故问题 转 化为 要证 : 存在 α∈ V , 使 α|

Ker (σi -σj ) (1≤ i < j≤ s) .由此联想到用 4.3 节例 7 .就可以解决

问题 .

例 14  设σ是 n 维线性空间 V 上的线性变换 , W 是 V 的子

空间 ,σW是 W 的象空间 ,证明

dim(σW) + dim (Kerσ∩W ) = dimW .

证  设 dim ( Kerσ∩W ) = r, dimW = m,在 Kerσ∩W 中选基
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α1 ,⋯ ,αr ,并扩充为 W的基

α1 ,⋯ ,αr ,αr+ 1 ,⋯ ,αm ,

则有

σW = L(σα1 ,⋯ ,σαr ,σαr + 1 ,⋯ ,σαm )

= L(σαr + 1 ,⋯ ,σαm ) .

最后一个等号是由于σα1 =⋯ =σαr = 0 .设有线性组合

μr + 1σαr+ 1 +⋯ +μmσαm = 0 ,

即 σ(μr + 1αr + 1 +⋯ +μmαm ) = 0 ,

故μr + 1αr + 1 +⋯ +μmαm∈Kerσ∩W ,它可由α1 ,⋯ ,αr 线性表出 ,即

μr + 1αr + 1 +⋯ +μmαm =μ1α1 +⋯ +μrαr ,

也就是有

μ1α1 +⋯ +μrαr - μr + 1αr + 1 - ⋯ - μmαm = 0 .

由于α1 ,⋯ ,αm 为 W的基 ,故所有μi = 0 ,特别μr + 1 =⋯ =μm = 0 ,故

得σαr+ 1 ,⋯ ,σαm 线性无关 ,它们是σW的基 ,所以 dimσW = m - r,

即得 dimσW + dim( Kerσ∩W ) = dimW .

讲评  (1 ) 此题证明过程是仿本章定理 3 的证明 ,而不能直

接用本章定理 3 的结论 , 即不能把公式 dimV = dim Imσ+

dim Kerσ用到子空间 W 上 ,因本题的目的 ,就是要说明 ,对子空间

W�V有类似的维数公式 .

(2 ) 同本章定理 3 一样 ,这仅仅是一个空间维数之间的关系

式 ,不能保证有直和分解 : 如 V = Fn [ x] , W = F5 [ x] ,σ是微分变

换 ,即对任意 f∈ Fn [ x] ,σf ( x ) = f′( x) .则有

σW = F4 [ x] , Kerσ∩W = F,

故有 dimW = 5 = dimσW + dim (Kerσ∩W ) = 4 + 1 .

而 dim(σW + Kerσ∩W ) = 4 ,

故 W≠σW + Kerσ∩W .

(3 ) 此题证明不能用“在 W 中取基α1 ,⋯ ,αm ,并设其中几个

向量属于子空间 Kerσ∩W”.因不能保证α1 , ⋯ ,αm 中有向量在
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Kerσ∩W 中 .注意 ,在考虑子空间和空间的关系问题时 ,必先在子

空间中选基 ,再扩充为空间的基 .这里 Kerσ∩W 是 W 的子空间 .

例 15  证明 : 对任意 n阶复矩阵 A总存在可逆矩阵 P ,使得

P- 1 AP =Γ,其中Γ= (γij ) ,满足当 i > j时 ,γij = 0 .

证  对 A的阶数 n用归纳法 .

当 n= 2 时 ,设 A=
a11  a12

a21  a22

,在C中 A有两个特征值λ1 ,λ2 ,

故至少有一个特征向量 x1 ,使 Ax1 =λ1 x1 ,于是找 x2 使得 x1 , x2 线

性无关 ,且令 P= ( x1 , x2 ) ,则有

P - 1 AP =
λ1 a′12

0 λ2
 为上三角矩阵 .

设对 n - 1 阶矩阵结论成立 .而当 A为 n 阶矩阵时 ,它的特征

多项式 f A (λ)在复数域C 上有 n个根 ,即 A有 n 个特征值 .任取其

中一个记为λ1 , 记 A 的属于特征值λ1 的特征向量为 x1 , 扩充

x2 ,⋯ , xn 使x1 , x2 ,⋯ , xn 为C n的基 ,即找 x2 ,⋯ , xn ,使得

P1 = ( x1 , x2 ,⋯ , xn )   是可逆矩阵 .

于是有

A1 = P- 1
1 AP1 =

λ1 a′12 ⋯ a′1 n

0 a
′
22 ⋯ a

′
2 n

… … …

0 a
′
n2 ⋯ a

′
n n

=
λ1 β

0 An - 1

由归纳假设 ,存在可逆矩阵 Pn - 1 ,使得

P- 1
n - 1 An - 1 Pn - 1 =

λ2 * ⋯ *

λ3 ⋯ *

w …

λn

.

令 P2 =
1

Pn - 1

,则 P - 1
2 =

1

P - 1
n - 1

. 记 P= P1 P2 ,则有
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P - 1 AP= P - 1
2 A1 P2 =

λ1 βPn - 1

0 P - 1
n - 1 An - 1 Pn - 1

=
λ1 βPn - 1

Γn - 1

=Γn ,

即 A相似于上三角矩阵Γn ,Гn 的对角元全是 A的特征值 .

讲评  (1 ) 这个证明是“构造性”的 ,或称“可操作”的 ,即给定

一个具体矩阵 ,可按定理的程序把它化为上三角矩阵 .又定理证明

中用的是归纳法 ,首次只找一个特征向量 .事实上 ,在具体对一个

矩阵操作时 ,首次求得几个线性无关的特征向量 ,就用几个 .即可

有 A相似于

B=

λ1

w

λr

λr+ 1 * ⋯ *

λr + 2 ⋯ *

w …

λn

.

前面为对角矩阵 ,后面是上三角矩阵 .另外因λi 可能为复数 ,特征

向量就会是复的 ,故 P为复矩阵 .

(2 ) 如果每次只找一个特征向量 (即严格化为上三角矩阵 ) ,

可以取单位向量 ,扩充的线性无关向量可以取标准正交向量组 ,即

所找的

P = ( x1 , x2 ,⋯ , xn )

可以是酉矩阵 (在实数域中称为正交矩阵 , P的列是两两正交且模

为 1 的向量组 ) .

例 16  设 A=
0 - 1

1 0
,由 x|�Ax定义了R

2
上的线性变换

A .求 A的不变子空间 .

解  事实上 A是 A 在 R
2
的自然基下的矩阵表示 自然基
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e1 =
1

0
, e2 =

0

1
.任取 x∈R

2
,设 x= ( x1 , x2 )

T
,则

Ax=
0 - 1

1 0

x1

x2

=
- x2

 x1

,

所以当 x= 0时 , Ax= 0;当 x∈R2 时 , Ax∈R2 ,故 0, R2 为 A的不

变子空间 .

因为一维不变子空间是由特征向量生成的 ,即满足 Aξ=λξ

的非零向量 ,为此先求 A的特征值 .因

|λI - A| =
λ 1

- 1 λ
=λ

2
+ 1 = 0 ,得λ=±i ,

因为 A无实特征值 ,所以无实特征向量 ,故在R2 中 A无一维

不变子空间 .

讲评  这是一个二维空间求不变子空间的计算题 ,比较简单 .

由R
2
的子空间只能是零维 ,一维 ,二维 ,一一验证是否为不变子空

间即可 .对于维数高于二维的空间 ,由命题 1 , 线性变换σ的一维

不变子空间都由特征向量生成 ,σ的任意 r 维的不变子空间可利

用 5 .2 节例 15 化为上三角矩阵后求得 .

例 17  设

A=

6 - 3 - 2

4 - 1 - 2

10 - 5 - 3

,

A在R 上是否相似于对角形矩阵 ? 在C 上呢 ?

解

det (λI - A) =

λ- 6 3 2

- 4 λ+ 1 2

- 10 5 λ+ 3

= (λ- 2) (λ
2

+ 1 ) = 0 ,

所以 λ1 = 2 ,λ2 = i ,λ3 = - i .

因为 A有两个复特征根 ,所以 A没有 3 个线性无关的实特征向
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量 ,所以在R 上 A不能相似于对角矩阵 ,在C 上 A相似于

2

i

- i

.

讲评  (1 ) 由本题看出 ,σ可对角化的条件是指在复数域上 .

如从上述过程看出 A有 3 个不同特征值 ,这是它相似对角矩阵的

充分条件 , 但因特征值中有复的 , 故只能在复数域中相似于对

角矩阵 .

(2 ) 在实数域中 A只能相似于

B=

2 0  0

0 0 - 1

0 1  0

.

例 18  设 V 是复数域C 上的 n维线性空间 , A是 V 的线性变

换 ,则 A有任意 r维的不变子空间 ( 1≤ r≤ n) .

证  因为 A在C 上有 n个特征根λ1 ,⋯ ,λn (重根计入 ) ,于是

由 5 .2 节例 15 ,在 V 中存在一组基ε1 ,⋯ ,εn ,使 A在此基上的矩

阵表示为上三角矩阵

λ1 b12 ⋯ b1 n

λ2 w …

w bn - 1 n

λn

,

则 W r =〈ε1 ,⋯ ,εr〉( 1≤ r≤ n) 是 A的 r维不变子空间 .事实上 ,

任取α∈ Wr ,有α= ∑
r

i = 1

xiεi ,则 Aα= ∑
r

i = 1

xi Aεi ,其中

Aεi = b1 iε1 +⋯ + bi - 1 iεi - 1 +λiεi ∈ W r (1 ≤ i≤ r) .

所以 Aα∈ W r ,故得证 .

讲评  (1 ) 通过本题的证明过程 ,读者应学会 : 对一个具体

变换 A ,怎样求它的 1 ,2 ,⋯ , n - 1维的不变子空间 .另外对一些特
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殊的矩阵 ,如准对角矩阵等可一眼看出它的 r维不变子空间时 ,就

不必再化成上三角矩阵 .

(2 ) 这里说有 r维不变子空间 .证存在性同时也给出计算 1个

r维 ( 1 ≤ r≤ n) 不变子空间的方法 (各维找一个的方法 ) ,而要求

全部的一维 ,二维 ,⋯ , n - 1 维不变子空间是一件非常复杂的事 .

例19  设R
n
的线性变换 A在基α1 ,⋯ ,αn 下的矩阵表示为对

角形矩阵 , 且对角线上元素互异 , 求 A 的所有不变子空间 , 共

多少个 ?

证  由已知α1 ,⋯ ,αn 均为 A的分别属于特征值λ1 ,⋯ ,λn 的

特征向量 .对任意 k, W =〈αi
1

,⋯ ,αi
k
〉均是 A的不变子空间 (由 18

题 ) ,其中 1 ≤ i1 < ⋯ < ik ≤ n .

又若 W1 � R
n
是 A的不变子空间 ,则 A1 = A | W

1
是 W1 上的

线性变换 ,其特征值是 A的特征值的一部分 , 不妨设为λ1 ,⋯ ,λr ,

且 r = dimW1 , 故存在 β1 ,⋯ ,βr ∈ W1 , 使 A1β1 = λ1β1 ,⋯ ,

A1 βr = λ1βr , 由于 A1βi = Aβi ,所以βi 是 A的特征向量 ,故βi =

kiαi , ki ≠ 0 ,所以 W1 =〈β1 ,⋯ ,βr〉 =〈α1 ,⋯ ,αr〉,即所有不变子

空间均可由特征向量张成 ,共有

1 + C1
n + C2

n + ⋯ + Cn - 1
n + 1 = (1 + 1 ) n = 2n 个 .

讲评  ( 1) 由对角线上元素互异 ,知 A有 n个不同的特征值 ,

故每个特征子空间 Vλ
i
均是一维的 .故一维不变子空间共 n个 ,而

二维空间是由其中任意选两个 Vλ
i
和 Vλ

j
中各取一个向量 ,故共有

C2
n 个 ,⋯⋯ 下面证明对任意 k, W = 〈αi

1
,⋯ ,αi

k
〉是 A 的不变

子空间 .

因对任意α∈ W ,有α= μ1αi
1

+ ⋯ +μkαi
k
,则

        σα = μ1σαi
1

+ ⋯ +μkσαi
k

= μ1λi
1
αi

1
+ ⋯ +μkλi

k
αi

k
∈ W .

(2 ) 对角线上元素只要有两个相同 ,情况就发生了变化 .不妨

设λ1 =λ2 ,故 Vλ
1

= μ1α1 +μ2α2 .此时 Vλ
1
中任意一个非零向量都
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生成一个一维不变子空间 ,故 A有无穷个一维不变子空间 ,由此二

维不变子空间也是无穷多个 .因除 Vλ
1
是二维的 , Vλ

1
中任意一个

非零向量与其余特征子空间中一个非零向量都组成二维不变子空

间 .三维 ,⋯ , n - 1 维都如此 ,故特征值有重根时 ,情况比较复杂 .

因此当特征值有重根时 ,也不会让学生去计算全部的 r维不变子

空间 .

例 20  证明 : 复线性空间的任何两个可交换的线性变换必

有公共的特征向量 .

  证  记 这样的两个线性变换分别为 A , B , 由已知有 AB =

BA .又设λ0 是 A的一个特征值 (特征多项式在复数域上总有根 ) ,

相应的特征子空间记为 Vλ
0

,即 Vλ
0

= Ker( A -λ0 E) .下证 Vλ
0
是 B

的不变子空间 : 任取α∈ Vλ
0

,有

(A - λ0 E) Bα= B( A - λ0 E)α= B0 = 0 ,
所以 Bα∈ Ker(A - λ0 E) = Vλ

0
,故得证 .

又记 B1 = B
V
λ0

,则 B1 是 Vλ
0
上的线性变换 ,在C 上有特征值

μ,于是有特征向量β,使B1β=μβ(β≠ 0,β∈ Vλ
0

) ,此即 Bβ= μβ而

Aβ= λ0β,所以β是 A , B的公共特征向量 .

讲评  (1 ) 本题要证两个变换有公共的特征向量 ,那么先从

一个变换着手 ,看看它有没有特征向量 .因是复线性空间 ,故 A 所

对应的矩阵在复数域上有特征值 , 从而有特征向量 (由此知 ,复线

性空间的条件不能改 !若改为实线性空间 ,这一步就走不通了 ) .接

下来自然是看 VλA 中是否有 B的特征向量 ,于是要用到线性变换

在子空间上的限制 (在定义“限制”之前要证 VλA 是 B的不变子空

间 .因只有 BW� W ,才能定义 W 上的线性变换 ) .此题不用 B1 也

行不通 ,因 B虽有特征值、特征向量 , 但不能保证 B的特征向量

属于 VλA .

(2 ) 可交换的条件在这里起了重要的作用 .进一步 ,若 A, B都

可对角化的话 ,则 A, B有 n个公共的线性无关的特性向量 .用“矩

261 第 5 章  线 性 变 换



阵的语言”来说 ,就是存在可逆矩阵 P,使 P - 1 AP , P - 1 BP同时为对

角矩阵 .把它用在实对称矩阵上 ,就是 1 .1 节定理 6(即 A, B均为 n

阶实对称矩阵 ,且 AB = BA,则存在正交矩阵Q,使得 Q - 1 AQ,Q - 1 BQ

同时为对称矩阵 ,其证明见 1 .1节例 19) .

例 21  求方阵 A的最小多项式和相似标准形 .

A =

0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

.

解  由

A2 = 2

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

,  A3 = 2

0 2 0 2

2 0 2 0

0 2 0 2

2 0 2 0

= 4 A,

所以 m(λ) = λ3 - 4λ= λ(λ+ 2) (λ - 2) .

又因为 r ( A) = 2 ,所以 A相似于 diag{0 ,0 ,2 , - 2} ,此为其 Jordan

标准形 .

讲评  (1 ) 这里用的是“求极小多项式的方法 1”.因 I, A线性

无关 ,又 A2 不能用 I, A线性表出 , A3 可由 I, A, A2 线性表出 ( A3 =

4A) ,即

A3 - 4A = 0 .故得 mA ( x) = x3 - 4 x .

(2 ) 也可以用其他两个方法求极小多项式 .比如可以用方法

3 .由

|λI - A| =

λ - 1 0 - 1

- 1 λ - 1 0

0 - 1 λ - 1

- 1 0 - 1 λ

=λ(λ
3

- 2λ) - 2λ
2

=λ
2

(λ+ 2) (λ- 2 ) ,
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故特征值为λ1 = 0(二重根 ) ,λ3 = 2 ,λ4 = - 2 .

又因为 r ( A) = 2 ,故 r( J) = 2 .于是知 A的 Jordan 标准形为

J=

0

0

2

- 2

,

极小多项式为

mA ( x ) = x( x
2

- 4) .

例 22  找一个三阶矩阵 A,其最小多项式为 x
2

.

解  由 m( x) = x2 ,知 A2 = 0,所以特征值为 0 ,且最大若当块

为二阶的 ,于是立得

A=

0

0 1

0

.

由此易知形如

P

0

0

1 0

P - 1
或 P

0

0 1

0

P - 1

(其中 P为任意可逆矩阵 )的矩阵均满足要求 .

讲评  ( 1 ) 因 mA ( x ) = x2 , 故特征多项式 PA (λ) =λ3 (因

mA ( x ) | PA ( x ) ,且 A是三阶矩阵 ) ,即 A的特征值全为 0 .又最大

Jordan 块为 2 ,故 Jordan标准形中一个一阶块 ,一个二阶块 .

(2 ) 本题不能推广到四阶矩阵 .即对四阶矩阵 ,只知道其极小

多项式为 mA ( x ) = x2 ,不能确定它的 Jordan 标准形 .因

J1 =

0 1

0

0 1

0

和 J2 =

0

0

0 1

0
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都满足条件 .当然若只要找一个的话 , J1 , J2 都满足要求 .

例 23  设 A, B为域 F 上 n 阶矩阵 ,已知 AB和 BA的特征多

项式相同 .它们的最小多项式是否相同 ?

解  pAB (λ) = det (λI - AB) = det (λI - BA) = pBA (λ) ,但 AB

和 BA的极小多项式不一定相同 .如

A=
0  0

1  0
, B=

1  0

0  0
,则 AB=

0  0

1  0
≠

0  0

0  0
= AB,

pAB (λ) = pBA (λ) =λ
2

,而 mAB (λ) =λ
2

, mBA (λ) =λ .

讲评  (1 ) 事实上 ,因极小多项式是特征多项式的因式 ,故当

特征多项式确定后 ,它的因子有多种选择 ,所以极小多项式就会不

相同 .

(2 ) 关于公式 |λIn - AB| = |λI n - BA | ,用分块矩阵的初等变

换可证得 .

5.3  考试题评析

例 1  设 V 是 n维线性空间 ,σ∈ L( V) ,且满足

秩 (σ+ε) +秩 (σ-ε) = n .

求证 : σ必可对角化 (即 V 中必有基 , 使σ的矩阵表示为对

角矩阵 ) .

解  设σ在 V 中基ε1 ,⋯ ,εn 下的矩阵表示为 A ,则

秩 (σ+ε) = r ( A+ I) ,秩 (σ-ε) = r( A - I) ,

故由题设得

r ( A+ I) + r( A - I) = n . ( * )

设 r ( A+ I) = r ,则 ( A+ I) x= 0的解空间为 n - r维的 ,即σ的

属于特征值 - 1 的特征子空间 Vλ= - 1是 n - r维的 .

又由 ( * )式知有 r( A - I) = n - r,故线性方程组 ( A - I) x= 0的

解空间为 r维 ,即 dimVλ= 1 = n - ( n - r) = r,而
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Vλ= 1∩ Vλ= - 1 = {0} ,

故 dim( Vλ= 1 + Vλ= - 1 ) = dimVλ= 1 + dim Vλ= - 1 = n= dimV ,

即

V = Vλ= 1�Vλ= - 1 .

在 Vλ= 1中选基η1 ,⋯ ,ηr ,在 Vλ= - 1 中选基ηr+ 1 ,⋯ ,ηn ,则σ在

基η1 ,⋯ ,ηr ,ηr + 1 ,⋯ ,ηn 下的矩阵表示为

D=
Ir

- In - r

,

即σ可对角化 .

评析  (1 ) 此题要证明在题设条件下 ,σ可对角化 ,故立刻会

联想到 5 .1 节定理 8 , 那里给了 5 个充要条件 .在这儿可以用两

个 ,也就有了两条思路 : ①证σ有 n 个线性无关的特征向量 ;②证

V 可分解为σ的特征子空间的直和 (这里是用的思路② ) .但无论

用哪个思路都得去考虑特征值和特征向量 .怎么求 ? 没有一个明

显的式子可利用来先算特征值 .题设中只有一个条件 ,先把它转化

成矩阵形式得到 r ( A+ I) + r ( A - I) = n(由于σ的特征值和特征

向量都是利用σ在某基下的矩阵求得的 ,故当然想到这一步 ) .两

个方阵的秩的和为 n, 则以这两个方阵为系数的线性方程组的解

空间维数之和也是 n .眼前豁然开朗 , A可能有 n 个线性无关的特

征向量 .下面是最关键的一步 : 一旦走出设 r ( A+ I) = r这一步 ,

立刻会想到线性方程组 ( A+ I) x= 0的解空间是 n - r 维的 .这说

明什么 ? 若 r < n,则 ( A+ I) x= 0有非零解 ,于是 | A+ I | = 0 ,故 - 1

为 A的 (从而也是σ的 )特征值 ,于是 ( A+ I) x= 0的解空间恰为特

征子空间 .这实际上是在考察学生对特征值、特征向量的定义理解

的深度 .如果给一个具体数字的矩阵 ,人人都会求它的特征值和特

征向量 : 使 |λI - A | = 0 的λ是特征值 ,使 (λI - A) x = 0 的非零向

量 x为特征向量 ,而本题恰是逆向用这个基本概念 : 若 (λ0 I - A) x=

0有非零解 ,则 |λ0 I - A| = 0 ,即λ0 必为特征值 .
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(2 ) 若题中条件改为秩σ+秩 (σ-ε) = n,则仍有σ可对角化 ,

证明完全相同 ,只不过特征值变为 0 和 1 .

(3 ) 若用“σ有 n 个线性无关的特征向量”这个思路证 ,

要用“属于不同特征值的特征向量线性无关”的命题来说明

η1 ,⋯ ,ηr ,ηr + 1 ,⋯ ,ηn 线性无关 .

例 2  已知 A=

2 1 0 - 1

0 0 0 0

- 2 0 0 1

0 - 2 0 2

,

(1 ) 试求可逆矩阵 P及 Jordan 标准形 J .使得 P - 1 AP = J;

(2 ) 试求 A的极小多项式 mA ( x) .

解  (1 ) 由

|λI - A| =

λ- 2 - 1 0 1

0  λ 0 0

2  0 λ - 1

0  2 0 λ- 2

=λ

λ- 2 0 1

2 λ - 1

0 0 λ- 2

= λ
2

(λ - 2 )
2

,

故 A的特征值为λ1 = 2 (二重 ) ,λ2 = 0 (二重 ) (故知 A的 Jordan标

准形有两个 Jordan 大块 ,每个都是二阶矩阵 ) .

由 r (2 I - A) = 3 , 知 dim Vλ= 2 = 1; 由 r( 0 I - A) = 3 , 知

dim Vλ= 0 = 1 .故相应于特征值 2和 0的 Jordan块均只有一个 ,从而有

J =

2 1

2

0 1

0

.

对λ= 2 ,解 ( A - 2 I) x = 0,对系数矩阵做初等变换得
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0 1 0 - 1

0 - 2 0 0

- 2 0 - 2 1

0 - 2 0 0

→

1 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 - 1

0 0 0 0

,

故得

x2 = 0 ,

x4 = 0 ,

x1 = - x3 .

故全部解为 c(1,0 , - 1 ,0) T .取 x1 = (1,0 , - 1,0)T ,再解 (A - 2 I) x =

x1 ,得 x = (0 ,0 ,0 ,1 )
T

+ c(1 , 0 , - 1 , 0)
T

.取 x2 = ( 0 , 0 , 0 , 1)
T

.

对λ= 0 ,解 ( A - 0 I) x = 0,由

2 1 0 - 1

0 0 0 0

- 2 0 0 1

0 - 2 0 2

→

- 2 0 0 1

0 1 0 0

0 0 0 2

0 0 0 0

,

故得

x4 = 0 ,

x2 = 0 ,

x1 = 0 ,

x3 = k .

故全部解为 k( 0 , 0 , 1 , 0)
T

,取 x3 = (0 , 0 , 1 , 0 )
T

,再解 ( A - 0 I) x =

x3 ,得 x = (0 ,1 ,0 ,1 )
T

+ k( 0 , 0 , 1 , 0)
T

.取 x4 = (0 ,1 ,0 ,1 )
T

.

令

P = ( x1 , x2 , x3 , x4 ) =

1 0 0 0

0 0 0 1

- 1 0 1 0

0 1 0 1

,

则有 P- 1 AP = J .

(2 ) 因为 A与 J有相同的极小多项式、特征多项式 .而
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J2
( J - 2 I)2

=

2 1

2

2

0 1

0

2

0 1

0

2

- 2 1

- 2

2

=

2 1

2

2

0

0
- 2 1

- 2

2

= 0 ,

故极小多项式为 mA ( x ) = x
2

( x - 2)
2

.

评析  ( 1) 问题 ( 1) 是按计算 Jordan标准的程序给出的标准

程序 (模式 ) ,学生在试卷上也应有这些叙述 .考试中看到有的学生

缺少过程叙述 .比如系数矩阵的初等行变换不写在答题纸上 ,而写

在草稿纸上 ,而有的人又因是在草稿纸上运算 , 故计算马虎 ,因而

导致结果错误 .事实上 ,解线性方程组是线性代数最基本的 ,最简

单的知识 , 没有人会承认自己不会做 .可会做又解错 (不能算真

会 ) ,最终特征向量错、广义特征向量错 ,于是 P也错 ,非常可惜可

叹 .希望读者加强基本功的训练 ,认真做方阵的初等行变换 ,认真

求方程组的解 .

(2 ) 关于求极小多项式 , 5.1 节中给出 3 种方法 .因本题已求

出 Jordan 标准形 .故用方法 3 最省事 .由于特征多项式为

f A (λ) = λ
2

(λ - 2)
2

,

而极小多项式为 mA ( x ) = (λ) m
1 (λ- 2 ) m

2 ,其中 m1 , m2 分别是对应

特征值λ= 0 和λ= 2的最大 Jordan块的阶数 .又对应于特征值 0

和 2 的最大 Jordan 块都是 2 阶的 ,故

mA ( x) = x2 ( x - 2 )2 .

问题 (2 ) 的解题过程中用了 mA ( x ) = mJ ( x) 这一事实 ,而计

算 J的极小多项式要简单许多 , 3种方法都可用 .如用方法 2有 :记

f 1 ( x) = x( x - 2 ) , f2 ( x) = x2 ( x - 2) , f3 ( x ) = x( x - 2)2 ,则因
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有 f1 ( J) ≠0 , f2 ( J) ≠0, f3 ( J) ≠0,所以它们都不是 J的化零多

项式 ,故

mA ( x ) = mJ ( x ) = f A ( x) = x2 ( x - 2 )2 .

(3 ) 当特征值求错时 ,该值使特征多项式不为 0 ,故齐次线性

方程组 ( A - λI) x = 0只有零解 .这时 ,应想到可能特征值出错了 .

也就是说 ,求特征向量时 ,对特征值是个校验 .可个别学生居然求

出特征向量为零向量 ,而没有觉得有问题 .还把这个零向量写入可

逆矩阵 P的某列中 .这里有几个概念问题 .① 特征向量是非零向

量 ;② 可逆矩阵的某列不可能全为 0 .这些知识要清楚 ,就不会出

问题了 .

例 3  设线性空间 V 上的线性变换σ在基ε1 ,ε2 ,ε3 ,ε4 下

的矩阵是

A =

0 1 0 0

2 0 1 0

0 - 2 0 0

0 0 0 2

,

则 : 1) 计算 Kerσ;

( 2) 试写出一个σ的一维不变子空间 ;

( 3) 问由向量ε1 ,ε2 生成的子空间〈ε1 ,ε2〉是不是σ的二维不变

子空间 ;

( 4) 求σ的包含向量ε1 的最小不变子空间 .

解  (1 ) 任取α∈ Kerσ,设

α= x1ε1 + x2ε2 + x3ε3 + x4ε4 = (ε1 ,ε2 ,ε3 ,ε4 ) x,

则 σα= 0�Ax = 0 .

解齐次线性方程组 Ax = 0,得全部解为 x = c(1 , 0 , - 2 , 0) T ,故

Kerσ=〈ε1 - 2ε3〉 .

(2 ) 由问题 ( 1) 的结论知 Kerσ是σ的属于特征值 0 的特征子

空间 ,因为任意线性变换的核都是它自己的不变子空间 , 故 Kerσ
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是σ的不变子空间 ,且由问题 (1 ) 的结论知 dim Kerσ= 1 ,故 Kerσ

为所求 .另外 ,由题设矩阵 A的元素可知 ,ε4 也是特征向量 .因有

σ ε4 = 2ε4 .

故〈ε4〉和〈ε1 - 2ε3〉都是一维不变子空间 .

(3 ) 因ε1 ∈〈ε1 ,ε2〉,ε2 ∈〈ε1 ,ε2〉,且

σ ε1 = 2ε2 ∈〈ε1 ,ε2〉,而σ ε2 = ε1 - 2ε3 ú 〈ε1 ,ε2〉,

故〈ε1 ,ε2〉不是σ的二维不变子空间 .

(4 ) 由已知矩阵 A,可知〈ε1 ,ε2 ,ε3〉是含ε1 的一个三维不变子

空间 (因为 A为准对角矩阵 ) .下面看它是不是最小的 .设所求最小

不变子空间为 W ,则ε1 ∈ W .依定义应有σε1 = 2ε2 ∈ W ,故ε2 ∈

W .又σ
2
ε1 = 2σε2 = 2ε1 - 4ε3 ∈ W ,故ε3 ∈ W .所以 ,σ的包含向量

ε1 的最小不变子空间为

〈ε1 ,ε2 ,ε3〉 .

讲评  这是一个考查学生多个基本概念的题目 .涉及到线性

变换的核 ,不变子空间等知识 .

(1 ) 怎样求 Kerσ?重要的步骤是σα= 0�Ax = 0,故只要齐次

线性方程组 Ax = 0求解准确 .α就可被定出 ,要强调的是 Ax = 0

的解是α的坐标列 ,还不是 Kerσ中向量 .

(2 ) 其他 3个问题都是与不变子空间有关 .而 W是σ的不变子

空间 �任取α∈ W ,有σα∈ W .故紧紧围绕这一定义就可解决问

题 .有这样相关的几个结论可用在此处 .

① Kerσ与 Imσ都是σ的不变子空间 ;

② 每个特征向量都生成σ的一维不变子空间 ;

③ 每个特征子空间 Vλ都是σ的不变子空间 ;

④ 若σ在基ε1 ,⋯ ,εr ,εr+ 1 ,⋯ ,εn 下的矩阵为准对角矩阵

B =
B1 0

0 B3

, 则〈ε1 ,⋯ ,εr〉和〈εr+ 1 ,⋯ ,εn〉都是 σ的不变子

空间 .
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⑤ 若ε1 ,σε1 ,⋯ ,σk - 1ε1 线性无关 ,而σkε1 可由ε1 ,σε1 ,⋯ ,σk- 1ε1

线性表出 ,则〈ε1 ,σε1 ,⋯ ,σk - 1ε1〉是σ的含向量ε1 的最小不变子空

间 .这些都不用死记硬背 , 用不变子空间的概念很容易一一证明

之 ,在深刻理解的基础上 ,很容易记住 ,做题时就可运用自如了 .在

以上解答的问题 (4 ) 中给出的方法是用的④和不变子空间的定义

(任意α∈ W ,有σα∈ W ) ;下面用 ⑤ 给出另一个解答问题 (4 ) 的

方法 2 .因为σε1 = 2ε2 , 故ε1 ,σε1 线性无关 ;又σ(σε1 ) = 2 (ε1 -

2ε3 ) = 2ε1 - 4ε3 ,不 是ε1 ,σε1 的线性组合 ,即

ε1 ,σ ε1 ,σ
2
ε1 线性无关 .

而σ3 (ε1 ) = σ( 2ε1 - 4ε3 ) = 4ε2 - 4ε2 = 0 可由ε1 ,σε1 ,σ2ε1 线性表

出 ,故σ的含ε1 的最小不变子空间为

W = L(ε1 ,σ ε1 ,σ
2
ε1 ) =〈ε1 , 2ε2 ,2ε1 - 4ε3〉 =〈ε1 ,ε2 ,ε3〉 .

若只写 L(ε1 ,σε1 ,σ2ε1 ) 虽也对 , 应视为没有计算出结果 . 有

点欠妥 .

例 4  设 A =

0  0  0

0  2  1

0  0  2

是线性空间 V 上的线性变换σ在基

ε1 ,ε2 ,ε3 下的矩阵表示 ,试求 :

(1 ) Imσ;

(2 ) σ的全部非平凡不变子空间 ;

(3 ) σ的包含向量α1 的最小不变子空间 W ,其中α1 =ε1 +ε2 ;

(4 ) σ的极小多项式 mA ( x) .

解  (1 ) 因 A的列为σε1 ,σε2 ,σε3 的坐标 ,故有

Imσ= L(σ ε1 ,σε2 ,σε3 ) = L(2ε2 ,ε2 +ε3 ) =〈ε2 ,ε3〉 .

(2 ) 因题设矩阵 A是一个 Jordan标准形 ,很容易看出其特征

值为

λ1 = 0 ,   λ2 = 2(二重 ) ,

且σε1 = 0 ,σε2 = 2ε2 ,故〈ε1〉,〈ε2〉均为σ的一维不变子空间 .又 A
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为准对角矩阵 , 故〈ε2 ,ε3〉是σ的二维不变子空间 (事实上 , 由

Jordan 链组成 , 是循环子空间 ) .再者 , 两个特征子空间的直和 ,

〈ε1 ,ε2〉也是σ的二维不变子空间 (把 A看成准上三角矩阵 ,左上角

为二阶矩阵 ,也得〈ε1 ,ε2〉为σ的不变子空间 ) .所以σ的所有不变

子空间 (非平凡的 ) 为

〈ε1〉,〈ε2〉,〈ε1 ,ε2〉,〈ε2 ,ε3〉 .

(3 ) 由α1 ∈ W 知 ,σα1 = σ(ε1 +ε2 ) = σε1 +σε2 = 2ε2 ∈ W .

而α1 =ε1 +ε2 ,σα1 = 2ε2 线性无关 ,又σ2α1 =σ( 2ε2 ) = 4ε2 可由α1 ,

σα1 线性表出 ,故

W =〈α1 ,σα1〉 =〈ε1 +ε2 , 2ε2〉 =〈ε1 ,ε2〉 .

(4 ) 因 A 的 特 征 多 项 式 为 pA (λ) = λ(λ - 2 )2 , 记

f 1 ( x) = x( x - 2 ) , 有 f1 ( A) = A( A - 2 I) ≠ 0,故

mA ( x) = x( x - 2 )2 .

讲评  ( 1) 关于如何求 Imσ(值域 ) 见 5 .1节定理 1 .由 Imσ=

〈σ ε1 ,⋯ ,σ εn〉,知问题转化为求σε1 ,⋯ ,σεn 的极大线性无关组 ,其

间要借助于 R( A) (即 A的列空间 ,同求 Kerσ类似的一个问题是向

量与坐标的关系 , A的列的极大线性无关组是 Imσ的基的坐标列 !

本题因 A很简单 ,故计算量较小 .

(2 ) 关于不变子空间仍要紧扣定义 : 任取α∈ W ,若σα∈ W ,

则 W 是σ的不变子空间 .本题用到 :

① 每个特征向量生成一个σ的一维不变子空间 ;

② Imσ是σ的不变子空间 ;

③ 每个 k阶 Jordan块提供一个 k维不变子空间 (这里〈ε1〉是

一阶 Jordan块提供 ,〈ε2 ,ε3〉是二阶块提供的 ) ,每个 Jordan块中前

r阶子距阵提供一个 r 阶不变子空间 (这里〈ε2〉是二阶 Jordan 块

2  1

0  2
的一阶子矩阵提供的 , 事实上 , 它对应的基恰为σ的特
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征向量 ) .

(3 ) 关于极小多项式有 3 种求法 .因 A有许多零元素 ,故用哪

种方法做都不难 ,但有的学生写成 mA ( x) = ( x - 2 )
2

,即把 x 抹

去 ,我们认为还应从什么是化零多项式 ,什么是极小多项式的概念

入手 ,彻底弄清楚基本概念 ,做题时 ,就不会犯糊涂 .

例 5  设 n阶矩阵 A的特征多项式为

fA (λ) = (λ-λ1 )
n
1 (λ-λ2 )

n
2 ⋯(λ-λs )

n
s ,λi≠λj ,∑

s

i = 1
ni = n .

A的 Jordan 标准形为 J=

Jn
1

(λ1 )

Jn
2

(λ2 )

w

Jn
s
(λs )

.

记极小多项式为

mA ( x) = (λ-λ1 )
m

1 (λ-λ2 )
m

2⋯ (λ-λs )
m

s , mi≤ ni .

试证 : mi = Jn
i
(λi )中最大 Jordan 块的阶数 .

证  因为 A～ J,故 mA ( x) = mJ ( x ) .故只要看当 mi 至少为何

值时 ,使得

mA ( J) = ( J -λ1 I) m
1 ( J -λ2 I) m

2 ⋯ ( J -λs I )
m

s = 0 .

由于

mA ( J) = ( J -λ1 I) m
1 ( J -λ2 I) m

2 ⋯ ( J -λs I ) m
s

=

Jn
1

(λ1 ) -λ1 In
1

Jn
2

(λ2 ) -λ1 In
2

w

Jn
s

(λs ) -λ1 In
s

m
1

·
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Jn
1

(λ1 ) -λ2 In
1

Jn
2

(λ2 ) -λ2 In
2

w

Jn
s

(λs ) -λ2 In
s

m
2

·⋯·

 

Jn
1

(λ1 ) -λs In
1

Jn
2

(λ2 ) -λs In
2

w

Jn
s
(λs ) -λs In

s

m
s

,

等号右边是 s个矩阵相乘 ,每个矩阵都是 (有 s个对角块的 ) 准对角

矩阵 .则有 : ①每个矩阵的幂 mi 可以写到准对角矩阵的每个对角

块上 ;②这 s个准对角矩阵相乘结果仍为准对角矩阵 ,记为 Q,则 Q

的第 i个对角元 (是个方阵 ) 等于前述 s个方阵的第 i 个对角元之

积 ,即

Qii = ( Jn
i
(λi ) - λ1 In

i
)

m
1 ( Jn

i
(λi ) - λ2 In

i
)

m
2⋯ ( Jn

i
(λi ) -λs In

i
)

m
s ,

其中有一个方阵的对角元为 0 ,而其余的方阵对角元均非零 ,从而

都是可逆矩阵 .而

Q = diag {Q1 1 , Q22 ,⋯ ,Qss } .

故要   Q = 0�Qii = 0( i = 1 , 2 ,⋯ , s)

� ( Jn
i
(λi ) - λi In

i
) m

i = 0( i = 1 , 2 ,⋯ , s) .

又
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 ( Jn
i
(λi ) -λi In

i
)

m
i =

0  1   
 w  w
  0   1
    0

      0  1  
       w  w  
        0  1
          0
      
            0  1  
            w  w  
             0  1
               0

m
i

=

Nm
ii1

Nm
ii2

w

Nm
iik
i

,

其中 Nij 是形如

Nij =

0 1

w w

0 1

0 l× l

的幂零方阵 ,满足 Nl
i j = 0 .故

( Jn
i
(λi ) - λi In

i
)

m
i = 0�Nm

ii j = 0( j = 1 ,⋯ , ki ) .

从而 mi 等于 N i1 , Ni2 ,⋯ , Nik
i
中阶数最大者 .当满足此条件时 ,有

mA ( J) =

0

*

w

*

*

0

*

w

*

⋯
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*

w

*

0

= 0 .

第 1个等号右边的 s个矩阵中每一个都有一块为 0(而其余块为可

逆矩阵 ) ,故乘积为零矩阵 .

评析  本证法没有用定理 :“准对角矩阵的最小多项式是准

对角线上各矩阵的极小多项式的最小公倍式”这一现成结论 , 而

是用 Jordan 标准形给出一个具有几何直观性的理解和证明 .如果

读者能深刻理解其本质 , 那就不用抽象地背定理 , 而是“用眼一

看”,“用心一想”结论就出来了 .

例 6  设σ是 V上的线性变换 ,证明σ把 V中某线性无关的向

量组变换成线性相关的向量组的充分必要条件是σ把某非零向量

变换成零向量 .

证  �  设有向量组α1 ,⋯ ,αs 线性无关 ,而σα1 ,⋯ ,σαs 线性

相关 ,则必存在不全为 0 的数 k1 ,⋯ , ks ,使

k1σα1 + k2σα2 + ⋯ + ksσαs = 0 ,

即有 σ( k1α1 + k2α2 + ⋯ + ksαs ) = 0 .

令α= k1α1 + k2α2 + ⋯ + ksαs ,则有α≠ 0 (因α1 ,⋯ ,αs 线性无关 ) ,

且σα= 0 .

  �  若有向量β≠ 0 ,使σβ= 0 .在 V 中取基ε1 ,⋯ ,εn .设

β= x1ε1 + x2ε2 + ⋯ + xnεn ( xi 不全为 0) ,

由 0 = σβ = x1σε1 + x2σε2 + ⋯ + xnσεn ,且 x i 不全为 0 ,知σε1 ,

σε2 ,⋯ ,σεn 线性相关 .

评析  众所周知 ,线性变换把线性相关的向量组映为线性相

关的向量组 ;也可能把线性无关的向量组变换为线性相关的向量

组 .本题恰是证明当且仅当 Kerσ≠ {0} 时 ,σ会把线性无关的向量
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组变换为线性相关的向量组 .换句话说 , 当 Kerσ= {0 } 时 ,σ是单

射也是满射 ,即是双射 .此时 ,任意线性无关的向量组均被映为线

性无关的向量组 .

例7  设 A =

3  1 0 0

2  3 1 0

0 - 2 3 0

4  0 2 3

,求可逆矩阵 P及 Jordan标准

形 J,使 P- 1 AP = J .

解  因

pA (λ) = |λI - A | =

λ - 3 - 1 0 0

- 2 λ- 3 - 1 0

0 2 λ - 3 0

- 4 0 - 2 λ - 3

= (λ - 3)4 = 0,

故λ= 3 为四重根 , 所以 A的 Jordan 标准形 J中只有一大块 .对

λ= 3 ,解齐次线性方程组 ( A - 3 I) x = 0 .因

0 1 0 0

2 0 1 0

0 - 2 0 0

4 0 2 0

→

0 1 0 0

2 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

,

得   Vλ= 3 = c1 x( 1 )
1 + c2 x( 1 )

2 = c1 (1 ,0 , - 2 , 0 ) T + c2 ( 0 , 0 , 0 , 1) T .

由 dimVλ= 3 = 2 ,故 J有两个 Jordan块 .又因

r( A - 3 I) = 2 ,  r( A - 3 I)
2

= 1 ,

知 r ( J - 3 I) = 2 , r ( J - 3 I)
2

= 1 ,所以 J中有一个三阶块 .故

J =

3 1

3 1

3

3

.且 P- 1 AP = J .

解 ( A - 3 I) x = x( 1 )
1 (注意 , 此处 x( 1 )

1 ∈ Vλ= 3 , 且使非齐次方程有
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解 ) .由

0 1 0 0 1

2 0 1 0 0

0 - 2 0 0 - 2

4 0 2 0 0

→

0 1 0 0 1

2 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

,

得特解为

0

1

0

0

,故全部解为

x =

0

1

0

0

+ c1

 1

 0

- 2

 0

+ c2

0

0

0

1

.

为使 ( A - 3 I) x = x( 2 )
1 有解 .需取

x( 2 )
1 = (0 ,1 ,0 ,2 )

T
,即在通解中取 c1 = 0 , c2 = 2 .

解 ( A - 3 I) x = x( 2 )
1 ,得 x( 3 )

1 =
1
2

, 0 , 0 , 0
T

.

故令

P = ( x( 1 )
1 , x( 2 )

1 , x( 3 )
1 , x( 1 )

2 ) =

1 0 1
2

0

0 1 0 0

- 2 0 0 0

0 2 0 1

,

则有 P- 1 AP = J .

评析  (1 ) 当写出 Jordan 标准形

J =

3 1

3 1

3

3
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时 ,就已经决定了可逆矩阵 P = ( p1 , p2 , p3 , p4 )中 p1 , p4 为特征向

量 ,且 p1 , p2 , p3 为一个 Jordan链 .即 p1 , p4 满足 ( A - 3 I) x= 0, p2 ,

p3 满足 : ( A - 3 I) p2 = p1 , ( A - 3 I) p3 = p2 .5 .2节例 4 证明了这

样算出的 p1 , p2 , p3 一定线性无关 .它们之间的关系又可以写为

( A - 3 I)
2 p3 , ( A - 3 I) p3 , p3 ,

故 p3 是子空间〈p1 , p2 , p3〉中的循环向量 , 它生成了循环子空间

〈p1 , p2 , p3〉 .

(2 ) 当一个 Jordan 大块中有多个 Jordan 块时 , 需求多个

Jordan 链 .第一步求特征向量时 ,因是解齐次线性方程组 ,故选择

基础解系时 ,一般找比较简单的向量 ,而求 Jordan 链时 ,要求选择

的特征向量使得非齐次线性方程组 ( A -λI ) x = x1 有解 ,故应先把

线性方程组的基础解系求好、写对 .再判断基础解系中的向量哪个

满足要求 ?如本题 , x( 1 )
1 满足有解的要求 .若基础解系中的向量均

不满足有解的要求 ,则需分析、讨论 ,查看它们什么样的线性组合 ,

使得非齐次线性方程组有解 (即要在特征子空间 Vλ中另选向量做

Jordan 链的第一个向量 ) .在求 x( 2 )
1 中也是这样 .特解要找最简单

的 ,再分析 ,每个解的第 2 分量为 1 ,要使下一步有解 ,第 4 个分量

必为 2 ,故依此要求去选取 c1 , c2 .p3 的选取也是不惟一的 ,因不用

再解下一个非齐次方程组 ,故对它没有更多的要求 (只要它是解就

可以 ) ,以简单为好 .

例 8  设 A =

1  1  0

1  1  1

0  0  2

,试求它的极小多项式 .

解  方法 1  因 I , A线性无关 ( A≠ kI) ,又

A2 =

1  1  0

1  1  1

0  0  2

1  1  0

1  1  1

0  0  2

=

2  2  1

2  2  3

0  0  4

≠ k1 I + k2 A,

而 A是三阶方阵 ,它的特征多项式是三次多项式 ,故
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mA ( x ) = pA ( x ) = | xI - A | = x( x - 2 )2 .

方法 2  因

pA (λ) = |λI - A | =

λ - 1 - 1

- 1 λ - 1 - 1

λ - 2

= λ(λ - 2)
2

.

记 f1 (λ) = λ(λ - 2) ,而

f1 ( A) = A( A - 2 I) =

1  1  0

1  1  1

0  0  2

- 1 1 0

1 - 1 1

0 0 0

=

0 0 1

0 0 1

0 0 0

≠ 0,

故 f1 (λ) 不是化零多项式 ,所以特征多项式是次数最低的化零多

项式 ,即

mA ( x ) = pA ( x) = x( x - 2 )
2

.

方法 3  因 pA (λ) = |λI - A | = λ(λ - 2 )2 ,故 A的 Jordan标

准形由两大块构成 (有两个不同特征值 ) .而λ = 0 是单根 , 故

Jn
1

(λ1 ) 是一阶块 ,而λ2 = 2是重根 ,故需确定 Jn
2

(λ2 ) 是两个一阶

块还是一个二阶块 .

因

r ( A - 2 I) =

- 1 1 0

1 - 1 1

0 0 0

= 2 ,

故  r ( J - 2 I) = 2 ,即

J - 2 I =

- 2

0 1

0

,从而得 J =

0

2 1

2

.

又因 mA ( x ) = mJ ( x ) ,故

mA ( x) = x( x - 2 )2 .

评析  (1 ) 以上用求极小多项式的 3 种方法分别给出了解

答 ,希望通过此例的实践 ,加深对 3 种方法本质的理解 .

1815. 3  考试题评析



(2 ) 考场上不知为何有一些同学把 x去掉 ,写成

mA ( x ) = ( x - 2)
2

.

一定是死记硬背了什么 ,又记错了 .特征根λ= 0 ,与其他非零特征

值地位是相同的 .事实上 ,稍微动一下脑筋 ,看一下

( A - 2 I)
2

=

- 1 1 0

1 - 1 1

0 0 0

2

=

2 * *

* * *

* * *

≠ 0,

即只算一个数 ,就知道 ( x - 2 )
2
不是 A的化零多项式 .用 Jordan标

准形算更容易看出

( J - 2 I)2 =

- 2

0 1

0

2

=

4

0 0

0

≠ 0 .
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第 6章  欧几里得空间

6.1  理 论 脉 络

这里所说的欧几里得 ( Euclid)空间 ,不包含读者已在课程“几

何与代数 (1 )”中学过的欧几里得空间的内容 (简称欧几里得空间

(1 ) ) .欧几里得空间 ( 1) 的内容概述如下 .

内积的定义 : V n ( R )中内积是一个对称、正定、双线性函数 .

φ:  V( R )×V ( R )→R ,

α,β|→ (α,β) ,

且满足 :

(1 ) (α,β) = (β,α) ;

(2 ) ( kα,β) = k(α,β) ;    ( 2′) (α, kβ) = k(α,β) ;

(3 ) (α+β,γ) = (α,γ) + (β,γ) ; ( 3′) (α,β+γ) = (α,β) + (α,γ);

(4 ) (α,α)≥0 ,且 (α,α) = 0�α= 0 .

这 4 条性质恰是三维几何空间定义的内积

α·β=‖α‖‖β‖cosφ

所具有的代数性质 .故可以说 ,是从代数性质上把内积的概念推广

到 n维空间 .有了内积后 ,又可以把“向量的长度”,“两个向量的夹

角”,“向量的正交”等度量概念推广到 n维空间 ,即定义

‖α‖ = (α,α) ; φ= arccos
(α,β)
‖α‖‖β‖

,  0≤φ≤π;

α⊥β
def

(α,β) = 0 .

另外 ,其余内容中有 5 个问题值得强调一下 :

(1 ) Cauchy-Schwarz不等式 : | (α,β) |≤‖α‖‖β‖ .



它在两个特殊的线性空间上的结果非常有用

a1 b1 +⋯ + an bn ≤ a
2
1 +⋯ + a

2
n b

2
1 +⋯ + b

2
n ,

∫
b

a
f ( x ) g( x) d x ≤∫

b

a
f

2
( x) d x∫

b

a
g

2
( x) d x .

(2 ) 标准正交基ε1 ,ε2 ,⋯ ,εn 的概念 ,它们两两正交 ,且‖εi‖ =

1( i= 1 ,⋯ , n) .

(3 ) 施密特正交化程序 .设α1 ,⋯ ,αn 线性无关 ,令

   β1 =α1 ,  e1 =
β1
‖β1‖

=
α1
‖α1‖

,

β2 =α2 - (α2 , e1 ) e1 ,  e2 =
β2
‖β2‖

,

 ⋯

βn =αn - (αn , e1 ) e1 - (αn , e2 ) e2⋯ - (αn , en - 1 ) en - 1 ,

en =
βn
‖βn‖

.

(4 ) 可逆矩阵的 QR 分解 .

从上面的施密特正交化程序中反解出α1 ,⋯ ,αn 得

α1 =β1 =‖α1‖ e1 ,

α1 = (α2 , e1 ) e1 +‖β2 ‖ e2 ,

 ⋯

αn = (αn , e1 ) e1 +⋯ + (αn , en - 1 ) en - 1 +‖βn‖ en .

写成矩阵乘法就是

(α1 ,⋯ ,αn ) = ( e1 ,⋯ , en )

‖β1‖ * ⋯ *

w w …

w *

‖βn‖

.

当α1 ,⋯ ,αn∈ F
n
时 ,上面等式的左面 (α1 ,⋯ ,αn )是可逆矩阵 ,而

右面

481 第 6 章  欧几里得空间



(e1 ,⋯ , en )是正交矩阵 ,

‖β1 ‖ * ⋯ *

w w …

w *

‖βn‖

是上三角矩阵 .

即把可逆矩阵 P的列看成 Fn 中的一组基 ,对它做施密特正交化 ,

得到的标准正交基构成正交矩阵 Q,并如上述公式所示 : 用 Q的

列表出 P 的列 ,则那些表出系数排成的矩阵就是上三角矩阵 .

(5 ) 内积的度量矩阵 A= (εi ,εj ) n× n由基向量的内积排成 .

首先 ,度量矩阵是实对称矩阵 ;其次它是正定的 ;又内积在不

同基下的度量矩阵是相合的 .

欧几里得空间 (2 )从《理工科代数基础》的第 5 章第 2. 3 节开

始 .主要有以下 3 个学习的重点 .

1  正交补与直和分解

定义1  设 V 是欧几里得空间 , W�V ,α∈V ,若对 "β∈W ,都

有 (α,β) = 0 ,则称向量α与子空间 W 正交 ,记为α⊥W .

定义2  设 W1 , W2�V (欧几里得空间 ) ,若对 "α∈W1 , "β∈

W2 ,都有α⊥β,则称两个子空间 W1 与 W2 正交 ,记为 W1⊥W2 .

定义3  设 W�V(欧几里得空间 ) ,α∈V,β∈W,若α-β⊥W,则

称β是α在 W上的投影 ,记为 (α) W =β.

定理1  设 W 是欧几里得空间 En ( F)的子空间 ,任取 W 的标

准正交基α1 ,⋯ ,αm ,则 En ( F)中任意向量α在子空间 W上的投影

向量惟一 ,且

β= (α) W =∑
m

i = 1

(α,αi )αi .

定义 4  设 W 是欧几里得空间 En ( F)的子空间 ,则集合

W
⊥

= {α|α∈ En ( F) ,α⊥W}

称为子空间 W 的正交补 .

定理 2  设 W 是欧几里得空间 En ( F)的子空间 ,则有空间直
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和分解

En ( F) = W�W
⊥

.

关于求 W
⊥

(即求 W
⊥
的维数和一组基 )的方法 :

设 V 是 n 维欧几里得线性空间 , W 是 V 的 m 维子空间 , 则

dimW
⊥

= n - m .在 W 中任选一组标准正交基ε1 ,⋯ ,εm ,把它扩充

为 V 的标准正交基

ε1 ,⋯ ,εm ,εm + 1 ,⋯ ,εn

则εm + 1 ,⋯ ,εn 是 W
⊥
的一组基 .

2  正交变换和正交矩阵

定义 5  设σ是 n 维欧几里得空间 V 中的一个线性变换 ,若

对任α,β∈V ,都有

(σα,σβ) = (α,β) ,

则称σ是欧几里空间 V 的一个正交变换 .

定理 3  设σ是欧几里得空间 En ( R )上的线性变换 ,则以下

命题等价 :

(1 ) σ是正交变换 ;

(2 ) "α∈ En ( R ) ,有‖σα‖ =‖α‖ ;

(3 ) σ把一组标准正交基变为另一组标准正交基 ;

(4 ) σ在任意一组标准正交基下的矩阵是正交矩阵 .

设正交变换σ在某组标准正交基下的矩阵为 A .由 AT A= I,得

detA=±1 .当 detA= 1 时 ,称σ为第一类正交变换 ;当 detA= - 1 时

称σ为第二类正交变换 .

定理 4  已知σ是 n 维欧几里得空间 V 的正交变换 , W 是σ

的不变子空间 ,则 W 的正交补 W
⊥
也是σ的不变子空间 .

定义 6  设 V = W1 �W2 ,则 "α∈ V ,有惟一分解式α=α1 +

α2 ,其中α1∈W1 ,α2∈W2 .若σ1α=α1 ,则称σ1 是 V 到 W1 的投影变

换 ;若σ2α=α2 ,则称σ2 是 V 到 W2 的投影变换 .

定义 7  设 W�V , V = W�W⊥ ,任取α∈V ,有α=β+γ,其中

681 第 6 章  欧几里得空间



β∈W ,γ∈W⊥ ,若σα=β,则称σ为 V 到 W 上的正交投影 (变换 ) .

定理 5  设σ是欧几里得空间 V 上的线性变换 ,则

σ是 V 到σV 上的正交投影�σV⊥ (ε-σ) V .

推论 1  正交投影变换都是幂等变换 ,即满足σ
2

=σ.

3  对称变换和对称矩阵

定义 8  设σ是欧几里得空间 En ( R )中的线性变换 , 如对

"α,β∈ En ( R )有

(σα,β) = (α,σβ) ,

则称σ是一个对称变换 .

定理 6  欧几里得空间 En ( R )中线性变换σ是对称变换的充

分必要条件是σ在标准正交基下的矩阵 A是实对称矩阵 .

定理 7  对称变换 σ的属于不同特征值的特征向量必相

互正交 .

定理 8  设σ是欧几里得空间 En ( R )上的对称变换 ,有σξ0 =

λ0ξ0 ,令

W = {α|α∈V , (α,ξ0 ) = 0 } ,

则 W 是σ的不变子空间 ,且 dimW = n - 1 .

定理 9  设σ是 En ( R )上的对称变换 ,则在 En ( R )中存在标

准正交基 ,使σ在这组基下的矩阵是对角矩阵 .

推论 2  设 A是 n 阶实对称矩阵 ,则存在 n阶正交矩阵 T ,使

T - 1 AT= TT AT = D为对角矩阵 .
*
关于最小二乘法与广义逆

(1 ) 一个变量的最小二乘法 : 考虑线性方程 ax = b的解 ,

其中

a=

a1

a2

a3

,  b=

b1

b2

b3

,

当它无解时 ,在 R(a)中找一个向量 p使‖b - p‖最小 .因 p可以
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写为 a的倍 ,设 p= ax ,则把 x作为 ax = b的近似解 ,有

x =
aT b
aT a

,  p = ax =
aT b
aT a

a(称为 b在 a上的投影 ) .

(2 ) 多变元的最小二乘法 :设 A是 m× n 矩阵 , 记 A = (α1 ,

α2 ,⋯ ,αn ) ,因

R( A) = L (α1 ,α2 ,⋯ ,αn ) = { Ax| x∈R
n
} ,

故当 Ax= b无解时 ,有 b| R( A) .

记 b在 R( A)的投影 (b) R( A) = p= Ax∈ R( A) ,这时( b - p)⊥ R( A) .

"α∈ R( A) ,设α= Ay,有

0 = (α, b - p) = (α, b - A x) = ( Ay, b - A x) = yT AT
( b - A x) .

由于 y是任意的 , 故有 AT ( b - A x) = 0 ,即 AT Ax = AT b .把

AT Ax= AT b称为正则方程 , 它的解是 Ax = b的最小二乘解 .当

r( A) = n(即 A列满秩 )时 ,有 r ( AT A) = r ( A) = n,则 AT A可逆 .于

是正则方程 AT Ax = AT b有惟一解

x= ( AT A) - 1 ( AT b) ,

它是方程 Ax= b的惟一最小二乘解 .而向量 b在 R( A)的投影是

p= A x = A( AT A) - 1 ( AT b) .

当 A不是列满秩 ,正则方程 AT Ax = AT b,即 A x = p的解不惟一 ,

把这些解中长度最短的称为 Ax= b的最优最小二乘解 .

定义 9  矩阵 A的 Moore-Penrose 广义逆 A+
是指同时满足

下列等式的矩阵 X:

AXA= A;  XAX= X;  ( AX)
T

= AX;  ( XA)
T

= XA .

即 A, X互为广义逆 .在实数域中 AX, XA为对称矩阵 .

定理 10  任意矩阵 A的 Moore-Penrose广义逆存在且惟一 .

事实上 ,若 A= LU(其中 L,U为列 ,行独立阵 )则

A+ = UT (U UT ) - 1 ( LT L) - 1 LT .

关于 A= LU的证明非常简单 .因由相抵标准形有

A= P
Ir 0

0 0
Q= P

Ir

0
( Ir 0) Q= LU,
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其中 L = P
Ir

0
是列满秩矩阵 , U = ( Ir 0) Q是行满秩矩阵 .

定理 11  对于线性方程组 Ax= b,当它无解且 A不是列满秩

矩阵时 ,有

x= A+ b= UT
(U UT

)
- 1

( LT L)
- 1 LT b

是它的最优最小二乘解 .此时

p= Ax = LUUT
( U UT

)
- 1

( LT L)
- 1 LT b= L( LT L)

- 1 LT b

是 b在列空间 R ( A)上的投影 .

从几何上看齐次线性方程组 Ax= 0,知解向量与 A的每一行

向量都正交 ,故 null ( A)⊥ R( AT
) ,即 A的零空间⊥AT

的列空间 .

设 Am× n ,则有 dim N( A) + dim R( AT ) = n = dimR n .

6.2  典型题讲评

例 1  设内积在R3中的基α1 ,α2 ,α3 下的度量为

A=

1 1 0

1 2 - 1

0 - 1 3

.

试把α1 ,α2 ,α3 施密特正交化得出R
3
的标准正交基 .

解  方法 1  因 (αi ,αj ) = aij ,故令

 β1 =α1 ,  e1 =
β1
‖β1‖

=
α1

‖α1‖
=α1 ;

 β2 =α2 - (α2 , e1 ) e1 =α2 - α1 ,  e2 =
β2
‖β2‖

=α2 -α1

 β3 =α3 - (α3 , e1 ) e1 - (α3 , e2 )e2 =α3 +α2 - α1 ,

 (β3 ,β3 ) = (α3 +α2 -α1 ,α3 +α2 -α1 ) = 2,故 e3 =
2
2

(α3 +α2 -α1 ) .

方法 2  设所求标准正交基为ε1 ,ε2 ,ε3 ,则内积在此基下的度
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量矩阵为单位矩阵 I .设从基α1 ,α2 ,α3 到基ε1 ,ε2 ,ε3 的过渡矩阵

为 P,则有

PT AP = I(内积在不同基下的度量矩阵相合 ) .

用初等变换法求 P如下 :

(A, I) =

1 1 0 1 0 0

1 2 - 1 0 1 0

0 - 1 3 0 0 1

- r1 + r2

- c1 + c2

1 0 0 1 0 0

0 1 - 1 - 1 1 0

0 - 1 3 0 0 1

r2 + r3

c2 + c3

1 0 0 1 0 0

0 1 0 - 1 1 0

0 0 2 - 1 1 1

1

2
r3

1

2
c3

1 0 0  1 0 0

0 1 0 - 1 1 0

0 0 1 -
2
2

2
2

2
2

,

故

P =

1 - 1 -
2

2

0  1  
1

2

0  0  
1

2

,  (ε1 ,ε2 ,ε3 ) = (α1 ,α2 ,α3 ) P,

所以 , ε1 =α1 ,ε2 =α2 -α1 ,ε3 =
2

2
(α3 +α2 - α1 ) .

讲评  (1 ) 简单地说 ,本题就是要从 (线性无关的 )基出发经

施密特正交化程序构成“标准正交”基 .虽然向量α1 ,α2 ,α3 未知 ,

但告诉了 (αi ,αj ) ( i , j = 1 , 2 , 3 ) ,而正交化程序中仅需要这些量 .

故可以构造出用α1 ,α2 ,α3 表出的标准正交基 e1 , e2 , e3 .不能用特

殊的α(有的同学自己设α1 = ( 1 , 0 , 0)
T

,α2 = ( 1 , 1 , 0 , 0 )
T
等等 ,不

知道从 A中获取需要的信息 .

(2 ) 关于内积在不同基下的度量矩阵是相合的可以用形式写

法证明如下 : 设从α1 ,α2 ,α3 到标准正交基的过渡矩阵为 P,则有
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(ε1 ,ε2 ,ε3 ) = (α1 ,α2 ,α3 ) P . ( * )

因εi ,αi∈R
3

( i = 1 , 2 , 3 ) ,故上述适合于方阵的各种运算 .其两边

转置得

(ε1 ,ε2 ,ε3 ) T = PT (α1 ,α2 ,α3 ) T .

此式两边左乘 ( * )式 ,有

(ε1 ,ε2 ,ε3 ) T (ε1 ,ε2 ,ε3 ) = PT (α1 ,α2 ,α3 ) T (α1 ,α2 ,α3 ) P

左边为 I .因 ε1 ,ε2 ,ε3 为标准正交基 , 故 (εi ,εj ) =δij ; 右边的

(α1 ,α2 ,α3 ) T (α1 ,α2 ,α3 ) = A .故得

I = PT AP .

例 2  设 Vn ( R )是 n维欧几里得空间 ,α≠0∈V .证明

W = {β|β∈V , (β,α) = 0}

是 V 的子空间 ,且维数为 n - 1 .

证  先证 W 是子空间 .任取β1 ,β2∈W , k∈R ,有

(β1 ,α) = 0 , (β2 ,α) = 0 .

于是得

(β1 +β2 ,α) = (β1 ,α) + (β2 ,α) = 0 + 0 = 0 ,

( kβ1 ,α) = k(β1 ,α) = 0 ,

故  β1 +β2∈W , kβ1∈W ,所以 W 是子空间 .

又因α≠0 ,令ε1 =
α
‖α‖

,则ε1 为单位向量 .把ε1 扩充为 V 的

标准正交基ε1 ,ε2 ,⋯ ,εn ,则有

V =〈ε1〉�〈ε2 ,⋯ ,εn〉,

且因 (ε1 ,εj ) = 0 ( j = 2 , ⋯ , n) , 故εj∈ W ( j = 2 , ⋯ , n) , 任取β∈

〈ε2 ,⋯ ,εn〉,设β= k2ε2 +⋯ + knεn ,有

(β,ε1 ) = ∑
n

i = 2

ki (εi ,ε1 ) = 0 ,

故β∈W .所以〈ε2 ,⋯ ,εn〉�W .反之 ,任取γ∈V,记γ= x1ε1 +⋯ + xnεn ,

其中 xi = (γ,εi ) ( i = 1 , ⋯ , n) , 所以当γ与ε1 正交时 , 有 x1 =
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(γ,ε1 ) = 0 ,即

γ= x2ε2 +⋯ + xnεn∈〈ε2 ,⋯ ,εn〉,

故有 W�〈ε2 ,⋯ ,εn〉 .

所以 W =〈ε2 ,⋯ ,εn〉=〈ε1〉
⊥

,故 dimW = n - 1 .

讲评  (1 ) 从α单位化为ε1 并扩充为 V 的标准正交基 ,可先

扩充为线性无关的基 (这只要它们的坐标列构成的矩阵行列式不

为 0) ,再经施密特正交化程序得标准正交基 .

(2 ) 扩充的标准正交向量的生成空间〈ε2 ,⋯ ,εn〉实际上就是

〈ε1〉的正交补 ,若利用定理 2 ,那么已得 W =〈ε2 ,⋯ ,εn〉 .但若把它

们看成等价命题的话 (相当于定理 2 中 dimW = 1 ) , 则必须直

接证明

〈ε2 ,⋯ ,εn〉= W ,

即证 : ①〈ε2 ,⋯ ,εn〉中每个向量都与ε1 正交 (都属于 W ) ;

② 任意与ε1 正交的向量 (∈W )都包含于〈ε2 ,⋯ ,εn〉 .

例3  已知向量α1 = ( 1 , 1 , 0 , 0)
T

,α2 = ( 0 , 1 , 1 , 0)
T

,并记 W =

L(α1 ,α2 ) ,试在标准内积下 ,求 W 在R4 中的正交补 W⊥的一组标

准正交基 .

解  方法1  设与α1 ,α2 均正交的向量为 x= ( x1 , x2 , x3 , x4 )
T

,

即有 (α1 , x) = 0 , (α2 , x) = 0 ,用坐标写出就是

x1 + x2   = 0 ,

  x2 + x3 = 0 .

从而得

x1 = k1 ,

x2 = - k1 ,

x3 = k1 ,

x4 = k2 .

    k1 , k2∈R .

故全部解为 x= k1 ( 1 , - 1 , 1 , 0)
T

+ k2 (0 , 0 , 0 , 1 )
T

,所以 W
⊥
的标准

正交基为
1

3
(1 , - 1 , 1 , 0 )

T
, ( 0 , 0 , 0 , 1)

T
.
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方法 2  把 α1 ,α2 扩充为R4 的基 ,再施密特正交化得标准正

交基 .因α1 ,α2 的前两个分量组成的二阶子式不为 0 ,故扩充α3 ,

α4 使它们的后两个分量组成的子行列式不为 0 .故令

P = (α1 ,α2 ,α3 ,α4 ) =

1 0 0 0

1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 0 1

,

则 P可逆 (因 | P | = | I2 | | I2 | = 1 ) .把α1 ,α2 ,α3 ,α4 施密特正交

化 ,得

β1 =α1 ,   e1 =
β1
‖β1 ‖

=
1

2
α1 =

1

2
( 1 , 1 , 0 , 0) T ;

β2 =α2 - (α2 , e1 ) e1 =α2 -
1
2
α1 ,

e2 =
β2
‖β2 ‖

=
1

6
( - 1 , 1 , 2 , 0)

T
;

β3 =α3 - (α3 , e1 ) e1 - (α3 , e2 )e2 =α3 -
1
3
β2

=
1
3

(1 , - 1 , 1 , 0 )
T

,

e3 =
1

3
( 1 , - 1 , 1 , 0)

T
;

显然 e4 =α4 .故

W⊥ =〈e3 , e4〉=〈(1 , - 1 , 1 , 0 ) T , ( 0 , 0 , 0 , 1) T〉 .

讲评  (1 ) 方法 1 可以有两种理解 : ① 利用齐次线性方程组

的几何意义 : A的零空间⊥AT 的列空间 ( N( A)⊥ R( AT ) ) .把已知

向量α1 ,α2 看成 AT 的列 ,则 Ax的解空间 (即 N ( A) = R( AT )⊥ )就

是 W⊥ .② 利用待定系数法 , 设任意 x∈W⊥ ,则应有 (α1 , x) = 0 ,

(α2 , x) = 0 .解法是按此思路写出的 .

(2 ) 把α1 ,α2 扩充为R4 的基 ,扩充的两个向量是不惟一的 ,比
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如若看α1 ,α2 的第 2 , 3 分量的子式也不为 0 ,所以可以选择α3 ,α4

的第 1 , 4 分量组成二阶子式
1  0

0  1
,即令

P1 = (α1 ,α2 ,α3 ,α4 ) =

1 0 1 0

1 1 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

.

此时 , e1 , e2 不变 , 且仍有 e3 =α3 -
1
2
β1 +

1
6

( - 1 , 1 , 2 , 0 ) T =

1
3

(1 , - 1 ,1 ,0 ) T =β3 .e4 =α4 =α4 .

(3 ) 若选α3 = 1 ,0 ,0 , -
1
3

T

,α4 = (0 , 0 , 0 , 1) T ,则它们的第

1 , 4 分量构成的二阶子式

 1 0

-
1
3

1
= 1≠0 , 从而得标准正交基

e1 , e2 同前 .而

e3 =
1
2

( 1 , - 1 , 1 , - 1)
T

, e4 =
1

2 3
( 1 , - 1 , 1 , 3)

T
,

即从 e1 , e2 扩充的标准正交基可以不同(不惟一)有, e3 , e4 或 e3 , e4 等等 .

但

〈e3 , e4〉=〈e3 , e4〉= W⊥ .

即无论扩充的基向量怎样选取 ,总有 W⊥是惟一的 (事实上显然有

e3 = e3 + e4 , e4 = e3 + 3e4 ) .

例 4  设α,β∈ V , 且‖α‖ = ‖β‖ ,试证必有正交变换σ,使

σα=β.

证  若‖α‖ =‖β‖ = 0 ,显然任意正交变换均可 .

若‖α‖ =‖β‖≠0 ,记

ε1 =
α
‖α‖

,  η1 =
β
‖β‖

.
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由ε1 ,η1 分别扩充成 V 的两组标准正交基

ε1 ,ε2 ,⋯ ,εn 与η1 ,η2 ,⋯ ,ηn .

对 "γ∈ V ,记γ= x1ε1 + x2ε2 +⋯ + x nεn ,定义变换σ为

σγ
def

x1η1 + x2η2 +⋯ + xnηn ,

则 ,对 "γ1 ,γ2 ∈ V ,设γ1 = ∑
n

i = 1

x iεi ,γ2 =∑
n

i = 1

yiεi ,有

σ(γ1 +γ2 ) = σ(∑
n

i = 1

xiεi +∑
n

i = 1

yiεi ) = σ∑
n

i = 1

( x i + yi )εi

= ∑
n

i = 1

( x i + yi )ηi = ∑
n

i = 1

xiηi +∑
n

i = 1

yiηi = σγ1 +σγ2 ,

σ( kγ1 ) = σ∑
n

i = 1

kx iεi =∑
n

i = 1

( kx i )ηi = k∑
n

i = 1

xiηi = kσγ1 .

所以σ是线性变换 ,且σ(εi ) = ηi ( i = 1 ,⋯ , n) .

又σ把标准正交基变成标准正交基 ,故σ是正交变换 ,且

σ(α) = σ(‖α‖ε1 ) = ‖α‖η1 = ‖β‖η1 = β.

讲评  (1 ) 本题证明最关键的一步是写出这个变换的“功

能”,即任取γ∈ V ,

σγ= x1η1 + x2η2 + ⋯ + xnηn ,

其中 x1 , x2 ,⋯ , xn 是γ在基ε1 ,⋯ ,εn 下的坐标 .即给出了σγ的表达

式 .证明中不能只说“存在”一个变换这样的话 .

(2 ) 证明的结论部分包含 4 层意思 : ① 给出一个 V 上的变换

σ;② 要求 σ是一个线性变换 ;③ 要求它是正交变换 ;④ 满

足σ(α) = β.

例 5  设α1 ,⋯ ,αm 和β1 ,⋯ ,βm 是 n 维欧几里得空间的两个

向量组 ,试证存在一个正交变换σ,使得σ(αi ) =βi ( i = 1 ,⋯ , m)的

充分必要条件是

(αi ,αj ) = (βi ,  βj )  ( i , j = 1 , 2 ,⋯ , m) .

证  � (必要性 )显然 .因为正交变换保持内积不变
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(αi ,αj ) = (σαi ,σαj ) = (βi ,βj ) .

� (充分性 )当 (αi ,αj ) = (βi ,βj ) ( i , j = 1 ,⋯ , m) . ( 1)

令 V1 = L(α1 ,⋯ ,αm ) , V2 = L (β1 ,⋯ ,βm ) ,且有空间分解式

V = V1� V
⊥
1 = V2�V

⊥
2 . ( 2)

现作 V1 到 V2 的映射φ1 如下 :任取α∈ V1 , 设α= k1α1 + ⋯ +

kmαm ,定义

φ1 (α) =φ1 ( k1α1 +⋯ + kmαm ) = k1β1 +⋯ + kmβm =β∈ V2 , ( 3)

则根据 (1 )可推出φ1 为 V1 到 V2 的一个同构映射
[ 1 ]

.

由 (2 )知 dimV
⊥
1 = dimV

⊥
2 ,所以 V

⊥
1 与 V

⊥
2 之间可建立同构映

射φ2 .则 "γ∈V ,有γ=γ1 +γ′1 ,其中γ1∈ V1 ,γ′1∈V
⊥
1 ,令

σγ=φ1γ1 +φ2γ′1 .

可以验证σ是 V 的一个线性变换[ 2 ] ,且保持向量内积[ 3 ] ,故σ是正

交变换 .

又因αi =αi +θ(θ为零向量 ) ,所以

σ(αi ) =φ1αi +φ2θ=φ1αi =βi ( i = 1 ,⋯ , m) .

注  (1 ) 显然φ1 为满射 ;下证φ1 为单射 ,即证 Kerφ1 = {θ} .

设α∈ Kerφ1 � V1 ,则α= ∑
m

i = 1

kiαi .于是θ= φ1 (α) =∑
m

i = 1

kiβi .

又因 (βi ,βj ) = (αi ,αj ) ,故

0 = ∑
m

i = 1

kiβi ,∑
m

j = 1

kjβj =∑
m

i = 1

ki∑
m

j = 1

kj (αi ,αj ) = (α,α) →α= θ.

所以φ1 是双射 ,又由 ( 3) 知 ,φ1 保加法 ,保数乘 .因

φ1 (α+β) = φ1α+φ1β,  φ1 ( kα) = kφ1 (α) ,

故φ1 是同构映射 .

(2 ) " a, b∈ V ,设 a = a1 + a2 , b = b1 + b2 ,其中 a1 , b1 ∈ V1 ,

a2 , b2 ∈ V
⊥
1 ,有

σ( a + b) = σ( a1 + a2 + b1 + b2 ) = φ1 ( a1 + b1 ) +φ2 ( a2 + b2 )

= φ1 ( a1 ) +φ1 ( b1 ) +φ2 ( a2 ) +φ2 ( b2 ) = σ( a) +σ( b) ,
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 σ( ka) = σ( ka1 + ka2 ) = φ1 ( ka1 ) +φ2 ( ka2 )

= k(φ1 a1 +φ2 a2 ) = kσa ,

所以σ是线性变换 .

(3 ) 因 (σa ,σb) = (φ1 a1 +φ2 a2 ,φ1 b1 +φ2 b2 )

= (φ1 a1 ,φ1 b1 ) + (φ2 a2 ,φ2 b2 ) + (φ1 a1 ,φ2 b2 ) +

 (φ2 a2 ,φ1 b1 ) .

由 (αi ,αj ) = (βi ,βj ) ,知有 (φ1 ( a1 ) ,φ1 ( b1 ) ) = ( a1 , b1 ) ;因φ2 是同

构映射 ,可得 (φ2 ( a2 ) ,φ2 ( b2 ) ) = ( a2 , b2 ) .

又 (φ1 ( a1 ) ,φ2 ( b2 ) ) = 0 = ( a1 , b2 ) ,

(φ2 ( a2 ) ,φ1 ( b1 ) ) = 0 = ( a2 , b1 ) .

所以有  (σa ,σb) = ( a1 , b1 ) + ( a2 , b2 ) + ( a1 , b2 ) + ( a2 , b1 )

= ( a1 + a2 , b1 + b2 ) = ( a, b) .

讲评  (1 ) 若已知两个向量组都是线性无关的 .可以有另一

个简单的证法 :

将α1 ,⋯ ,αm 施密特正交化为标准正交向量组ε1 ,⋯ ,εm ,且设

(ε1 ,⋯ ,εm ) = (α1 ,⋯ ,αm ) A,

其中

A =

a11

a21 a22

… … w

am1 am2 ⋯ amm

.

令 ( e1 ,⋯ , em ) = (β1 ,⋯ ,βm ) A,

则 ( ei , ej ) = ∑
m

k = i

a kiβi ,∑
m

l = j

aljβj = ∑
m

k = i
∑

m

l = j

aki alj (βi ,βj )

= ∑
m

k = i
∑

m

l = j

aki alj (αi ,αj ) = (εi ,εj ) = δij .

故当ε1 ,⋯ ,εm 为标准正交向量组时 , e1 ,⋯ , em 也是标准正交向量

组 .把它们扩充为空间两组标准正交基
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ε1 ,⋯ ,εm ,⋯ ,εn ;  e1 ,⋯ , em ,⋯ , en .

任取α∈ V ,设α= ∑
n

i = 1

xiεi ,定义σα = x1 e1 + ⋯ + xn en ,则可证σ

为线性变换 .又把标准正交基映为标准正交基 , 故是正交变换 , 且

有σ(αi ) = βi .

(2 ) 当不加“线性无关”的条件时 ,若走 ( 1) 的思路要讨论 ,则

证明太长 .目前没有找到比题解中更好的办法 .

例6  设η是 n维欧几里得空间的一个单位向量 ,定义σ(α) =

α - 2(η,α) ,试证 :

(1 ) σ是正交变换 (这样的变换称为镜面反射 ) ;

(2 ) σ是第二类的 ;

(3 ) 若正交变换τ以 1作为一个特征值 ,且属于特征值 1 的特

征子空间 V1 的维数是 n - 1 ,那么τ是镜面反射 .

解  (1 ) 因对 "α,β∈ V ,有

σ(α+β) = (α+β) - 2(η,α+β)η

= α+β - 2(η,α)η - 2 (η,β)η

= σα+σβ,

σ( kα) = kα - 2(η, kα)η= k[α - 2(η,α)η] = kσα,

故σ是线性变换 .

又

(σα,σβ) = (α - 2(η,α)η,β - 2(η,β)η) = (α,β) ,

所以σ是一个正交变换 .

(2 ) 将η扩充 为 V 的一组标准正交基η,η2 ,⋯ ,ηn ,则由于

ση = η - 2 (η,η)η= - η,  σηi = ηi ( i = 2 ,⋯ , n) ,

知σ在此基下的矩阵为 A = diag ( - 1 ,1 ,⋯ , 1) ,显然 , detA = - 1 ,

故σ是第二类的 .

(3 ) 取 V1 的一组标准正交基ε1 ,⋯ ,εn - 1 ,则由于 V⊥1 是τ的不

变子空间 ,故任取εn ∈ V⊥1 ,则有τεn =λεn .又τ的实特征值为±1 ,
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而τ恰有 n - 1个属于λ= 1的线性无关的特征向量 ,所以λ= - 1 ,

从而τ在基ε1 ,⋯ ,εn - 1 ,εn 下的矩阵为 A = diag{1 ,⋯ , 1 , - 1 } .

"α= x1ε1 + x2ε2 + ⋯ + xnεn ∈ V ,有

τ(α) = τ( x1ε1 + x2ε2 + ⋯ + xnεn ) = x1ε1 + ⋯ + xn - 1εn - 1 - xnεn

= x1ε1 + x2ε2 + ⋯ + xnεn - 2 xnεn = α - 2(α,εn )εn ,

故τ是镜面反射 .

讲评  ( 1 ) 题设中线性变换σ的几何

意义 : 在平面 V 中取两个正交的向量ε1 ,

ε2 ,令 η=ε1 , 则对任意 α∈ V ,σα = α -

2(η,α)表达的是如下的向量之间的关系

σα= OP2

_
= OP1

_
+ P1 P2

_
= OP1

_
- P2 P1

_
= OP1

_
- 2 QP1

_
.

故σ是 (对ε2 向量 )的“反演”,即照镜子 ,故称为镜面反射 .

(2 ) 问题 ( 3 )的证明中最后的推导不能少 .只有证出τ满足

"α∈V ,有τ(α) =α- 2(α,εn )εn ,才能说明τ是镜面反射 .

例 7  向 量 α1 = ( 1 , 0 , 2 , 1 ) , α2 = ( 2 , 1 , 2 , 3 ) , α3 =

(0 ,1 , - 2 ,1 )张成的子空间为 W , 求 W 的正交补 W⊥ 的标准正

交基 .

解  设

A=

α1

α2

α3

=

1 0  2 1

2 1  2 3

0 1 - 2 1

,

则 W 同构于 R( AT
) ,即 AT
的列空间 ,故 W

⊥
同构于齐次线性方程

组 Ax= 0的解空间 (也就是 N ( A) ) .由于

A→
1 0  2 1
0 1 - 2 1
0 0  0 0

,  所以η1 =

- 2
 2
 1
 0

,  η2 =

1
1
0
1

,

又因为 (η1 ,η2 ) = 0 ,所以η1 ,η2 正交 ,故
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ε1 =
1
3
η1 =

1
3

( - 2 , 2 , 1 , 0 )
T

,  ε2 =
1

3
η2 =

1

3
(1 , 1 , 0 , 1 )

T

是 N ( A)的标准正交基 ,从而

ε
T
1 =

1
3

( - 2 ,2 ,1 ,0 ) ,  ε
T
2 =

1

3
(1 , 1 , 0 , 1 )

是 W⊥ 的标准正交基 .

讲评  此题主要利用齐次线性方程组的几何意义 : 因 Ax =

0,故 R( AT )⊥ N( A) ,即 R( AT ) = N ( A)⊥ ,它们都是R4 的子空间 .

而题设中给的是行向量 ,即 AT 的列可看成已知行向量在自然基

的坐标列 .故求出 R( AT
)
⊥
后 ,可以看成得到的是 W

⊥
中向量的坐

标构成的R
4
的子空间 ,回到行向量空间即得 W

⊥
的标准正交基 .

例 8  线性子空间 W 用下列方程组给出

2 x1 + x2 + 3 x3 - x4 = 0 ,

3 x1 + 2 x2 -   2 x4 = 0 ,

3 x1 + x2 + 9 x3 - x4 = 0 .

求给出正交补 W
⊥
的诸方程 .

解  用消元法解齐次线性方程组得基础解系

η1 =

- 6

 9

 1

 0

,  η2 =

0

1

0

1

,  W = L(η1 ,η2 ) ,

则 W⊥ 由方程组

η
T
1

ηT
2

x= 0,  即
6 x1 - 9 x2 - x3 = 0 ,

   x2 + x4 = 0 .

给出 .

讲评  设题设方程组为 Ax= 0,则 W 是此齐次线性方程组的

解空间 ,即 W = N ( A) .而 AT
的列空间 R( AT

) = N ( A)
⊥

= W
⊥

.但

此题不是要求出 W⊥ 的维数和基 ,而是要求出能给出 W⊥ 的方程

002 第 6 章  欧几里得空间



组 ,即找 Bx= 0,使 W⊥ = N ( B) .由 R( BT )⊥ N ( B) .知只要选 BT

的列是 W 的基就可以了 .故令

BT = (η1 ,η2 ) ,  即 B=
ηT

1

ηT
2

.

例 9  设在欧几里得空间 V 中 ,正交线性变换 A在某标准正

交基α1 ,⋯ ,αn 下的矩阵表示为以下方阵 A .求 V 的标准正交基

e1 ,⋯ , en 使 V 分解为一维和二维不变子空间直和 , A在二维子空

间上作用为旋转 .

(1) A=

2
3

-
1
3

2
3

2
3

2
3

-
1
3

-
1
3

2
3

2
3

;  (2) A=

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

-
1
2

-
1
2

-
1
2

1
2

-
1
2

1
2

-
1
2

1
2

1
2

-
1
2

.

解  (1 ) ① 求 A的特征值

f (λ) = det (λI - A) = (λ- 1 ) (λ
2

-λ+ 1) ,

所以 λ1 = 1 ,  λ2 =
1 + 3i

2
,  λ3 =

1 - 3i
2

.

② 分别求 A的属于特征值λi 的特征向量得

x1 =

1

1

1

,  x2 =

-
1 + 3i

2

3i - 1
2

1

,  x3 =

3i - 1
2

-
1 + 3i

2

1

,

故 A实正交相合于
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A～

1

 cosθ sinθ

- sinθ cosθ

=

1

 
1
2

3
2

-
3

2
1
2

= B .

③ 把 x1 单位化得ε1 ,取 x2 , ( x3 )的实部、虚部得两个向量 ,它

们构成二维子空间 L( x2 , x3 )的两个实的基向量 ,再把它们单位化

得ε2 ,ε3 ,取

Q= (ε1 ,ε2 ,ε3 ) =

1

3
-

1

6
-

1

2

1

3
-

1

6
+

1

2

1

3

2

6
0

,

则有 QT AQ= Q- 1 AQ= B .

因为 Q的列就是所求标准正交基 e1 ,⋯ , en 在α1 ,⋯ ,αn 下的坐标

列 ,即

( e1 ,⋯ , en ) = (α1 ,⋯ ,αn ) Q .

又 Q的第 j 列为εj ,由此得

ej = (α1 ,⋯ ,αn )εj ,  j = 1 , 2 ,⋯ , n .

故 (此题 n = 3 )

e1 = (α1 ,α2 ,α3 )ε1 =
1

3
(α1 +α2 +α3 ) ;

e2 = (α1 ,α2 ,α3 )ε2 =
1

6
( -α1 -α2 + 2α3 ) ;

e3 = (α1 ,α2 ,α3 )ε3 =
1

2
( -α1 +α2 ) ;

V =〈e1〉+〈e2 , e3〉 .
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且 A在不变子空间〈e2 , e3〉上的作用为旋转 因为 cosθ=
1
2

, sinθ=

3
2

,所以θ=
π
3

,即是〈e2 , e3〉绕 e1 转
π
3

.或说成是 y Oz 平面绕 x

轴旋转
π
3

.

(2 ) A的特征值为 1 , - 1 , i , - i ,特征向量分别取为

x1 =

1

1

0

0

,  x2 =

 0

 0

- 1

 1

,  x3 =

- i

 i

 1  

 1

,  x4 =

 i

- i

 1

 1

.

把 x1 , x2 单位化得ε1 ,ε2 ,取 x3 的实部和虚部并单位化得ε3 ,ε4 .

令 Q= (ε1 ,ε2 ,ε3 ,ε4 ) ,即有

Q=
2
2

1 0 0 - 1

1 0 0 1

0 - 1 1 0

0  1 1 0

,  则 Q- 1 AQ=

1

- 1

 0 1

- 1 0

.

标准正交基 e1 , e2 , e3 ,e4 满足

( e1 , e2 ,e3 , e4 ) = (α1 ,α2 ,α3 ,α4 ) Q,

故得

e1 =
1

2
(α1 +α2 ) ;  e2 =

1

2
( -α3 +α4 ) ;

e3 =
1

2
(α3 +α4 ) ;  e4 =

1

2
( -α1 +α2 ) ;

V =〈e1〉+〈e3〉+〈e3 , e4〉 .     

A在 e1 , e2 , e3 , e4 上的矩阵表示为

1

- 1

 cosθ sinθ

- sinθ cosθ

,其中θ=
π
2

.
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讲评  (1 ) 题设中给出的两个矩阵都是正交矩阵 ,它们的实

特征值为±1 ,复特征值是模为 1 的复数 .

(2 ) 这两个正交矩阵都有 n不同的特征值 (这里 n = 3 ,或 4 ) ,

故它们都能相似于对角矩阵 .

(3 ) 因它们都有一对共轭复特征值 ,从而特征向量也是复数

域上的向量 ,故它们只能在复数域上相似于对角矩阵 .

(4 ) 它们在实数域上均不能相似于对角矩阵 ,即 V 不能分解

为 A的一维不变子空间的直和 , V 只能分解为 A 的一维 (由实特

征值 ,实特征向量提供 )和二维 (由复特征值和特征向量提供 )不变

子空间的直和 .

(5 ) A的二维不变子空间求法的理论根据 (证明 ) ,设

Ax=λx,则两边取共轭得 A x =λx,

即当 x为 A的属于特征值λ的特征向量时 , x是 A的属于特征值λ

的特征向量 ,记λ=λR + iλI , x= xR + ixI (λ=λR - iλI , x = xR - ixI ) ,

则有

A( x+ x) =λx +λx, ( 1 )

  A( x - x) =λx -λx . ( 2)

由 (1 )式得

2AxR = 2 λR xR -λI xI ,即 AxR =λR xR -λI xI .

由 (2 )式得

AxI =λR xI +λI xR .

故有

A( xR , xI ) = ( xR , xI )
 λR λI

-λI λR

.

在问题 (1 )和问题 ( 2)中
 λR λI

-λI λR
分别为
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1
2

3
2

-
3
2

1
2

,  
 0 1

- 1 0
.

例 10  非奇异二次型可以用正交变换化为规范型 (即元素

为±1的对角形 )当且仅当它的矩阵是正交矩阵 .

证  设二次型为 Q( x1 ,⋯ , xn ) = xT Ax,且有 AT = A,detA≠0 ,则

原命题就是要证 : 存在正交矩阵 Q,使

QT AQ= diag( 1 ,⋯ , 1 , - 1 ,⋯ , - 1)�AT A= I .

�  由 AT A= I,又 AT = A,所以 A2 = I,设 Ax=λx,则有

x= Ix= A2 x= Aλx =λ
2 x,故得λ2 = 1 ,即λ=±1.

故由 1 .1 节定理 1 可知 ,存在正交矩阵 Q,使

QT AQ=
Ir

- In - r

.

�  由 QT AQ=
Ir

- In - r

,

得  A= Q=
Ir

- In - r

QT
,

故 A2
= I,

又因为 AT
= A,故 AT A= A2

= I,所以 A是正交矩阵 .

讲评  (1 ) 证明题要看清题目条件 ,明确要证的结论是什么 ,

从而向“目标”前进 ,本题经分析、联想知是在条件 AT
= A下 ,证明

存在正交矩阵 Q使

Q- 1 AQ=
Ir

- In - r

�AT A= I .

而左边又等价于 A2 = I .故事实上是证在 AT = A条件下

A2
= I�AT A= I .

必要性是由 AT = A, A2 = I推出 AT A= I;而充分性是由 AT =
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A, AT A= I推出 A2 = I .

(2 ) 前面已一再强调“在条件 AT = A下”,这一条件是暗含于

题设中的 (实二次型的矩阵是实对称矩阵 ) ,故同学不能由此题得

出“正交矩阵的特征值都是±1”这样的错误结论 .应是既对称又正

交的矩阵它的特征值才是±1 .

例 11  设 K是 n 阶反对称矩阵 ,并设λ是它的纯虚特征根 ,α

是属于特征根λ的 K 的特征向量 ,记α=β+ iγ,试证 :β和γ正交

且长度相等 .

证  方法 1  设λ=μi是 K的特征根 ,则有

K(β+ iγ) =μi(β+ iγ) ,

展开得

Kβ= -μγ, ( 1 )

Kγ= -μβ. ( 2)

用γ
T
左乘 (1 )式得γ

T Kβ= -μγ
T
γ, (2 )式转置后右乘β得γ

T Kβ=

μβ
T
β.这两式左边相等 ,故有  μ(β

T
β- γ

T
γ) = 0 ,所以β

T
β=γ

T
γ,

即β与γ长度相等 .

又因为 K是反对称的 ,所以对任 x,恒有 xT Kx= 0 , ( 1)式左乘

βT 得βT Kβ= - μβTγ= 0 ,所以βTγ= 0 ,故β与γ正交 .

方法 2  因为实系数多项式的复根共轭出现 ,所以当λ为 K

的特征根时 ,λ= - iμ也是 K的特征根 .故由

Kα=λα知 Kα=λα .

又由 K的属于不同特征值的特征向量是正交的 ,于是有

0 = (β+ iγ,β- iγ) = (β,β) + ( iγ,β) + (β, - iγ) + ( iγ, - iγ)

= (β,β) - (γ,γ) - i (γ,β) - i(β,γ) .

由实部为 0,虚部为 0 ,并利用 (β,γ) = (γ,β)知

(β,β) = (γ,γ) ,  (β,γ) = 0 .

讲评  (1 ) K是实的反对称矩阵 ,故它的特征多项式为实系
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数多项式. 于是由 3 .1 节定理 12 知它的复特征值成共轭对出现 .

(2 ) 解答中给出的两个方法各有特色 ,方法 1 的思路是大部

分人可以想到的 ,只不过有的人嫌繁 ,有的人算错 ,才做不出结果 .

方法 2 计算量小 ,思路比较巧 ,用了两条理论知识 : ① 当 Kα=λα

时 ,也有 Kα=λα;② K的属于不同特征值的特征向量相互正交

(对规范矩阵都对 ) ,缺少任何一条也证不出来 .所以 ,学过的知识

在头脑中有条理地“存储”,做题时就会有巧思路 .

例12 试证: 正交矩阵的任一子方阵的特征根的模小于或等于 1 .

证  设正交矩阵

Q=
Q1 1 Q1 2

Q2 1 Q2 2

,

则由 QT Q= I可得关系式

QT
11 Q11 + QT

21 Q21 = I .

对 Q的子方阵 Q1 1 ,设λ为其特征值 , x为相应的特征向量 ,于是有

Q1 1 x=λx .

两边取共轭转置后再与原式相乘有

λλxT x= xT QT
11 Q11 x= xT ( I - QT

2 1 Q2 1 ) x,

所以 (1 - |λ|
2

) xT x= xT QT
21 Q21 x≥0

(因为 Q2 1 x是一个列向量 ,右边是这个向量的模平方 ,所以非负 ) .

又 xT x> 0 ,所以 |λ|≤1 .

又对 Q的任一子方阵 ,可通过交换行、列把它换到“左上角”,

这可通过方阵两边同乘第一种初等矩阵完成 ,且后者仍是正交矩

阵 (单位矩阵经交换两行后得到的矩阵称为第一种初等矩阵 ) .

讲评  乍一看此题 ,可能不少同学会觉得无从下手. 但仔细

分析题设条件 .说 Q是正交矩阵 ,故有 QT Q = I,要讨论它的子矩

阵的特征值 ,就得联想到特征值的定义 ,先讨论主子矩阵 ,再考虑

一般的子矩阵 ,于是有 Q11 x=λx .再有要讨论λ的模 ,而 |λ| 2 =λλ,

故要把 Q11 x=λx两边取共轭转置后相乘 ,这样一分析、联想 ,就有
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了如上的解法 .

例 13  如果 A和 B都是正交矩阵 ,且 detA = - detB,则矩阵

A+ B是奇异矩阵 .

证  方法 1  因为 A, B均是正交矩阵 ,所以 AT B仍为正交矩

阵 ,且 det ( AT B) = - 1 .又复根共轭出现 ,特征根模均为 1 ,行列式

等于特征值之积 ,故 - 1 为 AT B的特征根 ,所以

| - I - AT B| = 0 ,即 | I + AT B| = 0 .

故 | A+ B| = | A| | I + AT B| = 0 ,

于是得 A+ B是奇异矩阵 .

方法 2  由 AT A= BT B= I , detA≠0 ,可知

det ( A+ B) = detAdet ( I + AT B)         ( * )

= detB·det ( I + BT A) = - detA·det ( I + BT A) .

于是得

det ( I + AT B) = - det ( I + BT A) = - det ( I + AT B)

(因 ( I + BT A) T = I + AT B,故最后一个等号成立 ) .所以 det ( I +

AT B) = 0 .由 ( * )式即知有

det ( A+ B) = 0 ,故 A+ B是奇异矩阵 .

讲评  要证 A+ B不可逆 ,只要证 | A+ B| = 0 ,左边经变形就

得 | A| | I + AT B| = 0 ,故问题转化成要证 | I + AT B| = 0,证此式有

两条思路 : ①证 - 1 为 AT B的特征值 ;②通过对 | A+ B |的各种恒

等变形而得 | I + AT B| = - | I + AT B| .它们分别构成方法 1 和方法

2 ,此题绝不能用 | A+ B| = | A| + | B| = 0 的思想写 ,因行列式的运

算绝无此性质. 这是为凑结论而犯的错误 !

例 14  已知σ是 n 维欧几里得空间 V 的一个正交变换 , W 是

σ的不变子空间 ,证明 , W 的正交补 W
⊥
也是σ的不变子空间 .

证  设α1 ,α2 ,⋯ ,αm 是 W 的一组标准正交基 ,把它扩充为 V

的标准正交基

α1 ,α2 ,⋯ ,αm ,βm + 1 ,⋯ ,βn ,
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则  L(βm + 1 ,⋯ ,βn ) = W⊥ .因为σ是正交变换 ,故

σα1 ,⋯ ,σαm ,σβm + 1 ,⋯ ,σβn

亦是 V 的标准正交基 ,所以

L(σβm + 1 ,⋯ ,σβn ) = ( L(σα1 ,⋯ ,σαm ) )
⊥

.

又因 W 是σ的不变子空间 ,故σαi∈W ( i = 1 , 2 ,⋯ , m) ,知σα1 ,⋯ ,

σαm 是 W 的标准正交基 ,所以有

L(σα1 ,⋯ ,σαm ) = W ,

于是 L(σβm + 1 ,⋯ ,σβn ) = W
⊥

.

任取γ∈W
⊥

,设γ= xm + 1βm + 1 + xm + 2βm + 2 +⋯ + xnβn ,则

σγ =σ( xm + 1βm + 1 + x m + 2βm + 2 +⋯ + xnβn )

= xm + 1σβm + 1 + xm + 2σβm + 2 +⋯ + xnσβn

∈ L(σβm + 1 ,⋯ ,σβn ) = W⊥ .

故 , W
⊥
也是σ的不变子空间 .

讲评  ( 1) 证明的思路要紧扣主题 (主要目标 ) : 即证 W
⊥
是σ

的不变子空间 ,依定义 ,任取γ∈W
⊥

,要证σγ∈W
⊥
即可 .

为此需要给出γ的线性表示式 ,故需要 W⊥的基βm + 1 ,⋯ ,βn.

由于σ是线性变换 ,所以σγ是σβm + 1 , ⋯ ,σβn 的线性组合 , 故需要

先给出 L(σβm + 1 ,⋯ ,σβn )与 W
⊥
之间的关系 . 把需要的东西先叙

述清楚 (先准备好 ) ,再按正向叙述方向表述出来就行了 .一般证明

题基本上是先分析 ,有了思路 ,再理顺 .主线要一目了然 ,不能上来

就写 ,需要什么现证什么 (主线中夹验证 ) .

(2 ) 这里只能从 W 中选基 ,再扩充为空间的基 , 不能这样叙

述“在 V 中选标准正交基α1 ,⋯ ,αn ,则它们中的一部分是 W 的基 ,

不妨设为α1 ,⋯ ,αm”.

例 15  证明第二类正交变换一定以 - 1 作为它的一个

特征值 .

证  要证 - 1 为 A的特征值 ,即要证 | A+ I | = 0 ,因

| A+ I | = | A+ AT A| = | I + AT | | A| = - | A+ I | ,
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故得 | A+ I | = 0.

讲评  (1 ) 要证数λ是某矩阵 A的特征值 ,都是证 |λI - A| =

0 ,上面证明中 ,用到 | A| = - 1 (因 A是第二类正交变换的矩阵 )及

| I + AT | = | I + A| (行列式转置后值不变 ) .

(2 ) 也可用 detA=λ1⋯λn (特征值之积 )及正交矩阵的特征值

是模为 1 的复数 , 复根成共轭对出现 (而λλ= |λ| 2 = 1 ) , 故由

λ1λ2⋯λn = - 1知必有λi = - 1 这样一个思路写出方法 2 .

例 16  设矩阵

A=
1 1 1

1 1 1
,  b=

0

1
,

试求 A的广义逆 A+ 和方程组 Ax= b的最小二乘解 x,将 b投影到

R( A)上得到 p,验证 Ax = p .

解  由于 A=
1

1
(1 ,1 ,1 ) = LU,故

A+
= UT

(UUT
)

- 1 ( LT L) - 1 LT
=

1

1

1

1
3

1
2

(1 ,1 ) =
1
6

1 1

1 1

1 1

,

x= A+ b=
1
6

1

1

1

,  Ax =
1 1 1

1 1 1
1
6

1

1

1

=
1
2

1

1
.

又因

R( A) = k
1

1
= R( a) ;  p=

aT b
aT a

a =
1
2

1

1
,

故知 ,确有 p= Ax为 b在 R ( A)上的投影 .

讲评  (1 ) 关于广义逆的求解过程见《高等代数学》 .

(2 ) 因

PAQ=
 1 0

- 1 1

1 1 1

1 1 1

1 - 1 - 1

0  1  0

0  0  1

=

1 0 0

0 0 0

0 0 0

,
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故 A=
1 0

1 1

1 0 0

0 0 0

0 0 0

1 1 1

0 1 0

0 0 1

=
1

1
(1 , 1 , 1 ) = LU .

6.3  考试题评析

例1  设σ为欧氏空间 V 中的对称变换 ,且有σ
2

=σ,试证 : 在

V 中必存在子空间 W ,使σ是 V 到 W 上的一个正交投影 (变换 ) .

(注 : 设 W 是 V 的子空间 ,且 V = Wī W
⊥

,任α∈V 有α=β+γ,其

中β∈W ,γ∈W⊥ ,若 V 上的线性变换σ满足σα=β,则称σ是 V 到

W 上的一个正交投影 (变换 ) .)

证  方法 1  由σ2 =σ,知σ是幂等变换 ,任取β∈ Imσ, v α∈

V ,使β=σα,于是

σβ=σ(σα) =σ2α=σα=β,

故当β≠0 时 ,σβ≠0 ,即βú Kerσ,所以知

Imσ∩Kerσ= {0} .

故得

n = dimImσ+ dimKerσ= dim( Imσ+ Kerσ) ,

所以有空间分解式

V = Imσī Kerσ.

又任取β∈Imσ(v α∈V ,使σα=β) ,γ∈Kerσ,有

(β,γ) = (σα,γ) = (α,σγ) = (α,0 ) = 0 ,

其中第 2 个等号是由于σ为对称变换 ,故得

Imσ⊥Kerσ.

于是取  W = Imσ,则 Kerσ= W
⊥

,且有

V = Wī W⊥ = Imσī Kerσ

任取α∈V ,有α=β+γ,其中β∈W = Imσ,γ∈W
⊥

= Kerσ,且

σα=σ(β+γ) =σβ+σγ=β+ 0 =β.
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故σ是 V 到 Imσ( W )的正交投影 .

方法2  由σ2 =σ,可知σ的特征值λ满足λ
2

=λ,故λ= 1 或 0 ,

又由σ是对称变换 ,故σ可对角化 (由 6 .1 节定理 9 ) ,即在 V 中存

在一组标准正交基η1 , ⋯ ,ηr ,ηr + 1 , ⋯ ,ηn , 使 σ在此基上的矩

阵表示为

D =
Ir

0
.

令 W =〈η1 ,⋯ ,ηr〉= Vλ= 1 , Vλ= 0 =〈ηr + 1 , ⋯ ,ηn〉 .因η1 ,⋯ ,ηn是标

准正交基 ,故 Vλ= 0 = W
⊥

,即有

V = Vλ= 1 ī Vλ= 0 = W + W
⊥

.

又任取β∈Vλ= 1 = W ,设β= k1η1 +⋯ + krηr ,则有

σβ= k1ση1 +⋯ + krσηr = k1η1 +⋯ + krηr =β.

任取α∈V ,有分解式α=β+γ,其中β∈W = Vλ= 1 ,γ= W⊥ = Vλ= 0 .

且有

σα=σ(β+γ) =σβ+σγ=β+ 0 =β.

故σ是 V 到 W = Vλ= 1的正交投影 .

评析  本题证明的关键是要 : ①指出 (或给出 ) W 是什么 ,

W
⊥
是什么 ;②写出 (或证明 )空间分解式 V = W ī W

⊥
(对具体的

W 写出 ) ;③任取α∈V ,有分解式α=β+γ, 要证明σα=β.这 3 个

问题回答清楚 ,证明思路就明确了 .

方法 1 和方法 2 恰是从不同的角度给出了 W 是什么 , W
⊥
是

什么 ,有的学生写了十几行文字 ,老在那里说“存在⋯⋯”,始终没

有回答 W , W
⊥
都是什么 ,故一切都建立在“虚设”的 W 上 ,当然证

不出来 .

例 2  设σ为 n 维欧氏空间 V 中的正交变换 , A是σ在 V 中

一组标准正交基下的矩阵表示 ,证明 : | tr A| ≤ n .

证  因σ是正交变换 ,由 6 .1 节定理 3 知 A是正交矩阵 .

方法 1  先证正交矩阵的特征值是模为 1 的复数 , 设 Ax =
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λx,两端取共轭转置得

珔xT AT
=珔λ珔xT

.

两式相乘得

xT x= xT AT Ax=λλxT x .

由 xT x=‖x‖2
≠0 ,故得 |λ|

2
=λλ= 1 , |λ| = 1. 又由特征多项式

根与系数的关系有

λ1 + ⋯ +λn = ∑
n

i = 1

aii .

故有

| trA | = ∑
n

i = 1

aii = ∑
n

i = 1

λi ≤∑
n

i = 1

λi = n.

方法 2  设 A= ( aij ) ,则由 AAT = I知

∑
n

k = 1

a2
ik = 1   ( i = 1 ,⋯ , n) .

因 aik均为实数 ,故 a
2
ik都是正实数. 因此有

a
2
ii≤1 ,即 aii ≤1   ( i = 1 ,⋯ , n) .

故得

| t rA | = ∑
n

i = 1

aii ≤∑
n

i = 1

aii ≤ n .

评析  (1 ) tr A是 A 的对角线元素之和 .①把这个和与特征

值联系起来 (利用多项式根与系数的关系 )就是方法 1 ,此时还需

要知道特征值是模为 1 的复数 , 若原来不知这个结论 ,由要求证

| tr A|≤ n,提示考生去证 |λi | = 1 .有的同学不去证 |λi | = 1 ,只下断

言λi =±1 ,虽可证出结论 ,但不能算全对 .因用简单的情况代替了

模为 1(也反映这个知识点掌握得不好 ) .

② 把这个和与 A的行向量的模联系起来 ( A的行向量或列向

量都是单位向量 )就得方法 2,如

a2
1 1 + a2

1 2 +⋯ + a2
1 n = 1 ,推出 a2

11 ≤1 .
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直接推出每个 | aii |≤1 ,故得证 .

(2 ) 也可以利用相似的矩阵有相同的迹 , A相似于 Jordan 标

准形 J, J的对角线元素都是特征值λi ,知 trA= ∑
n

i = 1

λi .

例 3  设 A 为欧几里得空间 V 中的反对称变换 , 即对任意

α,β∈ V ,都有 (Aα,β) = - (α, Aβ) .

(1 ) 证明 A在标准正交基下的矩阵是反对称矩阵 ;

(2 ) 若 W 是 A 的不变子空间 , 证明 W⊥ 也是 A 的不变

子空间 .

证  (1 ) 取 V 的标准正交基ε1 ,⋯ ,εn ,并设 A在此基下的矩

阵表示为 A .又对任意α,β∈ V , 设α= ∑
n

i = 1

xiεi ,β= ∑
n

j = 1

yjεj , 于

是有

(Aα,β) = - (α, Aβ)对一切α,β∈V 成立 .

特别对基向量成立 ,所以 (Aεi ,εj ) = - (εi , Aεj ) .又由 A (ε1 ,⋯ ,εn ) =

(ε1 ,⋯ ,εn )A,知 Aεi = ∑
n

k = 1

akiεk , Aεj = ∑
n

k = 1

akjεk ,故

(Aεi ,εj ) = - (εi , Aεj )� ∑
n

k = 1

akiεk ,εj = - εi ,∑
n

k = 1

akjεk
,

即 aji = - aij�AT = - A .

(2 ) 由 V = Wī W⊥ ,又因为 W 是 A的不变子空间 ,所以任取

β∈W , 有 Aβ∈W .于是

"α∈W
⊥

(要证 Aα∈W
⊥

) ,有

( Aα,β) = - (α, Aβ) = 0 (因为α∈W⊥ , Aβ∈W ) ,故 Aα∈W⊥ ,

所以 W⊥ 是 A的不变子空间 .

评析  (1 ) 事实上 ,问题 ( 1 )可以写为 V 的线性变换 A是反

对称变换的充要条件是 A在标准正交基下的矩阵为反对称矩阵

(我们以上给的是必要性的证明 ) .其证明可以简述如下 : 对任意
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α,β∈ V ,有

(Aα,β) = - (α, Aβ)� (Aεi ,εj ) = - (εi , Aεj )

� aji = - aij�AT
= - A .

(2 ) 本题两个问题的证明都与实对称变换的相应定理和命题

类似 .故 ,若对实对称变换的结论思路很清楚 ,这里是不难有思路

的 .( 1)的证明主要是对内积的双线性性比较熟练 ,从 ( Aεi ,εj ) =

- (εi , Aεj ) ,立刻可得 aji = - aij .而且这也提示了要把反对称的定

义用在基向量上 .(2 )的证明是紧扣不变子空间的定义 , 任取α∈

W
⊥

,证σα∈W
⊥
就可做出 .

例 4  欧几里得空间 V 中保持向量内积不变的变换σ一定是

线性变换 ,从而是正交变换 ,这里σ保持内积不变的意义为对任意

α,β∈ V 均有

(σ(α) ,σ(β) ) = (α,β) .

证  先证明对任意α,β均有σ(α+β) =σ(α) +σ(β) .由于

(σ(α+β) -σα-σβ,σ(α+β) -σα-σβ)

 = (σ(α+β) ,σ(α+β) ) - 2(σ(α+β) ,σα) - 2(σ(α+β) ,σβ) +

  (σα,σα) + (σβ,σβ) + 2 (σα,σβ)

 = (α+β,α+β) - 2 (α+β,α) - 2 (α+β,β) +

  (α,α) + (β,β) + 2(α,β) = 0 ,

故

σ(α+β) -σα-σβ= 0 ,

即

σ(α+β) =σα+σβ( "α,β∈V ) .

又对 k∈R ,有

(σ( kα) - k(σα) ,σ( kα) - k(σα) )

 = (σ( kα) ,σ( kα) ) - k(σ( kα) ,σα) - k(σα,σ( kα) ) + k2 (σα,σα)

 = ( kα, kα) - k( kα,α) - k(α, kα) + k
2

(α,α)

 = k2 (α,α) - k2 (α,α) - k2 (α,α) + k2 (α,α) = 0 ,
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故知

σ( kα) = k(σα)  ( " k∈R ,α∈V ) .

故σ为线性变换且保持内积不变 ,从而为正交变换 .

评析  (1 ) 值得注意的是保持向量长度的变换不一定是正交

变换 ,例如若R n的内积定义为 ( x, y) = xT y,则变换

σ∶ ( x1 ,⋯ , xn ) T→ ( | x1 | ,⋯ , | xn | ) T

保持向量长度 ,但不是线性变换 .

(2 ) 正交变换的定义 ( 6 .1 节定义 5)及定理 ( 6 .1 节定理 3 )都

是在σ是线性变换的条件下再如何如何 .故我们做任何题目时 ,要

证明某个变换是正交变换 .先要证它是线性变换 ,再证它保持向量

的内积不变才能说它是正交变换 .本题恰说明 , 若有保持内积不

变 ,这一条件已暗示着它是一个线性变换 (因可证明之 ) .但 ( 1 )指

出定理中第 2 个等价命题“任取α∈V , |σα| = |α|”这条必在有“线

性变换”的假设下才能保证σ是正交变换 .

例 5  设 A为 n 阶实正交矩阵 .

(1 ) 若 detA= - 1 ,证明 - 1 必为 A的特征值 ;

(2 ) 若λ=α+ iβ(β≠0 ,α,β是实数 )是 A的特征值 , x = x1 +

ix2 ( x1 , x2∈R
n )是 A的属于特征值λ的特征向量 ,试证明 : 向量

x1 与 x2 的模相等 ,且相互正交 .

证  (1 ) 因为 detA= - 1 , AT A= I,故知

| - I - A| = | - AT A - A| = | A| | - AT - I | = - | - I - A| ,

所以 | - I - A| = 0 ,故 - 1 为 A的特征值 .

(2 ) 因为λ=α+ iβ是 A的特征值 , A为实矩阵 ,故其特征多项

式 pA (λ)是实系数多项式 ,其根成共轭对出现 ,所以λ=α- iβ也是

A的特征根 .由 Ax =λx,知 Ax =λx(前式两端取共轭即得 ) ,又因

为正交矩阵 A的属于不同特征值的特征向量相互正交 ,所以 x与

x正交 ,即有

0 = ( x,x) = ( x1 + ix2 , x1 - ix2 )      
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= ( x1 , x1 ) + i ( x2 , x1 ) + i ( x1 , x2 ) - ( x2 , x2 ) .

由实部 ,虚部分别等于 0,知

  ( x1 , x1 ) = ( x2 , x2 ) ,即 | x1 | = | x2 | ;

i ( x2 , x1 ) + i( x1 , x2 ) = 2i( x1 , x2 ) = 0 ,即 ( x1 , x2 ) = 0 .

评析  (1 ) 问题 ( 1)考察的是特征值的定义和计算公式 ,满足

|λI - A| = 0 的λ是 A 的特征值 ,故只要证出 | ( - 1 ) I - A | = 0 即

知 - 1 为 A的特征值 .

(2 ) 由问题 ( 2 )的证明结果知 ,实正交矩阵的复特征向量的实

部和虚部正交 (且模相等 ) ,这正是实正交矩阵相似标准形的基础

取 x1 , x2 为基的一部分 ,则在实数域上 ,σ在子空间 L ( x1 , x2 )上

的限制的矩阵表示为
 α β

-β α
.与 6 .2 节例 9 比较 ,加强对实正

交矩阵的特点的理解和认识 (如果孤立地看一个个定理和习题 ,会

觉得枯燥、抽象 .而从总体上去理解 ,把各知识面联系起来 ,就会发

现数学是既深奥又有趣的 ) .
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第 7章  酉  空  间

7.1  理 论 脉 络

1  内积的定义、伴随变换的定义

定义1  在 Vn ( C )中定义了一个二元复函数 ,即对 "α,β∈V ,

确定一个复数 ,记作 (α,β) ,它满足 :

(1 ) (α,β) = (β,α) ;

(2 ) ( kα,β) = k(α,β) ;     (2′) (α, kβ) = k(α,β) ;

(3 ) (α+β,γ) = (α,γ) + (β,γ) ;  (3′) (α,β+γ) = (α,β) + (α,γ);

(4 ) (α,α)≥0 ,且 (α,α) = 0�α= 0 .

则称 (α,β)是α与β的内积 ,定义了内积的 Vn ( C )称为酉空间 ,记

为 Un ( C ) .

酉空间的讨论与欧氏空间的讨论很相似 ,前面通过内积所做

的关于欧氏空间的讨论 ,都可以平行地在酉空间中进行 .这里强调

一下不同 .

(1 ) 内积的定义中 ,代替“对称性”的是“共轭对称性”;

(2 ) 内积的定义中 ,没有了双线性性 ;因 (α, kβ) = k(α,β) ;

(3) Cauchy-Schwarz不等式仍成立 ,但用内积写出来时要修改 .

| (α,β) |≤ |α| |β| ,→ (α,β) (α,β)≤ (α,α) (β,β) .

(4 ) 内积的度量矩阵 (不再是实对称阵 ) 而是埃尔米特

( Hermite )阵 .设 α1 ,α2 , ⋯ ,αn 为 Un ( C ) 中的一组基 , 令 G =

( (αi ,αj ) ) = ( gij ) ,则因 (αi ,αj ) = (αj ,αi ) ,故 GT = G,称为埃尔米特

阵 .由于 i = j时 , gii = gii ,故埃尔米特阵的对角线上元素全为实数 .

定义2 设σ,τ是 Un (C )上的线性变换 ,若对 "α,β∈Un ( C ) ,有



(σα,β) = (α,τβ) ,

则称τ是σ的伴随变换 (或共轭变换 ) ,记为σ
*

.

定理 1  设线性变换σ在 U n ( C )的标准正交基ε1 ,ε2 , ⋯ ,εn

上的矩阵是 A ,则σ的伴随变换σ
*
在同一组基ε1 ,ε2 ,⋯ ,εn 下的矩

阵是 AT .

2  酉变换与酉矩阵的定义与主要性质

定义3  若 n阶矩阵 U满足 UT U = I(即 UT
= U - 1

) ,则称 U为

酉矩阵 .

定义 4  设σ是 U n ( C )上的一个线性变换 ,若对任意α,β∈

U n ( C ) ,都有

(σα,σβ) = (α,β) ,

则称σ是 Un ( C )上的一个酉变换 .

定理 2  设σ是酉空间 Un ( C )上的线性变换 ,则以下 4 个命

题等价 :

(1 ) σ是为酉变换 ;

(2 ) "α∈Un ( C ) ,有‖σα‖ =‖α‖ ;

(3 ) σ把标准正交基变为标准正交基 ;

(4 ) σ在任意一组标准正交基下的矩阵是酉矩阵 .

酉矩阵有以下性质 :

(1 ) 行列式是模为 1 的复数 ,即 | detU | = 1 .

(2 ) 特征值是模为 1 的复数. 设σα=λα,则

(α,α) = (σα,σα) = (λα,λα) =λλ(α,α) ,

故λλ= 1 ,即 |λ| = 1 .

(3 ) 两个酉矩阵之积以及酉矩阵之逆仍为酉矩阵 .

(4 ) 酉矩阵的行、列都是标准正交向量组 , 即在内积 ( x, y) =

xT y下

UT U = I,  得∑
n

k = 1

uki u kj =δi j ;
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U UT
= I,  得∑

n

k = 1

uik u jk =δi j .

(5 ) 酉矩阵的属于不同特征值的特征向量是相互正交的 .

3  规范变换与规范矩阵

定义 5  设σ是 Un ( C )上的线性变换 ,若有

σσ* =σ*σ,

则称σ是规范变换 (正规变换 ) .

定义6  设 n阶矩阵 A满足 A AT
= AT A,则称 A为规范矩阵 .

命题  规范变换在标准正交基下的矩阵是规范矩阵 .

定理3 设σ是 Un (C )上的规范变换 ,若有σξ=λξ,则σ
*
ξ=λξ .

定理 4  设σ是 Un ( C )上的规范变换 ,则σ的属于不同特征

值的特征向量相互正交 .

定理5  n阶矩阵 A可以酉相似于对角矩阵�A是规范矩阵 .

定理 6  两个可交换的规范矩阵 ,可以同时酉对角化 ,即当

AB= BA,且AT A= AAT , BT B= BBT
时 ,存在酉矩阵 U,使

U - 1 AU=

λ1 In
1

λ2 In
2

w
λs In

s

,

其中 ni 为 A的特征值λi 的重数 ,λi≠λj ( i≠ j) ,∑
s

i = 1

ni = n ;

U - 1 BU=

μ11

w
μ1 n

1

w
μs n

s

,

其中μij为 B的特征值 , i = 1 ,⋯ , s, j = 1 ,⋯ , ni .

4  埃尔米特变换与埃尔米特矩阵、定义与主要定理、正定性

定义 7  若 n阶矩阵 H = ( hij )满足 HT = H(或 hi j = hj i ) ,则称
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H为埃尔米特矩阵 .

定义 8  设σ为 Un ( C )上的线性变换 ,若对 "α,β∈Un ( C ) ,有

(α,σβ) = (σα,β) ,

则称σ为埃尔米特变换 .

定理 7  σ为埃尔米特变换

  �σ在标准正交基下的矩阵为埃尔米特矩阵 .

对埃尔米特矩阵和埃尔米特变换 ,有 :

(1 ) 特征值是实数 .设σα=λα,由

(σα,α) = (α,σα) ,得λ(α,α) =λ(α,α) .

因α≠0 ,故λ=λ,即知λ为实数 .

(2 ) 属于不同特征值的特征向量相互正交 .

( 3) 对任意α∈U n ( C ) , (σα,α)是实数 .由于 (σα,α) = (α,σα) =

(σα,α) ,故得证 .

定义 9  n个复变量 x1 ,⋯ , xn 的二次齐次函数

f = ∑
n

i = 1
∑

n

j = 1

aij x i x j   ( ai j = aj i ) ,

称为埃尔米特二次型 .

定义 10  设σ是 Un ( C )的埃尔米特变换 , 若对 "α(≠0 )∈

U n ( C ) ,有 (σα,α) > 0 ,则称σ是正定埃尔米特变换 .

令 A= ( aij ) ,  ai j = aj i , x= ( x1 ,⋯ , xn )
T

,

则 f = ( x1 ,⋯ , xn ) A

x1

…

xn

= xT Ax .

显然 , AT
= A .A称为埃尔米特二次型的矩阵 .

设σ在 U n ( C )的标准正交基ε1 , ⋯ ,εn 上的矩阵是 A,任取

α∈Un ( C ) ,它的坐标记为 x,则有

(σα,α) = xT AT x= xT Ax .

这说明正定埃尔米特变换恰相当于说埃尔米特二次型正定 .因由
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上式知

(σα,α) > 0�xT Ax> 0 .

这里矩阵 A是线性变换σ的矩阵 ,也是埃尔米特二次型的矩阵 .

在实线性空间中 ,我们讨论过正定二次型 ,正定实对称矩阵 ,

当然也可以讨论正定实对称变换 ,显然它在标准正交基下的矩阵

是正定实对称矩阵 .

在酉空间中关于正定性的讨论是以“变换的语言”来叙述的 ;

正定埃尔米特变换在标准正交基下的矩阵称为正定埃尔米特

矩阵 ;

以正定埃尔米特矩阵为矩阵的埃尔米特二次型称为正定埃尔

米特二次型 .

定理 8  埃尔米特变换σ正定�σ的特征值 > 0 .

又因 detA=λ1 λ2 ⋯ λn > 0 ,故得到下面的结论 .

推论  正定埃尔米特矩阵的行列式是正实数 .

定理 9  设 α1 ,α2 , ⋯ ,αn 为 U n ( C )的任意一组基 , 记 G =

( (αi ,αj ) ) ,则 detG> 0 .

定理 10  设 A 是埃尔米特矩阵 ,则 A正定� A 的顺序主

子式 > 0 .

定理 11  设 A, B是两个埃尔米特矩阵 ,且 A正定 ,则存在可

逆复矩阵 P,使得

PT AP = I,  PT BP = diag ( c1 , c2 ,⋯ , cn ) .

7.2  典型题讲评

例 1  设 A=

0 1 - 2

1 0 - 1

1 - 1 0

,试求一个酉矩阵 U,使得 UT AU
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为上三角矩阵 .

解  方法 1  首先求 A的特征多项式,因为 pA (λ) = |λI - A| =

λ
3

- 1 ,所以λ1 = 1 为 A的实特征值. 对λ1 = 1 ,解得模为 1 的特征

向量 x1 =
1

2
( 1 , 1 , 0)

T
,将其扩充为C

3
的标准正交基 ,取

x2 =
1

2
( 1 , - 1 , 0) T , x3 = (0 ,0 ,1 ) T .

令 U1 = ( x1 , x2 , x3 ) ,则 U1 是酉矩阵 ,且有

UT
1 AU1 =

1 0 -
3

2

0 - 1 -
1

2

0 2  0

=
1 α

0 A2

,

其中α= 0 , -
3

2
, A2 为右下角二阶矩阵 ,对 A2 解得属于特征值

λ2 =
- 1 + 3i

2
的特征向量 y1 = -

1

3
,
1 + i 3

6

T

,将其扩充为C
2

的标准正交基 ,得

y1 =

-
1

3

1 + i 3

6

,  y2 =

1 - i 3

6

1

3

.

令 U2 = ( y1 , y2 ) ,则 U2 是酉矩阵 ,且有

UT
2 A2 U2 =

- 1 + i 3
2

-
3

6
i

0
- 1 - i 3

2

.
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U = U1

1 0

0 U2

=

1

2
-

1

6

1 - i 3

2 3

1

2

1

6

- 1 + i 3

2 3

0 1 + i 3

6

1

3

,

则得

U - 1 AU =

1
- 3 - 3i

2
-

3

6

0
- 1 + i 3

2
-

3i

6

0 0
- 1 - i 3

2

 (U - 1 = UT ) .

方法 2  由 pA (λ) =λ3 - 1 = 0 ,得

λ1 = 1 ,  λ2 =
- 1 + i 3

2
,  λ3 =

- 1 - i 3
2

.

对λi ,分别解 (λi I - A) x= 0,得各相应的特征向量 : 取

x1 = (1 , 1 , 0 )
T

;

x2 = 1 + i 3
2

, 1 , 1
T

;

x3 = 1 - i 3
2

, 1 , 1
T

.

  令 P = ( x1 , x2 , x3 ) ,则有

P - 1 AP = diag 1 ,
- 1 + i 3

2
,

- 1 - i 3
2

,

又由对复矩阵 P有 U, T分解 ,即

P= UT,

其中 P可逆 ,U为酉矩阵 , T为对角线元素为正数的上三角矩阵 .
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所以

(UT) - 1 A(UT) = D,即 U - 1 AU= TDT- 1
.

因为上三角矩阵的逆为上三角矩阵 ,上三角矩阵之积为上三角矩

阵 ,故 TDT - 1
为上三角矩阵 ,且因 U为酉矩阵 ,故 U - 1

= UT
.

此方法要对 P的列进行施密特正交化 ,故计算量较大 ,书写

如下 :

e1 = 1

2
x1 ,记β1 = x1 ,  则 e1 = 1

‖β‖
β1 ,

β2 = x2 - ( x2 ,e1 ) e1 = x2 -
3 + i 3

2 2
e1

= - 1 + i 3
4

,
1 - i 3

4
, 1

T

,

‖β2‖ =
3
2

,所以 e2 =
1
‖β2‖
β2 ,

β3 = x3 - ( x3 ,e1 ) e1 - ( x3 ,e2 ) e2

= x3 -
3 - i 3

2 2
e1 -

3 + i

2 2
e2

= -
i

3
,

i

3
,

3 - i

2 3

T

,

‖β3‖ = 1 ,所以 e3 = β3 .

反解之 ,得

x1 =‖β1 ‖e1 = 2e1 ,

x2 =‖β2 ‖e2 + ( x2 ,e1 ) e1 =
3
2

e2 +
3 + i 3

2 2
e1 ,

x3 =‖β3 ‖e3 + ( x3 ,e1 ) e1 + ( x3 , e2 ) e2 = e3 +
3 - i 3

2 2
e1 +

3 + i

2 2
e2 ,

即有

5227. 2  典型题讲评



( x1 , x2 , x3 ) = ( e1 , e2 , e3 )

2
3 + i 3

2 2

3 - i 3

2 2

0
3
2

3 + i

2 2

0 0 1

= UT ,

而

U = ( e1 , e2 , e3 ) =

1

2

- 1 + i 3

2 6
-

i

3

1

2

1 - i 3

2 6

i

3

0
2

6

3 - i

2 3

,

使得 UT AU为上三角矩阵 .

讲评  (1 ) 此题考察的理论依据是 5 .1 节定理 9 推论 ,我们

在 5 .2 节例 15 中已给出证明 .本题是一个具体实践 ,故从这个本

意上来看 ,提倡用方法 1. 另外 ,虽然 A有 3 个不同的特征值 (从而

有 3 个线性无关的特征向量 ) ,故 A相似于对角矩阵 .对角矩阵当

然也包含在上角矩阵范围之内 ,但看清题目要求 ,还有一条“求一

个酉矩阵”,即找的特征向量线性无关还不行 ,还要求它们是正交

的 .所以若走求特征值、特征向量的路 ,而算出的特征向量不正交

的话 ,就还得施密特正交化 ,即如方法 2 ,事实上计算量会比一步

步求上三角矩阵还要大 .

(2 ) 由本章定理 5 知 ,当且仅当 A为规范矩阵 , A酉相似于对

角矩阵 .即如果你先验证出有 A AT = AT A,则用方法 2 求得的 P

可以证它是酉矩阵 ,因为规范矩阵属于不同特征值的特征向量相

互正交 ,故只要把各特征向量单位化一下即得酉矩阵 U .

(3 ) 两种方法算出的 U不同 ,说明 U是不惟一 . 当然上三角
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矩阵也不惟一 .

例 2  设 A, B是正定埃尔米特矩阵 ,若 AB是埃尔米特矩阵 ,

证明 AB正定 .

证  方法 1  由已知 AB是埃尔米特矩阵 ,故

AB= ( AB) T = BT AT = BA,

即 A, B乘法可交换 . 由本章定理 6 知 ,存在酉矩阵 U,使

UT AU = diag{λ1 ,⋯ ,λn } ,

UT BU = diag{μ1 ,⋯ ,μn } ,

则有 UT ABU = UT AU UT BU,

= diag{λ1μ1 ,⋯ ,λnμn } ,

因为λiμi > 0 ( i = 1 ,⋯ , n) ,所以 AB正定 .

方法 2  因为 A, B正定 ,所以存在可逆矩阵 P, Q使 A =

PT P, B= QT Q,则

AB= PT PQT Q= PT PQT QPT ( PT ) - 1 ,

故知 AB与 P QT QPT 相似 .而 PQT QPT = ( QPT ) T Q PT 是正定埃

尔米特矩阵 ,故其特征值全为正 ,于是由相似的矩阵有相同的特征

值得知 : AB的特征值皆为正 .又已知 AB为埃尔米特矩阵 ,所以

AB正定 .

方法 3  设 A, B分别为 Un ( C )中的线性变换 A, B在标准正

交基下的矩阵 ,则 A, B, AB均为埃尔米特变换 ,由

AB = (AB )* = B * A * = BA ,

知 A, B乘法可交换. 故必存在 U n ( C )的标准正交基η1 ,η2 ,⋯ ,ηn

使得

Aηi =λiηi ,  Bηi =μiηi ,  i = 1 ,⋯ , n .

于是 ,对任意α∈V ,设α= ∑
n

i = 1

xiηi ,有

( ABα,α) = AB∑
n

i = 1

xiηi ,∑
n

j = 1

x jηj = ∑
n

i = 1

x iλiμiηi ,∑
n

j = 1

x jηj
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= ∑
n

i = 1

x i∑
n

j = 1

x jλiμi (ηi ,ηj ) = ∑
n

i = 1

x i x iλiμi > 0

(这里用到因 A, B正定 ,所以λi ,μi 均为正 ) .故知 AB为正定埃尔

米特变换 ,故 AB是正定埃尔米特矩阵 .

讲评  (1 ) 方法 3 与方法 1 用的理论是一个 ,只不过一个用

“变换的语言”,一个用“矩阵的语言”叙述 ,即“当 AB = BA 时 , A,

B可同时对角化”. 如果没有这一条 ,方法 3 就证不出来 . 换句话

说 ,如果你的证明中没用到这一条件 ,肯定哪儿出了问题 .

如有的同学这样写 :

“任取α∈V ,有

( ABα,α) = (Aμα,α) =μ( Aα,α)

=λμ(α,α) .

因 (α,α) > 0 ,λ> 0 ,μ> 0 ,故得

(ABα,α) > 0 ,

所以 , AB正定 .”

这事实上假定了空间 Un ( C )中所有的向量都是 A, B, AB 的

特征向量. 这显然是加了条件 ,我们说 :

① 方法 3 利用 AB = BA这一条件说明空间中可以找到一组

基 ,即 A和 B的公共的特征向量 ,从而也是 AB的特征向量 ;

② 想一想 ,若任意α都是 A , B, AB的特征向量 ,这 3 个变换

都是什么变换 ? 它们恰是

A =λε,  B =με,  AB =λμε.

这改动是不是太大了 ?!

例3 设 A是正定的埃尔米特矩阵,证明若 A是酉矩阵,则A= I .

证  因埃尔米特矩阵的特征值都是实数 (证明见 7 .1 节 ) ,且

由 A是埃尔米特矩阵 ,知有 AT
= A,又由 A是酉矩阵 ,故有 AT A=

I,于是得

AT A= A2
= I,
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故得λ2 = 1 , 即λ= ±1 (由 Ax =λx,知  Ix = A2 x= Aλx =λ2 x,故

λ
2

= 1) .由题设知 A正定 ,所以λ= 1.

因为埃尔米特矩阵可酉相似于对角矩阵 , 即存在酉矩阵

U,使得

UT AU= I,故 A= U UT
= I .

讲评  此题中条件给得很充分 (强 ) ,故证明并不难. 比如也

可这样叙述 : 由 A是酉矩阵 ,知其特征值模为 1;又 A是正定的埃

尔米特矩阵 ,特征值应为正实数 ,故 A的特征值全为 1 .由本章定

理 5 故存在酉矩阵 ,使

UT AU= I, 即 A= I .

例 4  设 A∈Mm, n ( C ) ,证明 AT A和 A AT
都是半正定埃尔米

特矩阵 .

证  因( AT A) H
= (AT A) ,故 AT A和 AAT

都是埃尔米特矩阵 .

(用定义证 ) ,对任意 x∈C ,有

xT AT Ax= ( Ax) T ( Ax)≥0 ,

所以 AT A半正定 (当 x≠0 时 , Ax≠0�A可逆 ) ,故当 A可逆时 ,

AT A是正定的 .同理可证 AAT
是半正定的 .

讲评  事实上 ,我们有定理 : 埃尔米特矩阵 B半正定的充要

条件为存在复矩阵 A,使得 B = AT A .本题恰为该定理的充分性 .

定理的必要性证明如下 : 因 B是埃尔米特矩阵 ,由本章定理 5,知

存在酉矩阵 U,使得

B = UT diag{λ1 ,⋯ ,λn }U  (其中λi≥0 ) .     

= UT
diag { λ1 ,⋯ , λn } , U UT

diag { λ1 ,⋯ , λn } , U

= AT A,

其中 A= UT diag { λ1 ,⋯ , λn }U .

例 5  设 V 是酉空间 , H是 V 上埃尔米特变换 (即自伴随变

换 ) .证明 :
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(1 ) ‖α+ iHα‖ =‖α- iHα‖  (对任意α∈V ) ;

(2 ) α+ iHα=β+ iHβ 当且仅当α=β;

(3 )ε+ iH 非奇异 ;

(4 )ε- iH 非奇异 ;

(5 ) U = (ε- iH) (ε+ iH)
- 1
是酉变换 (此处设 V 是有限维 ) .

证  (1 ) ‖α+ iHα‖2 = (α+ iHα,α+ iHα) = (α,α) + (Hα,Hα)

- i(Hα,α) + i(α,Hα) =‖α- iHα‖2
;

(2 ) �  充分性显然 .

�  由已知等式得 iH(α-β) = - (α-β) ,故 H(α-β) = i (α-

β) ,由 H的特征值为实数 ,所以α-β= 0 ,即α=β(事实上 ,若α≠β,

则α- β是 H的属于特征值 i 的特征向量 , 与 H的特征值为实

数矛盾 .).

(3 ) 因为 H 的特征值均为 实数 , 所以 det ( I + iH ) =

det i
1
i

I + H ≠0 ,故 I + iH非奇异 (这里 H为 H在 V 中标准正

交基下的矩阵表示 , H是埃尔米特矩阵 .).

(4 ) 同 ( 3 ) ,因为 | I - iH | = i
1
i

I - H ,
1
i
不是 H 的特征

值 ,所以 1
i

I - H ≠0 .

(5 ) 因为 (ε+ iH) (ε - iH) = (ε - iH) (ε+ iH) , 前后均

乘 (ε- iH) - 1得

(ε- iH)
- 1

(ε+ iH) = (ε+ iH) (ε- iH)
- 1

.

于是由

U* = ( (ε+ iH) - 1 ) * (ε- iH) * = (ε* - iH* ) - 1 (ε+ iH* )

= (ε- iH)
- 1

(ε+ iH) ,

利用前式可得 U* = (ε+ iH) (ε- iH)
- 1

,
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所以 U* U = UU* =ε.

故知U是酉变换 .

讲评  这组小题目的证明主要用了以下这些知识 :

(1 ) 埃尔米特变换的定义 : 对任意α∈ V , 若有 (Hα,α) =

(α,Hα) ,则称H为埃尔米特变换 .

(2 ) 埃尔米特变换的特征值均为实数 . 如把它用到问题 ( 2)

的证明中 ,从式

H(α-β) = i(α-β) ,

知α-β= 0;用到问题 ( 3)的证明中 ,知 | I + iH | = i
1
i

I + H ≠0

因 -
1
i
不是 H的特征值 ;用到问题 (4 )中 , 1

i
不是 H的特征值 ,

故
1
i

I - A ≠0 等等 .

(3) 酉变换的定义:满足U* U =ε或UU* =ε的U称为酉变换 .

问题 ( 5 )就是用此定义证出 ,当然直接按定义乘 ,还不是所要的结

论 ,为此根据所需 ,中间把U* 做了一次恒等变形 .

例 6  设θ为实数 ,证明以下矩阵酉相似

A=
cosθ - sinθ

sinθ  cosθ
,  D=

e
iθ

0

0 e - iθ
.

解  |λI - A| =
λ- cosθ sinθ

- sinθ λ- cosθ
=λ

2
- 2λcosθ+ 1 ,

所以 λ= cosθ±i sinθ= e
± iθ

.

对λ1 = cosθ+ i sinθ, 解得全部特征向量为 x1 = c1

i

1
, 取

e1 =
1

2

i

1
;对λ2 = cosθ- i sinθ, 解得特征向量为 x2 = c2

1

i
, 取

1327. 2  典型题讲评



e2 =
1

2

1

i
.

令 U = ( e1 , e2 ) =
1

2

i 1

1 i
,

则 U为酉矩阵 ,且有

U - 1
cosθ - sinθ

sinθ  cosθ
U =

eiθ

e
- iθ

.

讲评  事实上 ,这里的矩阵 A是一个实正交矩阵 (它也是一

个规范矩阵 ) ,因满足 AT A= AAT = I .

由本题的证明 ,同学们可以看到实正交矩阵不一定实相似于

对角矩阵 ,因为它的特征值除了可以为±1 (实根 )还可以是模为 1

的复数 (形如 e
iθ

) .当实正交矩阵有复特征值时 , 它只能酉相似于

对角矩阵 D. 若要在实数域中求它的相似标准形 ,只能是

A～diag 1 ,⋯ ,1 , - 1,⋯ , - 1
cosθ1 - sinθ1

sinθ1  cosθ1
,⋯ ,

cosθt - sinθt

sinθt  cosθt
,

即共轭复根部分提供的是二阶子矩阵 ,此时空间分解为一维和二

维不变子空间的直和 .

例7  证明本章定理 5 ,即 n阶矩阵 A可以酉相似于对角矩阵

�A是规范矩阵 .

证  � (必要性 )设存在酉矩阵 U,使得

U - 1 AU=

λ1

w

λn

, U - 1
= UT

,

则

A= U

λ1

w

λn

U - 1 ,  AT = U

λ1

w

λn

U - 1 ,
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所以

AAT
= U

λ1λ1

w

λnλn

U - 1
= AT A .

� (充分性 )对 A的阶数用归纳法 .当 n = 1 时 ,结论显然成立 .今

设 A为 n - 1 阶时结论成立 , 则当 A 为 n 阶矩阵时 , 设 Ax1 =

λ1 x1 ( || x1 || = 1 ) ,可扩充 x2 ,⋯ , xn ,使

Un = ( x1 , x2 ,⋯ , xn )

为酉矩阵 ,则有

U - 1
n AUn =

λ1 c

0 An - 1

,  其中 c1× ( n - 1 ) .

于是得

     A= Un

λ1 c

0 An - 1

U - 1
n ,  AT = Un

λ1 0

cT AT
n - 1

U - 1
n ,

AAT = Un

λ1λ1 + ccT cAT
n - 1

An - 1 cT An - 1 AT
n - 1

U - 1
n ,

AT A = Un

λ1λ1 λ1 c

cTλ1 cT c+ AT
n - 1 An - 1

U - 1
n .

由 AAT = AT A,得

λ1λ1 + ccT =λ1λ1 ,

An - 1 AT
n - 1 = cT c+ AT

n - 1 An - 1 .
即

ccT
= 0 ,

An - 1 AT
n - 1 = AT

n - 1 An - 1 .

所以 An - 1为规范矩阵. 由归纳假设存在 n - 1 阶酉矩阵 Un - 1 ,使

U - 1
n - 1 An - 1 Un - 1 =

λ2

w

λn

.

令 U = Un

1 0

0 Un - 1

,  则 U - 1 =
1 0

0 U - 1
n - 1

U - 1
n .
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因为两个酉矩阵之积仍为酉矩阵 ,故 U为酉矩阵 ,且有

U - 1 AU =
1 0

0 U - 1
n - 1

U - 1
n AUn

1 0

0 Un - 1

    

=
1 0

0 U - 1
n - 1

λ1 0

0 An - 1

1 0

0 Un - 1

=
λ1 0

0 U - 1
n - 1 An - 1 Un - 1

=

λ1

w

λn

.

讲评  (1 ) 这个定理揭示了规范矩阵的本质 : 即可以酉相似

于对角矩阵的矩阵 .也可以这样认为 : 前人恰是把“可以酉相似于

对角矩阵的所有矩阵”称为规范矩阵 , 而后发现它们都满足

AAT = AT A(见证明的必要性 ) .现在则拿后者做规范矩阵的定义

(你会觉得既抽象又神秘 ,他怎么会想到这个呢 ? 实际上 ,可对角

化这条性质在起决定作用 ) .

(2 ) 实对称矩阵、实正交矩阵、酉矩阵 ,埃尔米特矩阵都是规

范矩阵 ,那么规范矩阵是否仅由这 4 种特殊矩阵组成 ?回答是否

定的 .如 ,形如

UT
3 + 5i 0

0 2 - i
U   (其中 U为酉矩阵 )

的矩阵是规范矩阵 ,但它不是那 4 种矩阵之一 .理解了那 4 种矩阵

特征值的特点 ,和酉相似对角矩阵的本质 ,你也可以随手举出一个

例子来 (注意实对称矩阵和埃尔米特矩阵的特征值为实数 ,实正交

矩阵与酉矩阵的特征值是模为 1 的复数 ) .

例 8  证明本章定理 6 ,即两个可交换的规范矩阵 ,可以同时

酉对角化 .

证  设 A, B为 n阶规范阵 ,且有 AB= BA .因 A为规范矩阵 ,

故存在 n阶酉矩阵 T,使
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T- 1 AT =

λ1 In
1

λ2 In
2

w

λs In
s

, λi≠λj ( i≠ j) , i, j = 1 ,⋯ , s .

由 AB= BA,得

( T- 1 AT) T- 1 BT= T- 1 BT( T- 1 AT) . ( 1 )

设 T- 1 BT = ( Bij ) ,则由上式 ,知有

λi ( Bij ) =λj ( Bi j ) ,  i, j = 1 ,⋯ , n .

因当 i≠ j时 ,λi≠λj ,故有 Bi j = 0( i≠ j) ,即

T - 1 BT=

B1 1

B2 2

w

Bss

,

其中 Bii为 ni 阶矩阵 ,又由BT B= BBT ,知

BT
ii Bii = Bii BT

ii  ( i = 1 ,⋯ , s) , ( 2)

即 Bii ( i= 1 ,⋯ , s)是规范矩阵 ,故存在 ni 阶酉矩阵 Qi 使

Q- 1
i Bii Qi = diag{μi1 ,⋯ ,μin

i
} .

取 Q=

Q1

w

Qs

,它为酉矩阵 ,令 U = TQ,U亦为酉矩阵 ,

则有

U- 1 AU = Q- 1 diag{λ1 In
1

,⋯ ,λs In
s
} Q

= diag{λ1 In
1

,⋯ ,λs I n
s
} ;

U- 1 BU = Q- 1 ( T- 1 BT) Q = Q- 1 diag ( B1 1 ,⋯ , Bss ) Q

= diag{μ11 ,⋯ ,μ1 n
1

,⋯ ,μs1 ,⋯ ,μsn
s
} .

讲评  (1 ) 这里说的酉对角化是指相似于对角矩阵 ,且变换

矩阵是酉矩阵 .同时是指找到公共的 U,使 U - 1 AU和 U - 1 BU都是
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对角矩阵 .

(2 ) 证明中有两步是关键 : ①由 (1 )式知 T- 1 BT与对角矩阵

T - 1 AT可交换 .马上可联想到矩阵乘法中的习题 : 与 T- 1 AT这样

的对角矩阵可交换的矩阵必为准对角矩阵 ,其分块与 T - 1 AT的分

块同 (同时 ,也可联想到另一个题 : 与对角线上元素不相等的对角

矩阵乘法可交换的矩阵必为对角矩阵 ) .事实上 ,我们在解答中给

出了证明 .② (2 )式的得出是另一个关键 ,这只要在前一个式子中

把 B解出并代入 BT B= BBT
中即得 . 于是在 T - 1 AT为对角矩阵

的前提下 ,可继续把每个 Bii化为对角矩阵 (且保持 T - 1 AT的对角

矩阵不变 ) .

(3 ) 当把定理中的规范矩阵改为埃尔米特矩阵时 ,有命题 :

设 A, B是两个 n 阶埃尔米特矩阵 , 且满足 AB= BA,则存在酉矩

阵 U,使得

UT AU= diag {λ1 ,⋯ ,λn } ,

UT BU= diag {μ1 ,⋯ ,μn } .

注意  此命题不同于本章定理 11 ,从本质上说这里是相似对

角化 ,对角线上分别是 A, B的特征值 ,那里是相合对角化 ,由 P的

不同 , ci 也会变化 .

例 9  设σ是酉空间上的线性变换 ,ε1 , ⋯ ,εn 是 Un ( C )的标

准正交基 ,若对 "α∈U n ( C ) ,有‖σα‖ = ‖α‖ .试证 :σε1 , ⋯ ,σεn

也是 Un ( C )的标准正交基 .

证  取α=εi +εj ,由

(σ(εi +εj ) ,σ(εi +εj ) ) = (εi +εj ,εi +εj ) ,

得 (σεi ,σεi ) + (σεi ,σεj ) + (σεj ,σεi ) + (σεj ,σεj )

 = (εi ,εi ) + (εi ,εj ) + (εj ,εi ) + (εj ,εj ) .

又因 (σεi ,σεi ) = (εi ,εi ) , (σεj ,σεj ) = (εj ,εj ) ,故有

Re (σεi ,σεj ) = Re(εi ,εj ) .

再取α=εi + iεj ,由
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(σ(εi + iεj ) ,σ(εi + iεj ) ) = (εi + iεj ,εi + iεj )

得

(σεi ,σεi ) - i(σεi ,σεj ) + i(σεj ,σεi ) + (σεj ,σεj )

 = (εi ,εi ) - i (εi ,εj ) + i (εj ,εi ) + (εj ,εj ) - i(σεi ,σεj ) + i (σεj ,σεi )

 = - i(εi ,εj ) + i(εj ,εi ) ,

Im(σεi ,σεj ) = Im(εi ,εj ) .

于是有

(σεi ,σεj ) = (εi ,εj ) =δi j .

故知σε1 ,⋯ ,σεn 亦是 U n ( C )的标准正交基 .

讲评  ( 1 ) 在这里不同于欧几里得空间的是 (σεj ,σεi ) =

(σεi ,σεj ) ,故 (σεi ,σεj ) + (σεj ,σεi ) = 2 Re(σεi ,σεj ) .所以第一步

取α=εi +εj 时 ,只能得到 (σεi ,σεj )与 (εi ,εj )的实部相等 ,而不是

它们相等 .因此还必须选新的向量α,以利用‖σα‖ =‖α‖证出前

面关系式的虚部相等 .

(2 ) 上述证明同样适合于证 :σ是酉变换�是对任意α∈V 有

‖σα‖ = ‖α‖的充分性的证明 .因为当有了 (σεi ,σεj ) = (εi ,εj )

后 ,两边乘 xi y j ,再求和 ,得

∑
n

i = 1
∑

n

j = 1

xi y j (σεi ,σεj ) = ∑
n

i = 1
∑

n

j = 1

xi y j (εi ,εj ) ,

即对任意α,β∈V ,有 (σα,σβ) = (α,β) ,故σ为酉变换 .

例 10  试证 : 酉矩阵的特征值是模为 1 的复数 .

证  设σα=λα,则有

(α,α) = (σα,σα) = (λα,λα) =λλ(α,α) .

因 (α,α)≠0 ,故有λλ= 1 ,即 |λ| = 1 .

讲评  由上述证明 ,知正交矩阵的特征值也是模为 1 的复数 .

因为在不知道正交矩阵的特征值为实数时 , (λα,λα)≠λ2 (α,α)只

能按复的处理 ,只有在知其特征值为实的时 ,才能用欧几里得空间

的内积来算. 事实上 ,如 7 .2 节例 6 ,实正交矩阵的特征值确实可
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以为复数 .

例 11  证明 : 酉矩阵的属于不同特征值的特征向量是相互

正交的 .

证  设σξ1 =λ1ξ1 ,σξ2 =λ2ξ2 ,λ1≠λ2 ,则有

(ξ1 ,ξ2 ) = (σξ1 ,σξ2 ) = (λ1ξ1 ,λ2ξ2 ) =λ1 λ2 (ξ1 ,ξ2 ) .

因λ1≠λ2 ,故λ1λ2≠1 ,所以必 (ξ1 ,ξ2 ) = 0 .

讲评  (1 ) 设λ1 = e
iθ

1 ,λ2 = e
iθ

2 , 因λ1 ≠λ2 , 故θ1 ≠θ2 , 而λ2 =

e
- iθ

2 ,所以

λ1λ2 = e
i (θ

1
- θ

2
)
≠e

i0
= 1 .

(2) 实正交矩阵、埃尔米特矩阵、规范矩阵属于不同特征值的特

征向量是相互正交的 ,证明与这里的叙述类似 ,请读者自己写出 .

例12  试证 Cauchy-Schwarz不等式 ,即对 "α,β∈Un (C ) ,有

(α,β) (α,β)≤ (α,α) (β,β) .

证  设α≠0 ,对任λ∈C有

0 ≤ (λα+β,λα+β) = (λα,λα) + (λα,β) + (β,λα) + (β,β)

=λλ(α,α) +λ(α,β) +λ(β,α) + (β,β)

=λ(λ(α,α) + (β,α) ) +λ(α,β) + (β,β) .

取λ= -
(β,α)
(α,α)
λ= -

(α,β)
(α,α)

,则有 -
(α,β) (β,α)

(α,α)
+ (β,β)≥0 ,

所以有   (α,β) (α,β)≤ (α,α) (β,β) .

讲评  在欧几里得空间 ,证明这个不等式用的是二次三项式

的理论 ,这里不能用 ,故选择特殊的λ,以完成证明 .

例 13  证明 : 线性变换 A 是规范 (正规 )的当且仅当 A =

H1 + iH2 ,其中H1 和H2 是可交换的埃尔米特变换 .

证  先证对任意一线性变换 A ,均有 A = H1 + iH2 ,其中H1 ,H2

均为埃尔米特变换 .因为

A =
A + A *

2
+

A - A *

2
=

A + A *

2
+ i

A - A *

2i
= H1 + iH2 ,
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且有    (H1 )
*

=
A + A *

2

*

= H1 ;

(H2 )
*

=
A - A *

2i

*

=
- ( A* - A )

2i
= H2 .

下面只需证明

A是规范的�H1 H2 = H2 H1 .

由 A = H1 + iH2 ,得 A * = (H1 + iH2 ) * = H *1 - iH *2 = H1 - iH2 ,所以

A * A = (H1 - iH2 ) (H1 + iH2 )= H 2
1 - iH2 H1 + iH1 H2 + H 2

2 ,

AA * = (H1 + iH2 ) (H1 - iH2 ) = H 2
1 + iH2 H1 - iH1 H2 + H 2

2 .

于是

A * A = AA * �2iH1 H2 = 2iH1 H2�H1 H2 = H2 H1 ,

故知

A是规范的�A * A = AA * �H1 H2 = H2 H1 .

讲评  (1 ) 这道题给出规范变换的又一条性质 , 即它可以写

成两个埃尔米特变换的“和”(H1 + iH2 ) ,且 H1 和 H2 乘法可交换 .

对规范矩阵当然也有类似的结论 .

(2 ) 比较实矩阵的分解 : 任意 n阶矩阵

A=
A+ AT

2
+

A - AT

2
= A1 + A2 ,

其中 A1 为实对称矩阵 , A2 为反对称矩阵 .容易验证 .

AAT
= ( A1 + A2 ) ( A1 - A2 ) = A2

1 + A2 A1 - A1 A2 - A2
2 ,

AT A= ( A1 - A2 ) ( A1 + A2 ) = A2
1 - A2 A1 + A1 A2 - A2

2 .

故得

AT A= AAT�A1 A2 = A2 A1 .

(3 ) 设 A为实矩阵 ,按题的分解是

A=
A+ AT

2
+

A - AT

2
=

A+ AT

2
+ i

- i ( A - AT
)

2
= H1 + i H2 ,

即 H2 = i( AT
- A)/ 2,则 H1 , H2 均为埃尔米特矩阵 ,于是由题解知有

AT A= A AT� H1 H2 = H2 H1 ,
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即按如此拆开成两个矩阵之和 ,则 A为规范矩阵的充要条件是 H1

与 H2 乘法可交换 .

注意 ,反对称矩阵是规范矩阵 ,但不是埃尔米特矩阵 ,实对称

矩阵当然是埃尔米特矩阵 .

7.3  考试题评析

例 1  设 A=
1 i

i 1
,  B=

0 i

i 0
.

试求酉矩阵 U,使 U - 1 AU, U - 1 BU同时为对角矩阵 (写出对

角矩阵 ) .

解  因 A= I + B,故有 AB= BA,所以 A, B可同时酉对角化 ,由

|λI - B| =
λ - i

- i λ
=λ

2
+ 1 = 0 ,

知λ=±i为 B的特征值 ,分别解 B的属于特征值±i的特征向量 ,有

由 ( i I - B) =
i - i

- i i
,得 x1 =

1

1
, e1 =

1

2

1

1
;

由 ( - i I - B) =
- i - i

- i - i
,得 x2 =

 1

- 1
, e2 =

1

2

1

- 1
.

取 U = ( e1 , e2 ) =
1

2

1  1

1 - 1
,则有

U - 1 AU=
1 + i

1 - i
, U - 1 BU=

i

- i
.

评析  (1 ) 解这类问题 ,若先验证 AB = BA,且AT A= A AT
,

BT B= BBT ,则从理论上可保证它们可同时对角化 ,故当把一个对

角化后 ,比如求 B的特征值、特征向量 ,找到方阵 U,使 U - 1 BU为

对角矩阵时 ,U - 1 AU亦为对角矩阵 ,直接做矩阵乘法 ,算出对角矩

阵是什么就行了 .
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(2 ) 若不验证 , A, B是否为规范矩阵及 AB = BA. 则可分别求

A, B的特征值和特征向量 ,看它们是否有公共的 n个正交的特征

向量 ? 若有 ,排成矩阵 U,则

UT AU= diag {λ1 ,⋯ ,λn } ,

UT BU= diag{μ1 ,⋯ ,μn } .

直接写出各自的对角矩阵就行了 ,不用做矩阵乘法 .

例 2  设 e1 , e2 , e3 为欧几里得空间R 3的自然基 , R 3上的线性

变换σ分别把向量α1 = ( 1 , 1 , 1)
T

,α2 = (0 , 1 , 1 )
T

,α3 = ( 0 , 0 , 1)
T

,

变为向β1 = (7 , - 1 , 4 ) T ,β2 = ( 3 , 1 , 2) T ,β3 = ( 1 , 2 , 1) T .

试求σ和σ
*

(σ的共轭变换 )在基 e1 , e2 , e3 下的矩阵表示 .

解  设 σ在基 e1 , e2 , e3 下的矩阵表示为 A,则σ* 的矩阵

为 AT
,即有

σ(e1 , e2 , e3 ) = ( e1 ,e2 , e3 ) A,

任取α∈R3 ,若β=σα,则它们的坐标 (在自然基下 )满足

y= Ax,

其中 x, y分别为α,β的坐标 ,因αi ,βi 在自然基下的坐标就是它

们自身 ,故有

β1 = Aα1 ,  β2 = Aα2 ,  β3 = Aα3 ,

即 (β1 ,β2 ,β3 ) = A(α1 ,α2 ,α3 ) .

故 A = (β1 ,β2 ,β3 ) (α1 ,α2 ,α3 ) - 1

=

7 3 1

- 1 1 2

4 2 1

1 0 0

- 1 1 0

0 - 1 1

=

4 2 1

- 2 - 1 2

2 1 1

,

所以 AT
=

4 - 2 2

2 - 1 1

1 2 1

.

评析  (1 ) 这里用的是公式 y= Ax,若已知 3 个向量的象 ,则

可构成一个三阶矩阵 ,故可用矩阵乘法得出 A .关键是弄清所有向
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量的坐标及矩阵 A都是在同一个基上的 .

(2 ) 若设σ在基α1 ,α2 ,α3 下的矩阵为 B,则从基 e1 , e2 , e3 到

基α1 ,α2 ,α3 的过渡矩阵为 T= (α1 ,α2 ,α3 ) ,则

B= T- 1 AT,即 A= TBT - 1 ,

且有 σ(α1 ,α2 ,α3 ) = (α1 ,α2 ,α3 ) B . ( 1 )

故 B= (α1 ,α2 ,α3 ) - 1 (β1 ,β2 ,β3 ) .

所以得

A = T(α1 ,α2 ,α3 ) - 1 (β1 ,β2 ,β3 ) T- 1

= (β1 ,β2 ,β3 ) (α1 ,α2 ,α3 ) - 1 .

最后这个表达式同题解中公式 .这里主要公式是两个 : ①公式

(1 ) ;②σ在两个不同的基上的矩阵是相似的 .

例 3  设σ,τ都是酉空间 V 的正定的埃尔米特变换 ,证明 :线

性变换στ的特征值均为正数 .

解  方法 1  设στα=λα,并记σ,τ在基ε1 ,⋯ ,εn 下的矩阵分

别为 A, B,向量α的坐标为 x,则有 A, B均正定 ,且有

ABx=λx,故 A - 1 ABx =λA - 1 x,即 Bx=λA - 1 x .

在上边最后一个等式两边同乘 xT
,得

xT Bx=λxT A - 1 x .

当 x≠0时 ,有 xT Bx> 0 , xT A - 1 x> 0 ,故知λ> 0 ,得证 .

方法2  任取α∈V ,因τ是正定的埃尔米特变换 ,故是可逆变

换 ,所以当α≠0 时 ,τα≠0 ,于是由σ正定知有

(στα,τα) > 0 .

又τ是自伴随变换 ,所以有

(τ(στα) ,α) = (στα,τα) > 0 .

今取α为στ的特征向量 ,即有στα=λα,代入上式得

(τ(στα) ,α) = (τλα,α) =λ(τα,α) > 0 .

因 (τα,α) > 0 ,故λ> 0 .

评析  无论用哪种方法 , 要注意严谨 . 如方法 2 中 ,要说明
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τα≠0 ,否则 (στα,τα)≥ 0. 方法 1 中 , 要说明 A - 1 正定 (当 A 正

定时 )等 .

例 4  设σ是 n 维酉空间 V 上的线性变换 ,σ* 是σ的共轭变

换 , W�V .试证 :

(1 ) 若 W 是σ的不变子空间 ,则 W
⊥
为σ
*
的不变子空间 ;

(2 ) σ具有任意 r 维不变子空间 ( r = 0 , 1 ,⋯ , n) .

证  (1 ) 任取β∈W ,由 W 是σ的不变子空间 ,知有σβ∈W ,

于是 ,任取α∈W⊥ ,有

(σ*α,β) = (α,σβ) = 0 ,

所以σ
*
α∈W

⊥
,故 W

⊥
是σ
*
的不变子空间.

(2 ) 设σ
*
ξ1 =λ1ξ1 ,则 L (ξ1 )是σ

*
的不变子空间 , 由问题 ( 1)

知 L(ξ1 )⊥ 是σ的 n - 1 维不变子空间 . 记σ| V
n - 1

=τ1 ,则τ*1 在

Vn - 1上有一维不变子空间 ,其正交补是τ1 的 n - 2 维不变子空间 ,

而σ,τ1 在 V n - 1 上作用相同 , 故σ有 n - 2 维不变子空间 ,依此续

行 ,可知σ有任意 r 维的不变子空间 .

评析  问题 (2 )也可用 Jordan 标准形的理论证明 : 设σ在基

α1 ,⋯ ,αn 下的矩阵为 Jordan 标准形 J,则 W r =〈α1 ,⋯ ,αr〉是σ的

r 维不变子空间 ( r = 1 ,2 ,⋯ , n - 1) .因满足任取α∈W r ,σα∈W r .

例 5  试证 : 复线性空间上的任意两个可交换的线性变换必

有公共的特征向量 .

证  设σ,τ为复线性空间上的线性变换 ,σ在复数域上必有特

征值记为λ0 ,并记属于特征值λ0 的特征子空间为 Vλ
0

.则由στ=τσ

知对 "α∈Vλ
0

,有

(σ-λ0ε) (τα) =τ(σα) -λ0τα=τλ0α-λ0τα= 0 ,

故 Vλ
0

= Ker (σ-λ0ε)是τ的不变子空间 .

记τ1 =τ| V
λ

0
,则τ1 是 Vλ

0
上的线性变换 .在C 上τ1 有特征值

μ,故有特征向量α,使τ1α=μα(α≠0 ,α∈ Vλ
0

) ,而σα=λ0α,所以α

是σ,τ的公共特征向量 (因τα=τ1α=μα) .
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评析  (1 ) 这是由《理工科代数基础》上的一道习题改造而出

的考题 (当然也见于其他参考书 ) .如果对那道题理解深刻的话 ,这

道题就可看做“熟题”了. 第一步很重要 ,σ在复数域上有特征值 ,

从而有特征向量 ,有特征子空间 ,接下来就与习题类似了 .

(2 ) 由证明过程看 ,把“复”改成“实”就做不下去了 .因不能保

证每个线性变换都有实特征值 ,从而有实特征向量 .只有当σ,τ均

为实对称变换时 ,若有στ=τσ,则σ,τ必有公共特征向量 .事实上 ,

它们可以同时对角化 .

例 6  设 A是 n维酉空间 V 上的规范变换 , W�V ,且 W 是 A
的不变子空间 , W⊥ 是 W 在 V 中的正交补 ,求证 : A 在 W⊥ 上的限

制 A | W⊥是规范变换 .

证  在 W 中取标准正交基α1 , ⋯ ,αr , 并扩充为 V 的标准

正交基

α1 ,⋯ ,αr ,  βr + 1 ,⋯ ,βn ,

故有

W⊥ = L(βr + 1 ,⋯ ,βn ) ,  V = Wī W⊥ .

又因为 W 是 A的不变子空间 ,故 A在基α1 ,⋯ ,αr ,βr + 1 ,⋯ ,βn

下的方阵表示为

M =
A1 C

0 A2

,

则由 A是规范变换 ,知 M是规范矩阵 ,故有

MT M = M MT ,

即
AT

1 0

CT AT
2

A1 C

0 A2

=
A1 C

0 A2

AT
1 0

CT AT
2

,

即
AT

1 A1 AT
1 C

CT A1 CT C+ AT
2 A2

=
A1 AT

1 + CCT CAT
2

A2 CT A2 AT
2

.

故有
AT

1 A1 = A1 AT
1 + CCT ,

CT C+ AT
2 A2 = A2 AT

2 ,

( 1 )

( 2 )
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(2 )式两边取迹 (即对角线元素之和 )得

t r ( CT C) + t r( AT
2 A2 ) = tr ( AAT

2 ) . ( 3 )

这是由于两个方阵相等 ,它们的对角线元素之和当然相等 ,以及对

任意两个 n阶矩阵 A, B,有 tr ( A+ B) = trA+ t rB .

记 C = (c1 ,⋯ ,cn - r ) , CT C= ( di j ) ,则 dii = cT
i ci ,故

t rCT C= ∑
n

i = 1

dii = ∑
n

i = 1

cT
i ci = ∑

n

i = 1

‖ci‖
2
≥0 ,

等号仅当 ci = 0( i = 1 ,⋯ , n - r)成立 .

又 tr ( AT
2 A2 ) = t rA2 AT

2 (利用对任意 n 阶 矩阵 A, B, 有

t r ( AB) = t r ( BA) ,其证明如下 :

设 A= ( aij ) , B= ( bi j ) , AB= ( hi j ) , BA= (珘hi j ) ,则

tr AB= ∑
n

i = 1

hii = ∑
n

i = 1
∑

n

k = 1

aik bki = ∑
n

i = 1
∑

n

k = 1

aik bki ,

tr BA= ∑
n

k = 1

珘hkk = ∑
n

k = 1
∑

n

i = 1

bki aik = ∑
n

i = 1
∑

n

k = 1

aik bki ,  

于是得 t rAB= t rBA). 故由 ( 3 )式知

trCT C= 0→ci = 0 ,  i = 1 ,2 ,⋯ , n - r .

故知 C = 0,再代回 (2 )式中即得

AT
2 A2 = A2 AT

2 ,

即 A2 为规范矩阵. 而此时有

M =
A1

A2

,

故 A2 就是 A | W⊥ 在基βr + 1 , ⋯ ,βn 上的矩阵表示 , 因 A2 为规范矩

阵 ,βr + 1 ,⋯ ,βn 为标准正交基 ,故 AW
⊥为规范变换 .

评析  (1 ) 此题要彻底证明出来 ,必须对 (2 )式取迹 , 如果想

不到这一步 ,就不好办了 .但怎么才能想到这一步呢 .注意“目标”

是C = 0,即 C的各列为零向量 ,只能从 cT
i ci = 0 中推出 ,又联想知

识 t rAB= t rBA,所以用在 ( 2 )式上 ,有 t rAT
2 A2 = t rA2 AT

2 .于是有
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t rCT C = 0 .需要的结果或称“目标”是“C= 0 , AT
2 A2 = A2 AT

2 .”通过取

迹达到目的 .

(2 ) 证明的前半部 ,大部分人应该会的 ,因由已知 W 是不变

子空间 , 由第 5 章 定理 4 , 知如解 答中取 基 , 方 阵表示 为

A1 C

0 A2

(如果这个定理也忘了 ,就会感到“寸步难行”) .下面的

目标是证C = 0和 A2 是规范矩阵 . 如果不知或“忘记”trAB= t rBA

这个知识 ,就无法联想到在 ( 2 )式两边取迹 . 故在理解的基础上 ,

多记一些知识 ,做题时路子就多了 .

例 7  设σ是 n 维酉空间 V 上的线性变换 ,σ
*
是σ的共轭变

换 ,求证 Imσ
*

= ( Kerσ)
⊥

.

证  因任取α∈Imσ* (v ξ∈ V,使α=σ*ξ) ,β∈Kerσ,有 (α,β) =

(σ
*
ξ,β) = (ξ,σβ) = (ξ, 0) = 0 ,故

Imσ
*
⊥Kerσ.

又 dim Imσ* = r ( AT ) = r( A) = dim( Kerσ)⊥ ,

所以有

Imσ* = (Kerσ)⊥ .

评析  (1) 这个题的证明主要有两层意思: ①证 Imσ
*
⊥Kerσ,即

证出 Imσ
*
�(Kerσ)

⊥
;②证“相等”,只要证维数相同. 关于维数的推

导 ,用了(i)当σ在 V中基ε1 ,⋯ ,εn 下的矩阵为 A时 ,σ* 在此基上的矩

阵为 AT .而方阵经共轭转置后秩不变. (ii) dim(Kerσ) = n - r(A) ,即是

Ax=0的解空间的维数 .( iii)dim( Kerσ)
⊥

= n - dim( Kerσ) = n - ( n -

r( A) ) = r ( A) .

(2 ) 也许有的同学看到这样的题 ,开始有点不知如何下手 ,但

紧扣定义 ,要证两个子空间相等 ,一个要它们维数相同 ,就有了一

个思路 . 另 一个是证 Imσ* ⊥ Kerσ, 这样就可得到 Imσ* �

( Kerσ)
⊥

.故见到证明题不必紧张 , 仔细分析“目标”是什么 ?! 就

可以找到思路 .
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