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前言

内容介绍

本讲义是 2024年秋季学期叶郁老师线性代数 (B1)班级习题课讲义，由课程助教制作，由于助教水平有限，
可能有所疏漏，若发现讲义中的错误与不足之处，欢迎与助教联系交流1。

线性代数 (B1) 作为一门基础的数学类通修课程，历来饱受科大学子诟病，原因多集中于其教材编写较差、
所授内容不足以满足部分专业后续的学习需求等等，因此也导致许多人认为线性代数仅仅是套公式与概念的暴

力计算，但实际上线性代数是一门非常优美的学科，许多概念都可以从良好的几何直观出发，再推广到一般意

义下。故本份讲义力求在合适范围内补充一些深入且实用的内容，同时尽可能从几何直观角度对一些概念进行

解释，以求加深同学们对线性代数本质与作用的理解。

关于课外资料

(1)《线性代数》——李尚志
本书为笔者修读线性代数 (B2)课程时陈发来老师班级所采用的教材。此教材内容充实，我们的课程内容可被该
教材真包含，且大部分内容叙述清晰、例题丰富，比较适合数学专业初学者学习，可以作为较好的课外补充，学

有余力者可以参考。此外该教材有一本配套的《线性代数学习指导》，内含该教材的全部课后习题答案。

(2)《线性代数》——李炯生
本书为笔者修读线性代数 (B2)课程时陈洪佳老师班级所采用的教材，本书难度较大，号称“亚洲第一难书”，整
本书大部分采用形式化叙述，几乎没有具体数值算例，部分课后习题颇有难度，因此可能不适合初学者学习。此

外在网上可以找到一部分该教材课后习题的解答。

(3)《线性代数的本质》系列视频——3Blue1Brown
该系列视频制作精良，从几何直观角度对线性代数中各个重要的基本概念作出了阐释，非常有利于初学者对线

性代数构建一个初步的认知体系，且视频并不长，闲暇时间便可看完（同时也推荐 3Blue1Brown的其他视频）。

(4)《线性代数与解析几何》——陈发来等
本书为 2023秋之前线性代数 (B1)课程所用教材，该教材编写较差，内容与现行讲义基本一致，但其实个人认为
对于非数学专业或仅考虑应试的同学，这本书还是足够用的。

�
笔记上述相关课外资料已经上传至课程群，大家可以自行查阅

——刘玉涵于 2024年 9月

1邮箱:liuyh594@mail.ustc.edu.cn QQ:1820635673
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第 1章 作业答案

1.1 第二周作业

习题 1.1 (第二章第 2题)

♠

当 a为何值时，下列线性方程组有解？有解时求出它的通解.

(1)


3x1 + 2x2 + x3 = 2

x1 − x2 − 2x3 = −3

ax1 − 2x2 + 2x3 = 6

(2)


x1 − 4x2 + 2x3 = −1

−x1 + 11x2 − x3 = 3

3x1 − 5x2 + 7x3 = a

解 (1).


3 2 1 2

1 −1 −2 −3

a −2 2 6

 r1↔r2−−−−−−−−−−−−→
−3r1→r2,−ar1→r3


1 −1 −2 −3

0 5 7 11

0 a− 2 2a+ 2 3a+ 6

 1
5 r2−−−−−−−−→

(2−a)r2→r3


1 −1 −2 −3

0 1 7
5

11
5

0 0 3a+24
5

4a+52
5

 .

故当
3a+ 24

5
= 0且

4a+ 52

5
= 0,或

3a+ 24

5
6= 0时,方程组有解,易知前者不成立.故

3a+ 24

5
6= 0,即a 6= −8,此时:

1 −1 −2 −3

0 1 7
5

11
5

0 0 3a+24
5

4a+52
5

 5
3a+24 r3−−−−−−−−−−−−→

− 7
5 r3→r2,2r3→r1


1 −1 0 −a+32

3a+24

0 1 0 a−20
3a+24

0 0 1 4a+52
3a+24

 r2→r1−−−−→


1 0 0 4

a+8

0 1 0 a−20
3a+24

0 0 1 4a+52
3a+24

 .

故方程组的解为 X = (x1, x2, x3)
T = ( 4

a+8 ,
a−20
3a+24 ,

4a+52
3a+24 )

T (a 6= −8).

(2).


1 −4 2 −1

−1 11 −1 3

3 −5 7 a

 r1→r2−−−−−−→
−3r1→r3


1 −4 2 −1

0 7 1 2

0 7 1 a+ 3

 −r2→r3−−−−−→


1 −4 2 −1

0 7 1 2

0 0 0 a+ 1

 .

故只有 a+ 1 = 0即 a = −1时，方程组有解，此时原方程组等价于:x1 − 4x2 + 2x3 = −1

7x2 + x3 = 2
令x2 = t，解得:


x1 = 18t− 5

x2 = t

x3 = −7t+ 2

故方程组的解为 X = (x1, x2, x3)
T = (18t− 5, t,−7t+ 2)T (t ∈ F).

习题 1.2 (第二章第 4题)

♠

求三次多项式 f(x) = ax3 + bx2 + cx+ d,使 y = f(x)的图象经过以下 4个点：

A(1, 2), B(−1, 3), C(3, 0), D(0, 2).

解将四个点代入 y = f(x)，可得:

a+ b+ c+ d = 2

−a+ b− c+ d = 3

27a+ 9b+ 3c+ d = 0

d = 2

即



a+ b+ c = 0

−a+ b− c = 1

27a+ 9b+ 3c = −2

d = 2

故解以 a, b, c为未知数的方程组即可



1.1 第二周作业


1 1 1 0

−1 1 −1 1

27 9 3 −2

 r1→r2−−−−−−−→
−27r1→r3


1 1 1 0

0 2 0 1

0 −18 −24 −2

 9r2→r3−−−−−−−→
1
2 r2,−

1
24 r3


1 1 1 0

0 1 0 1
2

0 0 1 − 7
24

 −r2→r1−−−−−→
−r3→r1


1 0 0 − 5

24

0 1 0 1
2

0 0 1 − 7
24


故 f(x) = − 5

24
x3 +

1

2
x2 − 7

24
x+ 2.

习题 1.3 (第二章第 5题)

♠

求三次多项式 f(x) = ax3 + bx2 + cx+ d满足

f(0) = 1, f(1) = 2, f ′(0) = 1, f ′(1) = −1.

解由 f ′(x) = 3ax2 + 2bx+ c，将四个点代入可得:a+ b+ c+ d = 2

3a+ 2b+ c = −1
及 c = d = 1 即

a+ b = 0

3a+ 2b = −2
及 c = d = 1

故解以 a, b为未知数的方程组即可，易见 a = −2, b = 2，故 f(x) = −2x3 + 2x2 + x+ 1.

习题 1.4 (第二章第 7题)

♠

兽医建议某宠物的食谱每天要包含 100单位的蛋白质，200单位的糖，50单位的脂肪. 某宠物商店出售四
种食品 A,B,C,D.这四种食物每千克含蛋白质、糖、脂肪的含量（单位）如下：

食物 蛋白质 糖 脂肪

A 5 20 2
B 4 25 2
C 7 10 10
D 10 5 6

问是否可以适量配备上述四种食品,满足兽医的建议.

解根据题意设配置四种食物 A,B,C,D的份量分别为 x1, x2, x3, x4 千克，则考虑如下方程组:
5x1 + 4x2 + 7x3 + 10x4 = 100

20x1 + 25x2 + 10x3 + 5x4 = 200

2x1 + 2x2 + 10x3 + 6x4 = 50
5 4 7 10 100

20 25 10 5 200

2 2 10 6 50

 r1↔r3,
1
2 r1−−−−−−−−−−−−−→

−20r1→r2,−5r1→r3


1 1 5 3 25

0 5 −90 −55 −300

0 −1 −18 −5 −25

 1
5 r2−−−−→

r2→r3


1 1 5 3 25

0 1 −18 −11 −60

0 0 −36 −16 −85


− 1

36 r3−−−−−−−−−−−−→
18r3→r2,−5r3→r1


1 1 0 7

9
475
36

0 1 0 −3 − 35
2

0 0 1 4
9

85
36

 −r2→r1−−−−−→


1 0 0 34

9
1105
36

0 1 0 −3 − 35
2

0 0 1 4
9

85
36

 .

令 x4 = t，代入原方程可解得: (x1, x2, x3, x4) = (−34

9
t+

1105

36
, 3t− 35

2
,−4

9
t+

85

36
, t)

而由题意可知 xi ⩾ 0, (i = 1, 2, 3, 4)，故 t ⩽ 1105

136
, t ⩾ 35

6
, t ⩽ 85

16
, t ⩾ 0，矛盾，故满足问题的解不存在。

2



1.2 第四周作业

1.2 第四周作业

习题 1.5 (第三章第 1题)

♠

计算下列行列式：

(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 −4

−1 −3 0 −2

2 −1 4 0

0 3 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4 −1 −1

1 0 0 1

−3 3 −4 0

0 1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ a x+ b x+ c

y + a y + b y + c

z + a z + b z + c

∣∣∣∣∣∣∣∣

(4)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1n

a2,n−1 a2n
...

...
an1 an2 … ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(5)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 (a+ 1)2 (a+ 2)2

b2 (b+ 1)2 (b+ 2)2

c2 (c+ 1)2 (c+ 2)2

∣∣∣∣∣∣∣∣ (6)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 0 0 0

b1 b2 0 0 0

c1 c2 c3 0 0

d1 d2 d3 d4 0

e1 e2 e3 e4 e5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解 (1) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 −4

−1 −3 0 −2

2 −1 4 0

0 3 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 −4

0 −3 1 −6

2 −1 4 0

0 3 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 −4

0 −3 1 −6

0 −1 2 8

0 3 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−3 1 −6

−1 2 8

3 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −40.

(2) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4 −1 −1

1 0 0 1

−3 3 −4 0

0 1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4 −1 −1

0 −4 1 2

−3 3 −4 0

0 1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4 −1 −1

0 −4 1 2

0 15 −7 −3

0 1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−4 1 2

15 −7 −3

1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −20.

(3)

(法一)

∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ a x+ b x+ c

y + a y + b y + c

z + a z + b z + c

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
x− y x− y x− y

y + a y + b y + c

z + a z + b z + c

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (x−y)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

y + a y + b y + c

z + a z + b z + c

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (x−y)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

a b c

a b c

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

(法二)可以将行列式

f(x)
△
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ a x+ b x+ c

y + a y + b y + c

z + a z + b z + c

∣∣∣∣∣∣∣∣
看成系数为 F[y, z]关于 x的多项式. 根据行列式的完全展开式知 f(x)为关于 x的一次多项式且有两个根 y, z.故

f(x) = 0.

(4) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1n

a2,n−1 a2n
...

...
an1 an2 … ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n+1a1n

∣∣∣∣∣∣∣∣
a2,n−1

...
an1 … an−1,n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = · · · = (−1)
n(n−1)

2 a1na2,n−1 . . . an1.

3



1.2 第四周作业

(5)考虑如下多项式函数

f(x)
△
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
x2 (x+ 1)2 (x+ 2)2

b2 (b+ 1)2 (b+ 2)2

c2 (c+ 1)2 (c+ 2)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
由行列式的完全展开式知 f(x)为关于 x的二次多项式.易知 f(b) = f(c) = 0,故可设 f(x) = λ(x− b)(x− c).

λbc = f(0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 4

b2 (b+ 1)2 (b+ 2)2

c2 (c+ 1)2 (c+ 2)2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 4

b2 b2 + b b2

c2 c2 + c c2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣ b2 b2

c2 c2

∣∣∣∣∣+ 4

∣∣∣∣∣ b2 b2 + b

c2 c2 + c

∣∣∣∣∣ = 4bc(b− c)

故 λ = 4(b− c),于是 f(x) = 4(b− c)(x− b)(x− c).带入 x = a有

f(a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 (a+ 1)2 (a+ 2)2

b2 (b+ 1)2 (b+ 2)2

c2 (c+ 1)2 (c+ 2)2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 4(b− c)(a− b)(a− c).

(6)由行列式的 Laplace展开∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 0 0 0

b1 b2 0 0 0

c1 c2 c3 0 0

d1 d2 d3 d4 0

e1 e2 e3 e4 e5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
c3 0 0

d3 d4 0

e3 e4 e5

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a1b2 − a2b1)c3d4e5.

习题 1.6 (第三章第 2题)

♠

在三维直角坐标系中，已知点 A,B,C,D的坐标分别是（1，1，0），（3，1，2），（0，1，3），（2，2，4）.
求四面体 ABCD的体积及各个面的面积.

解
−−→
AB = (2, 0, 2),

−→
AC = (−1, 0, 3),

−−→
AD = (1, 1, 4),

−−→
BC = (−3, 0, 1),

−−→
BD = (−1, 1, 2).

−−→
AB ×

−→
AC =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

2 0 2

−1 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (0,−8, 0)

−−→
AB ×

−−→
AD =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

2 0 2

1 1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−2,−6, 2)

−→
AC ×

−−→
AD =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

−1 0 3

1 1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−3, 7,−1)

−−→
BC ×

−−→
BD =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

−3 0 1

−1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1, 5,−3)

S△ABC = 1
2 |
−−→
AB ×

−→
AC| = 4, S△ABD = 1

2 |
−−→
AB ×

−−→
AD| =

√
11, S△ACD = 1

2 |
−→
AC ×

−−→
AD| =

√
59
2 , S△BCD =

4



1.2 第四周作业

1
2 |
−−→
BC ×

−−→
BD| =

√
35
2 .

VABCD =
1

6
|(
−−→
AB ×

−→
AC) ·

−−→
AD| = 1

6
abs(

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 2

−1 0 3

1 1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣) =
4

3
.

习题 1.7 (第三章第 3题)

♠

将行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− 2 1 0 0

1 x− 2 1 0

0 1 x− 2 1

0 0 1 x− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
展开为关于 x的多项式.

解∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− 2 1 0 0

1 x− 2 1 0

0 1 x− 2 1

0 0 1 x− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −x2 + 4x− 3 2− x 0

1 x− 2 1 0

0 1 x− 2 1

0 0 1 x− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x− 2 1 0

0 x2 − 4x+ 3 x− 2 0

0 1 x− 2 1

0 0 1 x− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
x2 − 4x+ 3 x− 2 0

1 x− 2 1

0 1 x− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (x2−4x+3)

∣∣∣∣∣ x− 2 1

1 x− 2

∣∣∣∣∣−(x−2)

∣∣∣∣∣ 1 1

0 x− 2

∣∣∣∣∣ = (x2−4x+3)2−(x−2)2

= (x2 − 3x+ 1)(x2 − 5x+ 5).

习题 1.8 (第三章第 4题)

♠
A为 n阶方阵，λ为常数.证明：det(λA) = λndet(A)

证明 由矩阵数乘的定义及行列式映射的多重线性性知 det(λA) = λndet(A).

习题 1.9 (第三章第 5题)

♠方阵 A称为反对称方阵，如果它的转置方阵等于 −A.证明：奇数阶反对称方阵的行列式为零.

证明 由第四题知 det(A) = det(AT ) = det(−A) = (−1)ndet(A). 由于 n 为奇数，因此 det(A) = −det(A). 故
2det(A) = 0,即 det(A) = 0.

5
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1.3 第五周作业

1.3.1 作业答案

习题 1.10 (第三章第 6题)

♠

证明： ∣∣∣∣∣a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣b11 b12

b21 b22

∣∣∣∣∣
证明 证法一：考虑四阶行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 0 0

a21 a22 0 0

−1 0 b11 b12

0 −1 b21 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
我们用后面两行将前两行前两列的四个元素消为 0：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 0 0

a21 a22 0 0

−1 0 b11 b12

0 −1 b21 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11r3+a12r4→r1============
a21r3+a22r4→r2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22

0 0 a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

−1 0 b11 b12

0 −1 b21 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.1)

分别对式 (1.1)两边的前两行进行拉普拉斯展开得：

LHS = (−1)1+2+1+2

∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣b11 b12

b21 b22

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣b11 b12

b21 b22

∣∣∣∣∣ (1.2)

RHS = (−1)1+2+3+4

∣∣∣∣∣a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣−1 0

0 −1

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

∣∣∣∣∣ (1.3)

证毕.

证法二：将等式两边行列式完全展开，分别对比 8项得证 (这种方法只适用于二、三阶这样的低阶行列式，高阶
行列式展开项数过多，费时费力)

注本题即是以下性质的二阶形式，感兴趣的同学可自行证明：设 A,B ∈ Fn×n，有

det(AB) = det(A)det(B) (1.4)

习题 1.11 (第三章第 7题)

♠

证明： ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 1 0

a21 a22 0 1

1 0 b11 b12

0 1 b21 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣a11b11 + a12b21 − 1 a11b12 + a12b22

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22 − 1

∣∣∣∣∣

证明 证法一：类似于上题中的证法一，我们将左边四阶行列式的前两行前两列四个元素消为 0：

6



1.3 第五周作业

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 1 0

a21 a22 0 1

1 0 b11 b12

0 1 b21 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−a11r3−a12r4→r1==============
−a21r3−a22r4→r2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1− a11b11 − a12b21 −a11b12 − a12b22

0 0 −a21b11 − a22b21 1− a21b12 − a22b22

1 0 b11 b12

0 1 b21 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.5)

对式 (1.5)的右边进行拉普拉斯展开得：

RHS = (−1)1+2+3+4

∣∣∣∣∣1− a11b11 − a12b21 −a11b12 − a12b22

−a21b11 − a22b21 1− a21b12 − a22b22

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣1 0

0 1

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣a11b11 + a12b21 − 1 a11b12 + a12b22

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22 − 1

∣∣∣∣∣ (1.6)

证毕

证法二：这里给出一种笔者能想到的较为简单的展开证法∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 1 0

a21 a22 0 1

1 0 b11 b12

0 1 b21 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 0 0

a21 a22 0 1

1 0 b11 b12

0 1 b21 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 1 0

a21 a22 0 1

1 0 0 b12

0 1 0 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 0 0

a21 a22 0 0

1 0 b11 b12

0 1 b21 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 0 0

a21 a22 0 1

1 0 b11 0

0 1 b21 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 1 0

a21 a22 0 1

1 0 0 b12

0 1 0 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣b11 b12

b21 b22

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 0

1 0 b11

0 1 b21

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 a22 1

1 0 b12

0 1 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

∣∣∣∣∣− a11b11 − a12b21 + 1− a21b12 − a22b22 (1.7)

∣∣∣∣∣a11b11 + a12b21 − 1 a11b12 + a12b22

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22 − 1

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22 − 1

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣−1 a11b12 + a12b22

0 a21b12 + a22b22 − 1

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣a11b11 + a12b21 0

a21b11 + a22b21 −1

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣−1 a11b12 + a12b22

0 a21b12 + a22b22 − 1

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

∣∣∣∣∣− a11b11 − a12b21 + 1− a21b12 − a22b22 (1.8)

对比式 (1.7),(1.8)可见命题成立

注本题即是以下性质的二阶形式，感兴趣的同学可自行证明：设 A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×m，有

det(In −BA) = det

(
Im A

B In

)
= det(Im −AB) (1.9)

习题 1.12 (第三章第 8题)

♠
设 a, b, c,d为 4维数组向量.证明：det(2a− b,−a+ 2b− c,−b+ 2c− d,−c+ 2d) = 5det(a, b, c,d).

7



1.3 第五周作业

证明 本题有多种变换方法，过程合理即可.

det(2a− b,−a+ 2b− c,−b+ 2c− d,−c+ 2d)

c2+c3+c4→c1===========
c3→c2

det(a+ d,−a+ b+ c− d,−b+ 2c− d,−c+ 2d)

c1→c2======det(a+ d, b+ c,−b+ 2c− d,−c+ 2d)

c2→c3======det(a+ d, b+ c, 3c− d,−c+ 2d)

3c4→c3======det(a+ d, b+ c, 5d,−c+ 2d)

=det(a, b+ c, 5d,−c)

=det(a, b, 5d,−c)

=5det(a, b, c,d)

习题 1.13 (第三章第 9题)

♠求以下排列的逆序数，并指出其奇偶性. (1) (6,8,1,4,7,5,3,2,9) (2) (6,4,2,1,9,7,3,5,8) (3) (7,5,2,3,9,8,1,6,4)

解 (1) τ(6, 8, 1, 4, 7, 5, 3, 2, 9) = 19，为奇排列；

(2) τ(6, 4, 2, 1, 9, 7, 3, 5, 8) = 15，为奇排列；

(3) τ(7, 5, 2, 3, 9, 8, 1, 6, 4) = 20，为偶排列.

习题 1.14 (第三章第 13题)

♠

用 Cramer法则求解下列线性方程组：

(1)


x1 − x2 + x3 = 3

x1 + 2x2 + 4x3 = 5

x1 + 3x2 + 9x3 = 7

(2)



2x1 + x2 − 5x3 + x4 = 8

x1 − 3x2 − 6x4 = 9

2x2 − x3 + 2x4 = −5

x1 + 4x2 − 7x3 + 6x4 = 0

解 (1)

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 1

1 2 4

1 3 9

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 12 (1.10)

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −1 1

5 2 4

7 3 9

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 36 (1.11)

∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 1

1 5 4

1 7 9

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 4 (1.12)

∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 3

1 2 5

1 3 7

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 4 (1.13)

于是方程组的解为

(x1, x2, x3) = (
∆1

∆
,
∆2

∆
,
∆3

∆
) = (3,

1

3
,
1

3
) (1.14)

8



1.3 第五周作业

(2)

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −5 1

1 −3 0 −6

0 2 −1 2

1 4 −7 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 27 (1.15)

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
8 1 −5 1

9 −3 0 −6

−5 2 −1 2

0 4 −7 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 81 (1.16)

∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 8 −5 1

1 9 0 −6

0 −5 −1 2

1 0 −7 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −108 (1.17)

∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 8 1

1 −3 9 −6

0 2 −5 2

1 4 0 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −27 (1.18)

∆4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −5 8

1 −3 0 9

0 2 −1 −5

1 4 −7 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 27 (1.19)

于是方程组的解为

(x1, x2, x3, x4) = (
∆1

∆
,
∆2

∆
,
∆3

∆
,
∆4

∆
) = (3,−4,−1, 1) (1.20)

习题 1.15 (第三章第 14题)

♠

设 x0, x1, · · · , xn及 y0, y1, · · · , yn是任给实数，其中 xi(0 ≤ i ≤ n)两两互不相等.证明：存在唯一的次数
不超过 n的多项式 p(x)满足 p(xi) = yi, i = 0, 1, · · · , n.

证明 设 p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n，命题等价于证明以下 (n+1)元一次方程组有唯一解 (设 a0, a1, · · · , an为

未知数)： 

a0 + x0a1 + · · ·+ xn0an = y0

a0 + x1a1 + · · ·+ xn1an = y1
...

an + xna1 + · · ·+ xnnan = yn

(1.21)

注意到方程组 (1.21)的系数行列式为 (n+1)阶 Vandermonde行列式，有∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x0 · · · xn0

1 x1 · · · xn1
...

... · · ·
...

1 xn · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
0≤i<j≤n

(xj − xi) 6= 0 (1.22)

由 Cramer法则知方程组有唯一解 ai =
∆i+1

∆ (0 ≤ i ≤ n).

9



1.3 第五周作业

注实际上我们由此得到了拉格朗日插值多项式

习题 1.16 (第三章第 16题)

♠

计算下列 n阶行列式

(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1
. . . . . .

an bn

cn dn

. . . . . .
c1 d1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 1 · · · 1

1 1 + a2
. . .

...
...

. . . . . . 1

1 · · · 1 1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2cos(θ) 1 0 · · · 0

1 2cos(θ) 1 · · · 0

0 1 2cos(θ) · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · 2cos(θ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解 (1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1
. . . . . .

an bn

cn dn

. . . . . .
c1 d1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1

c1 d1

a2 b2
. . . . . .

an bn

cn dn

. . . . . .
c2 d2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1

c1 d1

a2 b2
. . . . . .

an bn

cn dn

. . . . . .
c2 d2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= · · ·

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1

c1 d1

a2 b2

c2 d2
. . .

an bn

cn dn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
10



1.3 第五周作业

=

∣∣∣∣∣a1 b1

c1 d1

∣∣∣∣∣×
∣∣∣∣∣a2 b2

c2 d2

∣∣∣∣∣× · · · ×

∣∣∣∣∣an bn

cn dn

∣∣∣∣∣
=

n∏
i=1

(aidi − cibi) (1.23)

(2)分以下三种情况讨论：
a.当 a1, a2, · · · , an 中存在两个及以上的 0，那么此时行列式有两行及以上相等，行列式的值为 0；
b.当 a1, a2, · · · , an中有一个 0 (设为 ak(1 ≤ k ≤ n))，而其余元素非零，此时行列式第 k行元素均为 1，有：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 1 · · · · · · · · · 1

1 1 + a2 · · · · · · · · · 1
...

...
. . .

...
...

...
1 1 1 1 · · · 1
...

...
...

...
. . .

...
1 1 1 1 · · · 1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−rk→r1,··· ,rk−1,rk+1,··· ,rn
====================

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 0 · · · 0

0 a2 · · · 0
...

...
...

1 1 · · · 1
...

...
. . .

...
0 0 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 0 · · · · · · · · · 0

0 a2 · · · · · · · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∏
i ̸=k

ai

注 a和 b两种情况也可以合并讨论
c.当 a1, a2, · · · , an 均非零：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 1 · · · 1

1 1 + a2 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−r1→r2,··· ,rn
===========

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 1 · · · 1

−a1 a2 · · · 0
...

...
. . .

...
−a1 0 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− 1

a2
r2−···− 1

an
rn→r1

================

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 + a1
n∑

i=2

1
ai

0 · · · 0

−a1 a2 · · · 0
...

...
. . .

...
−a1 0 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (

n∏
i=1

ai)(1 +

n∑
i=1

1

ai
)

(3)我们将 n阶这样的行列式记为 Kn，易知 K1 = 2cosθ,K2 = 4cos2θ − 1，当 n ≥ 3时，将 Kn 按照第一行展

开，得：

Kn = 2cosθKn−1 −Kn−2 (1.24)

方法一：这是一个二阶线性递推数列，其特征方程为：

λ2 = 2cosθλ− 1 (1.25)

11



1.3 第五周作业

解特征方程得到特征根：

λ = e±iθ (1.26)

下面分类讨论：

a. θ = 2mπ(m ∈ Z)，此时特征根为重根 λ1 = λ2 = 1，且 cosθ = 1，数列的递推公式写为：Kn = 2Kn−1 −
Kn−2，易知Kn = n+ 1.

b. θ = (2m + 1)π(m ∈ Z)，此时特征根为重根 λ1 = λ2 = −1，且 cosθ = −1，数列的递推公式写为：

Kn = −2Kn−1 −Kn−2，易知Kn = (−1)n(n+ 1).
c. θ 6= mπ(m ∈ Z)，此时两个特征根不等：λ1 = eiθ, λ2 = e−iθ, λ1 6= λ2

设 Kn = c1λ
n
1 + c2λ

n
2，将 K1,K2 代入解得 c1 = 1−ei2θ

2−2cos(2θ) , c2 = 1−e−i2θ

2−2cos(2θ)，则 Kn = cos(nθ)−cos((n+2)θ)
1−cos(2θ) =

2sin((n+1)θ)sinθ
2sin2θ = sin((n+1)θ)

sinθ

方法二：cosθ = ±1时与方法一类似，不再赘述.
当 sin θ 6= 0时观察可知K1 = sin(2θ)

sin θ ,K2 = sin(3θ)
sinθ ，则我们猜测Kn = sin((n+1)θ)

sinθ .下面进行数学归纳法：
假设m < n(n ≥ 3)时均有Km = sin((m+1)θ)

sinθ 成立，则

Kn = 2cosθKn−1 −Kn−2

= 2cosθ
sin(nθ)

sinθ
− sin((n− 1)θ)

sinθ

=
2cosθ sin(nθ)− sin((n− 1)θ)

sinθ

=
sin((n+ 1)θ)

sinθ
(1.27)

由归纳法原理知命题成立.

注本题为三对角行列式的一种特殊情况，类似本题使用的方法可以计算一般的三对角行列式：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b

c
. . . . . .
. . . . . . b

c a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n

=


(n+ 1)(a2 )

n a2 = 4bc

(a+
√
a2 − 4bc)n+1 − (a−

√
a2 − 4bc)n+1

2n+1
√
a2 − 4bc

a2 6= 4bc
(1.28)

1.3.2 附录

对于最后一道题用到的知识的一些补充

二阶线性递推数列

一般的二阶线性递推数列 {an}的递推关系写为：

an = pan−1 + qan−2 (n ≥ 3, p 6= 0, q 6= 0) (1.29)

若已知 a1, a2，怎样求通项公式？

我们尝试将递推关系写为等比关系的形式如下：

an − λ1an−1 = λ2(an−1 − λ1an−2) (1.30)

从而可以列出方程组： λ1 + λ2 = p

λ1λ2 = −q
(1.31)

由韦达定理可知 λ1, λ2 是下面二次方程的两个根

λ2 − pλ− q = 0 (1.32)

12



1.3 第五周作业

我们将式 (1.32)称为特征方程，λ1, λ2称为特征根，可见特征方程与递推关系式类似，只是将 an, an−1, an−2

分别替换为了 λ2, λ, 1.
通过特征方程解出特征根后，有

an − λ1an−1 = λ2(an−1 − λ1an−2) = λ22(an−2 − λ1an−3) = · · · = λn−2
2 (a2 − λ1a1) (1.33)

观察可知式 (1.30)可变形为
an − λ2an−1 = λ1(an−1 − λ2an−2) (1.34)

则同理有

an − λ2an−1 = λn−2
1 (a2 − λ2a1) (1.35)

当 λ1 6= λ2 时，联立式 (2.3)(1.35)得

an =
a2 − λ2a1
λ1 − λ2

λn−1
1 − a2 − λ1a1

λ1 − λ2
λn−1
2 (1.36)

当 λ1 = λ2 = λ时，有

an − λan−1 = λ(an−1 − λan−2) = λ2(an−2 − λan−3) = · · · = λn−2(a2 − λa1) (1.37)

此时

an = (an − λan−1) + λ(an−1 − λan−2) + λ2(an−2 − λan−3) + · · ·+ λn−2(a2 − λa1) + λn−1a1

= (n− 1)λn−2(a2 − λa1) + λn−1a1 (1.38)

观察式 (1.36)(1.38)可见，通项公式 an是以 a1, a2, λ1, λ2为参数，n为自变量的函数，我们下面给出求通项

公式的一般程式：

(1)求特征方程 λ2 − pλ− q = 0的根 λ1, λ2，在上述证明过程中，我们并未将根限定在实数范围内，实际上，

在复数域中，二次方程必有两根.
(2)若 λ1 6= λ2，通项公式可写为 an = c1λ

n
1 + c2λ

n
2；若 λ1 = λ2 = λ，通项公式可写为 (c1 + c2n)λ

n.其中
c1, c2 为待定系数.

(3)将n = 1, 2代入通项公式，得到两个方程构成的方程组，可由此方程组求得 c1, c2，其表达式含 a1, a2, λ1, λ2，

即通项公式的参数.
至此，通项公式完全求出.

复数运算

¶实系数一元二次方程的复数解

在复数域中，任一实系数二次方程 ax2 + bx+ c = 0都存在两根，当其判别式∆ = b2 − 4ac < 0时，根为两

共轭复数：

x1 =
−b+ i

√
4ac− b2

2a
, x2 =

−b− i
√
4ac− b2

2a
(1.39)

¶欧拉公式

我们知道欧拉公式写为：

eiθ = cos(θ) + isin(θ) (1.40)

从而 e−iθ = cos(−θ) + isin(−θ) = cos(θ)− isin(θ)，反解得到：

cos(θ) =
eiθ + e−iθ

2
, sin(θ) =

eiθ − e−iθ

2i
(1.41)
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1.4 第六周作业

习题 1.17 (补充题)

♠证明：设 A : Fn×1 → Fm×1 为集合映射，则：A 为线性映射⇐⇒ πi ◦ A 为线性映射，∀1 ⩽ i ⩽ m.

证明 ⇒:设线性映射 A : Fn×1 → Fm×1 对应的矩阵为 A = (aij)m×n，则 ∀i, 1 ⩽ i ⩽ m，有：

πi ◦ A : Fn×1 → F, πi ◦ A (x1, x2, · · · , xn)T = ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn

则该映射可用 1× n矩阵 Ai = (ai1 ai2 · · · ain)表示，从而为线性映射。

⇐:设线性映射 πi ◦A : Fn×1 → F对应的矩阵为 Ai = (ai1 ai2 · · · ain)，则 ∀x = (x1, · · · , xn)T ∈ Fn×1，将A x

记为 y = (y1, · · · , ym)T，则 y的第 i(1 ⩽ i ⩽ m)个分量：

yi = πi ◦ A x = ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn

由 x的任意性，该映射可用矩阵 A = (aij)m×n 来表示，从而为线性映射。

习题 1.18 (补充题)

♠

记L (Fn×1,Fm×1)为 Fn×1 到 Fm×1 的线性映射全体。

对 ∀A ∈ Fm×n，令 ℓA : Fn×1 → Fm×1, ℓA(X) = AX , ∀X ∈ Fn×1

(1)证明 ℓA 为线性映射。

(2)记 Φ : L (Fn×1,Fm×1) → Fm×n,Ψ : Fm×n → L (Fn×1,Fm×1)

Φ(A ) = (A e1,A e2, · · · ,A en), ∀A ∈ L (Fn×1,Fm×1);

Ψ(A) = ℓA, ∀A ∈ Fm×n.

证明：Φ,Ψ为互逆映射。

证明 (1)任意取定A ∈ Fm×n，设A = (aij)m×n，则 ∀X = (x1, · · · , xn)T ∈ Fn×1，记 ℓA(X) = Y = (y1, · · · , ym)T，

则由矩阵乘法运算规则可知：

Y =


y1

y2
...
ym

 = AX =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... · · ·
...

am1 am2 · · · amn




x1

x2
...
xn

 =


a11x1 + · · ·+ a1nxn

a21x1 + · · ·+ a2nxn
...

am1x1 + · · ·+ amnxn


从而映射 ℓA 可用矩阵 A来表示，故为线性映射。

(2)这道题其实就是个阅读理解。首先明确一点：映射是两个集合之间的关系，L (Fn×1,Fm×1)是一族线性映射

构成的集合，而 Fm×n是m× n的矩阵全体构成的集合，从而 Φ作用的对象是线性映射，并且它把线性映射映

为矩阵，而 Ψ作用的对象是矩阵，并且它把矩阵映为线性映射。

回到题目中，由第 (1)问可知，Ψ即为 Fm×n → L (Fn×1,Fm×1)的一个一一对应，从而 Ψ可逆，再由 Φ的值域

和 Ψ的定义域相同，那么我们只需要验证：

∀A ∈ L (Fn×1,Fm×1)，都有Ψ(Φ(A )) = A，从而Φ(A ) = Ψ−1(A )

设 A 对应的矩阵为 A = (aij)m×n，由第 (1)问 A = ℓA。且 A ek = (a1k, a2k, · · · , amk)
T , 1 ⩽ k ⩽ n，则：

Φ(A ) =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... · · ·
...

am1 am2 · · · amn

 = A，从而Ψ(Φ(A )) = Ψ(A) = ℓA = A

14
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�
笔记 以上两题采用的是教材上对线性映射的定义来证明，课上讲到的验证加法与数乘的方法是更本质的做法，

不过在数组向量空间中，这两种做法是等价的。

习题 1.19 (补充题)

♠

∀A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×p, C ∈ Fp×q，证明矩阵乘法满足下列性质：

(1) (AB)C = A(BC)

(2) AIn = ImA = A, In = diag(1, · · · , 1)

(3) (A1 +A2)B = A1B +A2B, A(B1 +B2) = AB1 +AB2

(4) (λA)B = A(λB) = λ(AB)

证明 只需要验证等式两边矩阵的任意位置元素均相等即可。以下记 (A)ij 为矩阵 A的 (i, j)位置的元素。

(1) (AB)ij =

n∑
k=1

(A)ik(B)kj，故 ((AB)C)ij =

p∑
t=1

(AB)it(C)tj =

p∑
t=1

n∑
k=1

(A)ik(B)kt(C)tj .

(BC)ij =

p∑
t=1

(B)it(C)tj，故 (A(BC))ij =

n∑
k=1

(A)ik(BC)kj =

n∑
k=1

p∑
t=1

(A)ik(B)kt(C)tj = ((AB)C)ij .

(2) (AIn)ij =
n∑

k=1

(A)ik(In)kj =

n∑
k=1

(A)ikδkj = Aij . (其中 δij 为 Kronecker符号)

(ImA)ij =

m∑
k=1

(Im)ik(A)kj =

m∑
k=1

δik(A)kj = Aij . 故 AIn = ImA = A.

(3) ((A1 +A2)B)ij =

n∑
k=1

(A1 +A2)ik(B)kj =

n∑
k=1

(A1)ik(B)kj +

n∑
k=1

(A2)ik(B)kj = (A1B)ij + (A2B)ij .

(A(B1 +B2))ij =

n∑
k=1

(A)ik(B1 +B2)kj =

n∑
k=1

(A)ik(B1)kj +

n∑
k=1

(A)ik(B2)kj = (AB1)ij + (AB2)ij

(4) ((λA)B)ij =

n∑
k=1

(λA)ik(B)kj = λ

n∑
k=1

(A)ik(B)kj =

n∑
k=1

(A)ik(λB)kj = (λ(AB))ij = (A(λB))ij .

习题 1.20 (第四章第 3题)

♠

设A =

(
−3 −1 −2

1 3 4

)
, B =


2 2 −2

4 −1 −4

4 3 −3

 , C =


1 1

−4 1

−1 −2

 ,计算AB,BC,ABC,B2, AC,CA.

解

AB =

(
−3 −1 −2

1 3 4

)
2 2 −2

4 −1 −4

4 3 −3

 =

(
−18 −11 16

30 11 −26

)
.

BC =


2 2 −2

4 −1 −4

4 3 −3




1 1

−4 1

−1 −2

 =


−4 8

12 11

−5 13

 .

ABC =

(
−3 −1 −2

1 3 4

)
2 2 −2

4 −1 −4

4 3 −3




1 1

−4 1

−1 −2

 =

(
−18 −11 16

30 11 −26

)
1 1

−4 1

−1 −2

 =

(
10 −61

12 93

)
.
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1.4 第六周作业

B2 =


2 2 −2

4 −1 −4

4 3 −3



2 2 −2

4 −1 −4

4 3 −3

 =


4 −4 −6

−12 −3 8

8 −4 −11

 .

AC =

(
−3 −1 −2

1 3 4

)
1 1

−4 1

−1 −2

 =

(
3 0

−15 −4

)
.

CA =


1 1

−4 1

−1 −2


(
−3 −1 −2

1 3 4

)
=


−2 2 2

13 7 12

1 −5 −6

 .

习题 1.21 (第四章第 5题)

♠

计算(x1 x2 · · · xm)


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... · · ·
...

am1 am2 · · · amn




y1

y2
...
yn

 .

解原式 =

(
m∑
i=1

xiai1

m∑
i=1

xiai2 · · ·
m∑
i=1

xiain

)
y1

y2
...
yn

 =

n∑
j=1

m∑
i=1

xiaijyj .

习题 1.22 (第四章第 6题)

♠

举例求满足条件的 2阶实方阵 A.

(1) A2 =

(
0 1

1 0

)
(2) A2 =

(
0 1

−1 0

)
(3) A3 = I 且 A 6= I.

解 (1)设 A =

(
a b

c d

)
，则令 A2 =

(
a2 + bc ab+ bd

ac+ cd bc+ d2

)
=

(
0 1

1 0

)
⇒

a2 + bc = bc+ d2 = 0

b(a+ d) = c(a+ d) = 1

⇒

a2 + bc = bc+ d2 = 0

b(a+ d) = c(a+ d) = 1
⇒ a = d且 b, c异号⇒ a = b = c = d = 0，矛盾，故不存在满足条件的A.

这其实是因为一个二维空间中的线性变换最多将平面的定向改变一次，而二维空间中平面定向改变两次后与原

来的定向相同，从而若对空间作两次相同的线性变换，定向必然与原来的空间相同。或者也可以通过后续会学

到的性质：矩阵行列式的乘积为乘积的行列式，得到 det
(
A2
)
= (det(A))2 = −1，但是显然有实矩阵的行列式

必须为实数，从而矛盾。

(2)取 A =

( √
2
2

√
2
2

−
√
2
2

√
2
2

)
或

(
−

√
2
2 −

√
2
2√

2
2 −

√
2
2

)
即可。(3)取 A =

(
− 1

2

√
3
2

−
√
3
2 − 1

2

)
或

(
− 1

2 −
√
3
2√

3
2 − 1

2

)
即可。

对于 (2)(3)两小问，可以考虑几何意义，将矩阵 A =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
作用于二维直角坐标系中的点 (x, y)，等

价于将向量 (x, y)以原点为中心逆时针旋转了 θ 角度，那么 An 就代表旋转了 nθ 角度，从而第 (2)问中 θ 可取
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1.4 第六周作业

−π
4 或

3π
4 ，第 (3)问中 θ可取 ± 2π

3 .

现在我们来寻找 (2)(3)问中所有满足条件的二阶实方阵。

对于第 (2)问，设 A =

(
a b

c d

)
，则令 A2 =

(
a2 + bc ab+ bd

ac+ cd bc+ d2

)
=

(
0 1

−1 0

)
⇒


a2 + bc = bc+ d2 = 0

b(a+ d) = 1

c(a+ d) = −1

从而 a2 = d2，而 a + d 6= 0，则有 a = d, b = −c = 1
2d，那么代入第一式有 a2 = b2 = c2 = d2 = 1

4d2，从而

d2 = 1
2 , d = ±

√
2
2 ，故 a = ±

√
2
2 , b = ±

√
2
2 , c = ∓

√
2
2 ，即满足要求的矩阵只有上面列出的两个。

对于第 (3)问，令 A3 =

(
a3 + 2abc+ bcd a2b+ b2c+ abd+ bd2

a2c+ acd+ bc2 + cd2 abc+ 2bcd+ d3

)
=

(
1 0

0 1

)

则

a3 + 2abc+ bcd = abc+ 2bcd+ d3 = 1

b(a2 + bc+ ad+ d2) = c(a2 + bc+ ad+ d2) = 0
若 b = 0或 c = 0，代入可解得 A = I，矛盾，故 b, c均

不为 0，从而方程组等价于

a(a2 + bc) = d(bc+ d2) = 1− abc− bcd

a2 + bc+ ad+ d2 = 0
，那么所有满足这个方程组的四元数组

(a, b, c, d)所组成的矩阵均为符合第 (3)问要求的矩阵。
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1.5 第七周作业

习题 1.23 (第四章第 7题 (2)(3)(4)(5))

♠

计算下列方阵的 k次方幂，k为正整数.

(2)

(
a b

−b a

)
(3)


1 a 1 0

0 1 0 1

0 0 1 a

0 0 0 1



(4)


1 1

1
. . .
. . . 1

1


n×n

(5)


a1b1 a1b2 · · · a1bn

a2b1 a2b2 · · · a2bn
...

... · · ·
...

anb1 anb2 · · · anbn



解 (2)法一：a = b = 0时，

(
a b

−b a

)k

= Ok = O

a, b不同时为 0时，
√
a2 + b2 6= 0，则有(

a b

−b a

)k

=

(√
a2 + b2

(
cosθ sinθ

−sinθ cosθ

))k

= (a2 + b2)k/2

(
cosθ sinθ

−sinθ cosθ

)k

= (a2 + b2)k/2

(
coskθ sinkθ

−sinkθ coskθ

)
(1.42)

其中 cosθ = a√
a2+b2

, sinθ = b√
a2+b2

，最后一步用到了旋转矩阵的 k次幂 (转 k次 θ角相当于转一次 kθ角)，
即习题 7.(1).注意：我们上述的讨论是在 a, b取实数的情况下进行的，当 a, b取复数时需要对结果进行解析延拓，

扩展到复数域，在此不做赘述。

法二：将矩阵进行拆分：

(
a b

−b a

)
= aI + b

(
0 1

−1 0

)
则有 (

a b

−b a

)k

= (aI + b

(
0 1

−1 0

)
)k =

k∑
i=0

Ci
ka

k−ibi

(
0 1

−1 0

)i

=

0≤i≤k∑
i=2m

Ci
ka

k−ibi

(
−1 0

0 −1

)m

+

1≤i≤k∑
i=2n+1

Ci
ka

k−ibi

(
0 1

−1 0

)(
−1 0

0 −1

)n

=


[ k2 ]∑
m=0

(−1)mC2m
k ak−2mb2m

[ k−1
2 ]∑

n=0
(−1)nC2n+1

k ak−2n−1b2n+1

−
[ k−1

2 ]∑
n=0

(−1)nC2n+1
k ak−2n−1b2n+1

[ k2 ]∑
m=0

(−1)mC2m
k ak−2mb2m

 (1.43)

注将矩阵拆分再按二项式展开计算矩阵幂次需满足拆成的两个矩阵可交换：即令 A = B + C，需 BC = CB

法三：一般的，求矩阵 k次幂的通法是进行相似对角化 (不要问我怎么化的，后面会学)：(
a b

−b a

)
=

(
1 1

i −i

)(
a+ bi 0

0 a− bi

)(
1/2 −i/2
1/2 i/2

)
def
= A−1BA (1.44)
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1.5 第七周作业

则有 (
a b

−b a

)k

= (A−1BA)k = A−1BkA =

(
1 1

i −i

)(
(a+ bi)k 0

0 (a− bi)k

)(
1/2 −i/2
1/2 i/2

)

=

(
(a+bi)k+(a−bi)k

2
i(a−bi)k−i(a+bi)k

2
i(a+bi)k−i(a−bi)k

2
(a+bi)k+(a−bi)k

2

)
(1.45)

(3)设 A =

(
1 a

0 1

)
，有 Ak =

(
1 ka

0 1

)
，故


1 a 1 0

0 1 0 1

0 0 1 a

0 0 0 1


k

=

(
A I

O A

)k

=

(
Ak kAk−1

O Ak

)

=


1 ka k k(k − 1)a

0 1 0 k

0 0 1 ka

0 0 0 1

 . (1.46)

(4) 将矩阵拆为两部分：


1 1

1
. . .
. . . 1

1


n×n

= In×n + Jn×n，其中 Jn×n =


0 1

0
. . .
. . . 1

0


n×n

，满足

Jk =


O In−k

O O

 k < n

O k ≥ n

，则由二项式定理：


1 1

1
. . .
. . . 1

1



k

= (I + J)k =

k∑
i=0

Ci
kJ

i =



1 C1
k C2

k · · · Cn−1
k

1
. . . . . .

...
. . . . . . C2

k

. . . C1
k

1


(1.47)

在上式中，我们并没有讨论 k和 n的大小关系，而是使用了更广泛的组合数定义 Cq
p = 0, ∀q > p来使结果

简洁.

(5)

注意到


a1b1 a1b2 · · · a1bn

a2b1 a2b2 · · · a2bn
...

... · · ·
...

anb1 anb2 · · · anbn

 = (a1, a2, · · · , an)T (b1, b2, · · · , bn)
def
= AB,

且 BA = (b1, b2, · · · , bn)(a1, a2, · · · , an)T =
n∑

i=1

aibi，有
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1.5 第七周作业


a1b1 a1b2 · · · a1bn

a2b1 a2b2 · · · a2bn
...

... · · ·
...

anb1 anb2 · · · anbn


k

= (AB)k = ABAB · · ·AB = A(BA)(BA) · · · (BA)B

= A(

n∑
i=1

aibi)
k−1B = (

n∑
i=1

aibi)
k−1


a1b1 a1b2 · · · a1bn

a2b1 a2b2 · · · a2bn
...

... · · ·
...

anb1 anb2 · · · anbn



习题 1.24 (第四章第 8题)

♠8.设 A,B 都是 n阶对称方阵，且 AB = BA.证明 AB 也是对称方阵.

证明 (AB)T = BTAT = BA = AB，即 AB 为对称方阵.

习题 1.25 (第四章第 9题)

♠证明：两个 n阶上 (下)三角方阵的乘积仍是上 (下)三角.

证明 我们只证上三角阵，下三角阵同理.
设 A,B为任意两个 n阶上三角方阵，则 ∀1 ≤ j < i ≤ n有 Aij = Bij = 0，令 C = AB，则 ∀1 ≤ j < i ≤ n，

有

Cij =

n∑
k=1

aikbkj =

i−1∑
k=1

aikbkj +

n∑
k=i

aikbkj =

i−1∑
k=1

0 · bkj +
n∑

k=i

aik · 0 = 0 (1.48)

即 C 为上三角阵.

注上三角阵的等价表述是其行标大于列标的元素均为 0.

习题 1.26 (第四章第 10题)

♠证明：与任意 n阶方阵都乘法可交换的方阵一定是数量阵.

证明 设 A为与任意 n阶方阵均乘法可交换的 n阶方阵，考虑 A与矩阵 Eij(表示第 i行第 j列元素为 1，其余元
素均为 0的 n阶方阵)的乘法，有：

AEij = EijA =⇒ aii = ajj , api = ajq = 0 (∀p 6= i, q 6= j) (1.49)

其中 ast表示矩阵A的第 s行第 t列元素.在式 (1.49)中取 i = 1,令 j遍历 1到 n可得：a11 = a22 = · · · = ann

且 ast = 0 ∀s 6= t.即 A为数量阵.

习题 1.27 (第四章第 17题)

♠求所有满足 A2 = O,B2 = I, C
T
C = I 的 2阶复方阵 A、B、C.

解

(1)设 A =

(
a b

c d

)
，则由题得到方程组：a2 + bc = b(a+ d) = c(a+ d) = bc+ d2 = 0， 下面分类讨论：
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1.5 第七周作业

当 b = 0时 a = d = 0，c可取任意复数，此时 A =

(
0 0

c 0

)
;

当 b 6= 0时 a+ d = 0, bc = −a2，此时 A =

(
a b

−a2/b −a

)
.

(2)设 B =

(
a b

c d

)
，则由题得到方程组：a2 + bc = bc+ d2 = 1，b(a+ d) = c(a+ d) = 0， 下面分类讨

论：

当 b = 0时，a = ±1, d = ±1，有 B =

(
1 0

0 1

)
或

(
1 0

c −1

)
或

(
−1 0

c 1

)
或

(
−1 0

0 −1

)
；

当 b 6= 0时，a+ d = 0, c = 1−a2

b ，即 B =

(
a b

1−a2

b −a

)
.

(3)由 C
T
C = I 易知 CC

T
= I .设 C =

(
aeiα1 beiα2

ceiα3 deiα4

)
其中 a, b, c, d ≥ 0为模长.由 C

T
C = I 及 CC

T
= I

可得 a2 + b2 = a2 + c2 = c2 + d2 = b2 + d2 = 1，设 a = cosθ (θ ∈ [0, π2 ])，有 b = c = sinθ, d = cosθ.下面分类
讨论：

θ = 0时 C =

(
eiα1 0

0 eiα4

)
，θ = π

2 时 C =

(
0 eiα2

eiα3 0

)
(这两种情况可以合并到第三种的结果里)

θ ∈ (0, π2 ) 时进一步由题有 ei(α2−α1) + ei(α4−α3) = 0，得 α2 = α1 + α4 − α3 − π + 2kπ，故有 C =(
cosθeiα1 −sinθei(α1+α4−α3)

sinθeiα3 cosθeiα4

)
，这里将第一行第二列元素的辐角用其他三个角度表示是为了与二阶旋转矩阵

形式统一，特别地，当四个辐角均取 0时 C即为旋转矩阵.
下面给出丘维声《高等代数》下册对本题的做法：
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习题 1.28 (第四章第 30题)

♠

设 A为 n阶方阵，且满足 A3 = In.计算

(
O In

A O

)2024

.

解 (
O In

A O

)2024

=

(O In

A O

)2
1012

=

(
A O

O A

)1012

=

(
A O

O A

)1011(
A O

O A

)

=

(A O

O A

)3
337(

A O

O A

)

= I2n

(
A O

O A

)

=

(
A O

O A

)
. (1.50)
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1.6 第八周作业

习题 1.29 (补充题)

♠

设 A ∈ Fn×n, B ∈ Fn×n

(1)求： (
O A

B In

)
·

(
In O

−B In

)

(2)试用 (1)及 Laplace展开证明 detAB = detA · detB.

解 (1)利用分块矩阵乘法可得： (
O A

B In

)
·

(
In O

−B In

)
=

(
−AB A

O In

)
.

(2)对 (1)中的右式做初等行变换可得（第二列右乘 B 加到第一列）：∣∣∣∣∣−AB A

O In

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣O A

B In

∣∣∣∣∣ .
对前 n行做 Laplace展开：det(−AB) · det(In) = (−1)n · det(A) · det(B)，即 detAB = detA · detB.

习题 1.30 (补充题)

♠举例说明存在矩阵 A,B，使得 detAB 6= detBA.问：A,B 是否可取为方阵？

解取 A = (1, 1, 1), B = AT，则 AB = 3, BA =


1 1 1

1 1 1

1 1 1

 , detAB = 3 6= 0 = detBA.

A,B 不能取为方阵，否则 A,B 必同阶，则由上题结论，detAB = detA · detB = detBA.�
笔记显然这里的例子是不唯一的，在学习到矩阵的秩后大家就会对这个命题有新的认识了。

习题 1.31 (补充题)

♠

设 B =


b1
...
bn

 ,其中 bi 6= 0, i = 1, · · · , n A =


b1

. . .
bn

 ,求 det
(
A−BBT

)
.

解由题，(BBT )ij = bibj，则：

det
(
A−BBT

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b1 − b21 −b1b2 · · · −b1bn
−b2b1 b2 − b22 · · · −b2bn

...
...

. . .
...

−bnb1 −bnb2 · · · bn − b2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∏
i=1

(−bi) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b1 − 1 b2 · · · bn

b1 b2 − 1 · · · bn
...

...
. . .

...
b1 b2 · · · bn − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∏
i=1

(−bi) · (−1)n(1−
n∑

k=1

bk) = (1−
n∑

k=1

bk)

n∏
i=1

bi

其中第二行的等号用到了习题2.3的结论（再次表明这个类型的行列式很重要）。

或者也可以利用下一题结论，有 det
(
A−BBT

)
= det(A) · det

(
In −A−1BBT

)
= det(A) · det

(
1−BTA−1B

)
.
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习题 1.32 (补充题)

♠
设 A ∈ Fn×m, B ∈ Fm×n，证明：λm det{(λIn −AB)} = λn det{(λIm −BA)}.

证明 λ = 0时，两边均为 0，等式成立，仅考虑 λ 6= 0情形即可。

先证明 λ = 1时等式成立，我们有：(
Im −BA B

O In

)
=

(
Im O

A In −AB

)(
Im B

O In

)(
Im O

−A In

)
其实这个拆分就是对分块矩阵做初等变换，两边取行列式可得 det{(Im −BA)} = det{(In −AB)}.
则 λm|λIn −AB| = λmλn|In − λ−1AB| = λn|λIm||Im −Bλ−1A| = λn|λIm(Im − λ−1BA)| = λn|λIm −BA|.
这就得到了我们要证明的结论。�
笔记这个结论十分重要，并且这个证明的过程使用的技巧是很常用的，所以建议大家记住证明过程。并且这个

结论告诉我们 AB 与 BA有相同的非零特征值。

习题 1.33 (第四章第 13题)

♠
设方阵 A满足 Ak = O，k为正整数，证明：I +A可逆，并求 (I +A)−1.

证明 注意这里 k是一个给定的数，而不是对任意自然数都成立。

取 B = I +

k−1∑
i=1

(−A)i，则 (I +A)B = B(I +A) = I +

k−1∑
i=1

(−A)i +A−
k∑

i=2

(−A)i = I −A+A− (−A)k = I.

故 I +A可逆，且 (I +A)−1 = B = I +

k−1∑
i=1

(−A)i.

那为什么这么取呢？我们可以像几何级数一样对 (I +A)−1 做展开，我们知道 |x| < 1时，
1

1− x
=

∞∑
i=0

xi.

由此我们猜测 (I +A)−1 = I +

∞∑
i=1

(−A)i，代入验证会发现这确实是正确的，再结合 Ak = O，便得到了 B.

习题 1.34 (第四章第 14题)

♠
设方阵 A满足 I − 2A− 3A2 + 4A3 + 5A4 − 6A5 = O，证明：I −A可逆，并求 (I −A)−1.

证明 这其实是个因式分解，由 2I − 2A− 3A2 + 4A3 + 5A4 − 6A5 = I，则 (I −A)(2I − 3A2 +A3 + 6A4) = I.

从而 I −A可逆，且 (I −A)−1 = 2I − 3A2 +A3 + 6A4.

习题 1.35 (第四章第 18题)

♠证明：不存在 n阶复方阵 A,B 满足 AB −BA = In.

证明 假设存在，那么 tr(AB −BA) = tr(In) = n，但是 tr(AB −BA) = tr(AB)− tr(BA) = 0，矛盾！

习题 1.36 (第四章第 19题)

♠

证明：可逆上 (下)三角、准对角、对称、反对称方阵的逆矩阵仍然分别是上 (下)三角、准对角、对称、反
对称的。

证明 以下均设原可逆方阵为 A，Aij 为 A的代数余子式，A∗ 为 A的伴随方阵。

(1)上 (下)三角：仅考虑上三角，下三角同理。由 (A∗)ij = Aji，则 i > j 时，我们证明 Aji = 0，利用数学归纳
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法，n = 2时显然，假设 n = k时命题成立，那么 n = k + 1时，取 (k + 1)阶可逆方阵 A′ =

(
A α

a

)
, a 6= 0

由归纳假设，j < i ⩽ k时，A′
ji 左上角的 (k − 1)阶子式为 Aji，最后一个对角元为 a，最后一行除对角元外为

0，则将 A′
ji按最后一行展开可得 A′

ji = (−1)k+1aAji = 0，故只需证 A′
j,k+1 = 0, j = 1, 2, · · · , k，而这是显然的，

因为 A′
j,k+1 的最后一行全为 0。至此我们得到了 A∗ 为上三角阵，故 A−1 也为上三角阵。

(2)准对角：易知准对角阵每个对角块都是可逆方阵，设 A = diag(A1, · · · , Ak)，则取 B = diag(A−1
1 , · · · , A−1

k )，

代入验证可知 B 即为 A的逆矩阵，从而也是准对角方阵。

(3)对称：由 A = AT , AA−1 = I，两边取转置得 (A−1)TAT = (A−1)TA = I, A−1 = (A−1)T，即 A−1 对称。

(4)反对称：由 −A = AT , AA−1 = I，同 (3)有 (A−1)TAT = −(A−1)TA = I, A−1 = −(A−1)T，即 A−1反对称。

习题 1.37 (第四章第 22题)

♠

设 A,B 是 n阶方阵，λ是数。证明：

(1) (λA)∗ = λn−1A∗; (2) (AB)∗ = B∗A∗; (3) det(A∗) = (det(A))n−1.

证明 (1) (λA)∗ 的 (i, j)位置元素为 λA的 (j, i)位置元素对应的代数余子式，为一个 (n− 1)阶行列式，故其值

为 Aji 的 λn−1 倍，故有 (λA)∗ = λn−1A∗.

(2)若A,B均可逆，则A∗ = |A|A−1, B∗ = |B|B−1，且AB也可逆，则 (AB)∗ = |AB|(AB)−1 = |A||B|(B−1A−1)

= (|B|B−1)(|A|A−1) = B∗A∗.而 A,B 中某个方阵不可逆时，考虑方阵 tI + A, tI +B，这两个方阵的行列式都

是关于 t的多项式，只有有限个根，那么必存在原点的去心邻域M = (−δ, 0)∪ (0, δ)满足 ∀t ∈M, tI +A, tI +B

均可逆，则由可逆情形时结论 ((tI +A)(tI +B))∗ = (tI +B)∗(tI +A)∗，而该式两边均为 n阶方阵，且其元素

都是关于 t的多项式，从而关于 t连续，则令 t→ 0，得到 (AB)∗ = B∗A∗.

(3)若 A可逆，则 A∗ = |A|A−1，两边取行列式可得 |A∗| = |A|n|A−1| = |A|n−1.而 A不可逆时，同 (2)理，存在
原点的去心邻域M = (−δ, 0) ∪ (0, δ)满足 ∀t ∈M, tI +A可逆，则由可逆情形时结论 |(tI +A)∗| = |tI +A|n−1.

而上式两边均为关于 t的多项式，故连续，则令 t→ 0，得到 |A∗| = |A|n−1，即 det(A∗) = (det(A))n−1.�
笔记这道题后两问用到的方法称为“微扰法”，当某个命题在矩阵可逆情形下比较容易证明时，往往采用这种办

法来推广至一般矩阵，是很多矩阵证明问题里的常用方法。

习题 1.38 (第四章第 25题)

♠设 n阶方阵 A的每行、每列元素之和都是 0，证明：A∗ 的所有元素都相等。

证明 这等价于证明 A的所有代数余子式 Aij 相等，我们先证明 A每行对应的代数余子式相等，不妨取第一行。

由于 A的每行元素之和都是 0，我们把 A11 中其余列均加到列指标为 k的列 (k = 2, · · · , n)，可得：

A11 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a22 a23 · · · a2n

a32 a33 · · · a3n
...

...
. . .

...
an2 an3 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a22 · · · a2,k−1 −a21 a2,k+1 · · · a2n

a32 · · · a3,k−1 −a31 a3,k+1 · · · a3n
...

...
...

...
...

...
...

an2 · · · an,k−1 −an1 an,k+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)k−2+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,k−1 a2,k+1 · · · a2n

a31 · · · a3,k−1 a3,k+1 · · · a3n
...

...
...

...
...

...
an1 · · · an,k−1 an,k+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)k−1M1k = A1k.

故 A第一行对应的代数余子式均相等，同理可知对其他行也成立，再由 A每列元素之和也都是 0，同理可知 A
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每列对应的代数余子式也均相等，那么 A每个元素对应的代数余子式均相等，从而 A∗ 的所有元素相等。

习题 1.39 (第四章第 34题 (1)(4)(5))

♠

计算下列矩阵的逆矩阵

(1)


1 0 1 −4

−1 −3 −4 −2

2 −1 4 4

2 3 −3 2

 (4)


A1

A2

. .
.

Ak

 , Ai可逆 (5)


1 + a1 1 · · · 1

1 1 + a2
. . .

...
...

. . . . . . 1

1 · · · 1 1 + an



解 (1)逆天计算题，但不排除考试考这种题的可能性，只能小心点别算错了。
1 0 1 −4 1 0 0 0

−1 −3 −4 −2 0 1 0 0

2 −1 4 4 0 0 1 0

2 3 −3 2 0 0 0 1

→


1 0 1 −4 1 0 0 0

0 −3 −3 −6 1 1 0 0

0 −1 2 12 −2 0 1 0

0 3 −5 10 −2 0 0 1



→


1 0 1 −4 1 0 0 0

0 −3 −3 −6 1 1 0 0

0 0 3 14 −7/3 −1/3 1 0

0 0 −8 4 −1 1 0 1

→


1 0 1 −4 1 0 0 0

0 1 1 2 −1/3 −1/3 0 0

0 0 1 14/3 −7/9 −1/9 1/3 0

0 0 0 124/3 −65/9 1/9 8/3 1



→


1 0 1 −4 1 0 0 0

0 1 1 2 −1/3 −1/3 0 0

0 0 1 14/3 −7/9 −1/9 1/3 0

0 0 0 1 −65/372 1/372 24/372 9/372



→


1 0 1 0 28/93 1/93 8/31 3/31

0 1 1 0 1/62 −21/62 −4/31 −3/62

0 0 1 0 7/186 −23/186 1/31 −7/62

0 0 0 1 −65/372 1/372 24/372 9/372



→


1 0 0 0 49/186 25/186 7/31 13/62

0 1 0 0 −2/93 −20/93 −5/31 2/31

0 0 1 0 7/186 −23/186 1/31 −7/62

0 0 0 1 −65/372 1/372 2/31 3/124

 .

(4)观察原矩阵形式，直接取 B =


A−1

k

A−1
k−1

. .
.

A−1
1

，代入验证知 B 即为原矩阵的逆矩阵。

(5)先证明这样一个引理：

引理 1.1 (Sherman-Morrison公式)

♥

设 A是 n阶可逆阵，α,β是 n维列向量，且 1 + βTA−1α 6= 0，则有：

(A+αβT )−1 = A−1 − 1

1 + βTA−1α
A−1αβTA−1.
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证明 直接计算可得：

(A+αβT )

(
A−1 − 1

1 + βTA−1α
A−1αβTA−1

)
=I +αβTA−1 − 1

1 + βTA−1α
AA−1αβTA−1 − 1

1 + βTA−1α
αβTA−1αβTA−1

=I +αβTA−1 − 1

1 + βTA−1α
αβTA−1 − βTA−1α

1 + βTA−1α
αβTA−1

=I +αβTA−1 − 1 + βTA−1α

1 + βTA−1α
αβTA−1 = I. 从而引理得证。

接下来回到原题，利用习题2.3的结论先计算该矩阵行列式：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 1 · · · 1

1 1 + a2
. . .

...
...

. . . . . . 1

1 · · · 1 1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∏
i=1

ai +

n∑
k=1

∏
i ̸=k

ai

 6= 0时

原矩阵可逆，以下我们均假设此条件成立，容易看出此时 ai 中至多有一个为 0。

(I) ai 6= 0 (i = 1, 2, · · · , n)时：

令 A =


a1

a2
. . .

an

 ,α = β =


1

1
...
1

 , 则


1 + a1 1 · · · 1

1 1 + a2
. . .

...
...

. . . . . . 1

1 · · · 1 1 + an

 = A+αβT

此时 A是 n阶可逆方阵，且容易算得：

A−1 =


a−1
1

a−1
2

. . .
a−1
n

 , 1 + βTA−1α = 1 +

n∑
i=1

a−1
i

A−1αβTA−1 =


a−2
1 a−1

1 a−1
2 · · · a−1

1 a−1
n

a−1
2 a−1

1 a−2
2 · · · a−1

2 a−1
n

...
...

. . .
...

a−1
n a−1

1 a−1
n a−1

2 · · · a−2
n


那么由引理1.1，原矩阵的逆矩阵为：

(A+αβT )−1 = A−1 − 1

1 + βTA−1α
A−1αβTA−1

=


a−1
1

a−1
2

. . .
a−1
n

− 1

1 +
n∑

i=1

a−1
i


a−2
1 a−1

1 a−1
2 · · · a−1

1 a−1
n

a−1
2 a−1

1 a−2
2 · · · a−1

2 a−1
n

...
...

. . .
...

a−1
n a−1

1 a−1
n a−1

2 · · · a−2
n



=


a−1
1 − sa−2

1 −sa−1
1 a−1

2 · · · −sa−1
1 a−1

n

−sa−1
2 a−1

1 a−1
2 − sa−2

2 · · · −sa−1
2 a−1

n

...
...

. . .
...

−sa−1
n a−1

1 −sa−1
n a−1

2 · · · a−1
n − sa−2

n

 ,其中s =
1

1 +
n∑

i=1

a−1
i

.
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(II) ∃j, aj = 0, ai 6= 0 (i 6= j)时：

取aj = ε→ 0，则 lim
ε→0

s = 0, lim
ε→0

(a−1
i − sa−2

i ) = a−1
i (i 6= j), lim

ε→0
(−sa−1

i a−1
k ) = 0 (i, k 6= j)

lim
ε→0

s

ε
= lim

ε→0

s

aj
= 1, =⇒ lim

ε→0
(−sa−1

i a−1
j ) = − 1

ai
(i 6= j)

lim
ε→0

(a−1
j − sa−2

j )
t=s− 1

aj−−−−−→= lim
ε→0

 1

aj
− 1(

t+ 1
aj

)
a2j

 = lim
ε→0

taj
aj(taj + 1)

= t = 1 +
∑
i ̸=j

a−1
i .

综上 (A+αβT )−1 =



a−1
1 −a−1

1

. . .
...

a−1
j−1 −a−1

j−1

−a−1
1 · · · −a−1

j−1 t −a−1
j+1 · · · −a−1

n

−a−1
j+1 a−1

j+1

...
. . .

−a−1
n a−1

n


, 其中t = 1 +

∑
i ̸=j

a−1
i .
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习题 1.40 (第四章第 37题)

♠

设 A是 n阶可逆方阵，a, b为 n维列向量.证明：A+ abT 可逆当且仅当 1 + bTA−1a 6= 0.且 A+ abT 可

逆时，(A+ abT )−1 = A−1 − A−1abTA−1

1 + bTA−1a
.

证明 (1)先证 A+ abT 可逆 ⇐⇒ 1 + bTA−1a 6= 0.

A+ abT 可逆 ⇐⇒ det(A+ abT ) 6= 0

⇐⇒ det(A)det(I +A−1abT ) 6= 0

⇐⇒ det(I +A−1abT ) 6= 0

注意到 det(Im − PQ) = det(In −QP )，则有 det(I +A−1abT ) = det(1 + bTA−1a)

故 A+ abT 可逆 ⇐⇒ 1 + bTA−1a 6= 0.

(2)再求 A+ abT 的逆.
对这种验证类的题目，可以直接把题目给的结果代入验证，这里不再赘述.下面给出直接求逆的方法.
(A+ abT )−1 = (A(I +A−1abT ))−1 = (I +A−1abT )−1A−1 def

= BA−1

则有

(I +A−1abT )B = I → B +A−1abTB = I (1.51)

两边同时左乘 A−1abT 得

A−1abTB +A−1abTA−1abTB = A−1abT → A−1abTB +A−1a(bTA−1a)bTB = A−1abT

→ (1 + bTA−1a)A−1abTB = A−1abT → A−1abTB =
A−1abT

1 + bTA−1a
(1.52)

上式利用了 bTA−1a是数，可以随意交换位置

带回式 (1.51)得 B = I − A−1abT

1 + bTA−1a
，即 (A+ abT )−1 = BA−1 = A−1 − A−1abTA−1

1 + bTA−1a
.

习题 1.41 (第四章第 38题)

♠

设 A ∈ Fm×m, B ∈ Fn×n, C ∈ Fn×m,且 A为对称可逆方阵.证明：存在可逆方阵 P 使得

P

(
A CT

C B

)
PT为准对角阵.

证明 利用 Schur公式

(
I

−CA−1 I

)(
A B

C D

)(
I −A−1B

I

)
=

(
A

D − CA−1B

)
进行对角化：

(
I

−CA−1 I

)(
A CT

C B

)(
I −A−1CT

I

)
=

(
A

B − CA−1CT

)
(1.53)

易见左式最左边的矩阵即为满足要求的 P：

det(P ) = det(

(
I

−CA−1 I

)
) = 1，故可逆；

PT =

(
I

−CA−1 I

)T

=

(
I (−CA−1)T

I

)
=

(
I −A−1CT

I

)
.
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习题 1.42 (第四章第 40题 (1)(3))

♠

计算下列矩阵的秩. (1)


3 2 −1 9

−2 1 −4 2

−1 −2 3 −2

3 2 −1 9

 (3)


1 4 9 16

4 9 16 25

9 16 25 36

16 25 36 49


解 (1)进行初等变换：

3 2 −1 9

−2 1 −4 2

−1 −2 3 −2

3 2 −1 9

→


3 2 −1 9

0 7/3 −14/3 8

−1 −2 3 −2

3 2 −1 9

→


3 2 −1 9

0 7/3 −14/3 8

0 −4/3 8/3 1

3 2 −1 9



→


3 2 −1 9

0 7/3 −14/3 8

0 −4/3 8/3 1

0 0 0 0

→


3 2 −1 9

0 7/3 −14/3 8

0 0 0 39/7

0 0 0 0

 (1.54)

经变换后的矩阵行列式为 0，且容易找到一个非零三阶子式：取第 1、2、3行和第 1、2、4列，故矩阵秩为 3
其实也可以直接从原矩阵出发：观察易知第一行和第四行相等，故其行列式为 0，再找到一个非零三阶子式

即可说明秩为 3
但进行一定程度的初等变换可以让我们更容易地找到非零子式：找对角元均非零的上三角子式即可.

(2)进行初等变换：(一般步骤应遵循高斯消元法的过程，由本题的特殊结构给出一种更简单的变换方法)
1 4 9 16

4 9 16 25

9 16 25 36

16 25 36 49

依次减去上一行−−−−−−−−−−−→


1 4 9 16

3 5 7 9

5 7 9 11

7 9 11 13

→


1 4 9 16

3 5 7 9

2 2 2 2

2 2 2 2



→


1 4 9 16

3 5 7 9

1 1 1 1

0 0 0 0

→


1 1 1 1

0 2 4 6

0 3 8 15

0 0 0 0

→


1 1 1 1

0 1 2 3

0 0 2 6

0 0 0 0

 (1.55)

化简后的矩阵行列式为 0，容易找到其左上角的三阶子式不为零，故秩为 3.

习题 1.43 (第四章第 41题)

♠

对于 a, b的各种取值，讨论实矩阵


1 2 3

2 4 a

3 b 9

的秩.

解进行初等变换： 
1 2 3

2 4 a

3 b 9

→


1 2 3

0 0 a− 6

0 b− 6 0

 (1.56)

对 a,b的取值进行讨论如下：
(1) a,b均不为 6时，秩为 3; (2) a,b有一个 6时，秩为 2; (3) a,b均为 6时，秩为 1.
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习题 1.44 (第四章第 42题)

♠
设 A为 n阶方阵，且 A2 = I .求方阵 diag(I +A, I −A)的相抵标准型.

解进行分块初等变换：(
I +A

O I −A

)
→

(
I +A O

I +A I −A

)
→

(
I +A O

2I I −A

)
→

(
O (I +A)(I −A)/2

2I I −A

)

→

(
O (I −A2)/2

2I I −A

)
→

(
O O

2I I −A

)
→

(
O O

2I O

)
→

(
In O

O O

)
(1.57)

即相抵标准型为

(
In O

O O

)
注相抵标准型要和原矩阵大小相同，有的同学这道题直接写的 In，这是不正确的.

习题 1.45 (第四章第 46题)

♠
设 n阶方阵 A满足 A2 = I ,证明：rank(I +A) + rank(I −A) = n.

证明 法一：由 rank(A) + rank(B) = rank(diag(A,B))知本题与 42题等价.

法二：利用秩不等式：(1) rank(I +A) + rank(I −A) ≥ rank((I +A) + (I −A)) = n

(2)由 Sylvester不等式：rank(I +A) + rank(I −A) ≤ rank((I +A)(I −A)) + n = rank(O) + n = n

综合 (1)(2)知命题成立.

习题 1.46 (第五章第 1题)

♠

设 a1 = (1, 2,−1),a2 = (2, 0, 3),a3 = (2, 1, 0)是三维几何空间中的三个向量.能否将其中某一个向量写成
其它两个向量的线性组合?这三个向量是否共面?

解注意到 ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −1

2 0 3

2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 7 6= 0.

故向量 a1,a2,a3 线性无关，因此其中任一向量不能表示为其它两个向量的线性组合，进而这三个向量不共面.

习题 1.47 (第五章第 3题)

♠

在 F4 中，判断向量 b能否写成 a1,a2,a3 的线性组合.若能，写出一种表达方式.

(1) a1 = (−1, 3, 0,−5),a2 = (2, 0, 7,−3),a3 = (−4, 1,−2, 6), b = (8, 3,−1,−25).

(2) a1 = (3,−5, 2,−4)T ,a2 = (−1, 7,−3, 6)T ,a3 = (3, 11,−5, 10)T , b = (2,−30, 13,−26)T .

解 (1)这个问题等价于线性方程组 x1α
T
1 + x2α

T
2 + x3α

T
3 = bT 是否有解，若有解，给出一组解.考虑增广矩阵

−1 2 −4 8

3 0 1 3

0 7 −2 −1

−5 −3 6 −25

 −→


1 −2 4 −8

0 1 −2 5

0 0 1 −3

0 0 0 0

 .

解得 (x1, x2, x3) = (2,−1,−3),故 b = 2α1 − α2 − 3α3.
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(2)类似于 (1)考虑线性方程组 x1α1 + x2α2 + x3α3 = b.对增广矩阵作初等变换
3 −1 3 2

−5 7 11 −30

2 −3 −5 13

−4 4 10 −26

 −→


1 2 8 −11

0 17 51 −85

0 0 0 0

0 0 0 0


解得 (x1, x2, x3) = (−3,−8, 1),故 b = −3α1 − 8α2 + α3.

习题 1.48 (第五章第 4题)

♠

设 a1 = (1, 0, 0, 0),a2 = (1, 1, 0, 0),a3 = (1, 1, 1, 0),a4 = (1, 1, 1, 1, 1). 证明：F4 中任何向量可以写成

a1,a2,a3,a4 的线性组合，且表示唯一.

证明 对任意向量 b = (b1, b2, b3, b4) ∈ F4,考虑线性方程组 x1α
T
1 + x2α

T
2 + x3α

T
3 + x4α

T
4 = bT .原问题等价于此

线性方程组对任意向量 b是否存在解，且解唯一.注意到系数矩阵
1 1 1 1

0 1 1 1

0 0 1 1

0 0 0 1


非退化，由 Cramer法则知该线性方程组存在唯一解.

习题 1.49 (第五章第 5题)

♠

设 P i = (xi, yi, zi), i = 1, 2, 3, 4是三维几何空间中的点.证明：P i, i = 1, 2, 3, 4共面的条件是∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1 1

x2 y2 z2 1

x3 y3 z3 1

x4 y4 z4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

证明 P i, i = 1, 2, 3, 4共面等价于
−−−→
P1P2,

−−−→
P1P3,

−−−→
P1P4 线性相关，也等价于行列式∣∣∣∣∣∣∣∣

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

x4 − x1 y4 − y1 z4 − z1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

即等价于行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1 1

x2 y2 z2 1

x3 y3 z3 1

x4 y4 z4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

习题 1.50 (第五章第 7题)

♠

设 b1, b2, · · · , bs中的每一个向量是 n维向量 a1, a2, · · · , ar 的线性组合.证明：b1, b2, · · · , bs的任何线性组
合都是 a1, a2, · · · , ar 的线性组合.

证明 由于 b1, b2, · · · , bs 中的每一个向量是 n维向量 a1, a2, · · · , ar 的线性组合，可假设

(b1, b2, · · · , bs) = (a1, a2, · · · , ar)A,其中A ∈ Fr×s. 于是：
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k1b1+· · ·+ksbs = (b1, b2, · · · , bs)(k1, k2, · · · , ks)T = (a1, a2, · · · , ar)A(k1, k2, · · · , ks)T ,其中ki ∈ F, ∀i = 1, · · · , s.

故 b1, b2, · · · , bs 的任何线性组合都是 a1, a2, · · · , ar 的线性组合.

习题 1.51 (第五章第 9题)

♠

判别下列线性方程组是否线性相关

(1)


−x1 + 2x2 + 3x3 = 4

5x1 − x3 = −1

8x1 − 6x2 − 10x3 = −13

(2)


2x1 + 3x2 + x3 + 5x4 = 2

3x1 + 2x2 + 4x3 + 2x4 = 3

x1 + x2 + 2x3 + 4x4 = 1

解 (1)对线性方程组的增广矩阵作如下初等变换
−1 2 3 4

5 0 −1 −1

8 −6 −10 −13

 5r1+r2,8r1+r3−−−−−−−−−→


−1 2 3 4

0 10 14 19

0 10 14 19

 .

因此 5r1 + r2 = 8r1 + r3,进而 r2 = 3r1 + r3.

(2)注意到系数矩阵之子式 
2 3 1

3 2 4

1 1 2


的行列式不为零，系数矩阵秩为 3，因此线性无关.

习题 1.52 (第五章第 10题 (1)(4))

♠

判断下列向量组是否线性相关

(1) a1 = (1, 1, 1), a2 = (1,−2, 3), a3 = (1, 4, 9);
(4) a1 = (1,−1, 0, 0), a2 = (0, 1,−1, 0), a3 = (0, 0, 1,−1), a4 = (−1, 0, 0, 1).

解 (1)考虑行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

1 −2 3

1 4 9

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −30 6= 0.

故 a1, a2, a3 线性无关.

(4)考虑行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 0 0

0 1 −1 0

0 0 1 −1

−1 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

故 a1, a2, a3, a4 线性相关.

习题 1.53 (第五章第 11题)
证明：任何一个经过以下两个平面

π1 : A1x+B1y + C1z +D1 = 0, π2 : A2x+B2y + C2z +D2 = 0
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♠

交线的平面的方程能写成：

λ(A1x+B1y + C1z +D1) + µ(A2x+B2y + C2z +D2) = 0.

其中 λ, µ为不全为零的常数.

证明 设 π1, π2 所确定的直线为 l,π : Ax+By + Cz +D = 0为经过 l的平面方程.故方程组A1x+B1y + C1z +D1 = 0

A2x+B2y + C2z +D2 = 0
(1.58)

与 
A1x+B1y + C1z +D1 = 0

A2x+B2y + C2z +D2 = 0

Ax+By + Cz +D = 0

(1.59)

同解，故 (A,B,C,D)可由 (A1, B1, C1, D1), (A2, B2, C2, D2)线性表出. 即存在常数 λ, µ,使得Ax+By+Cz+D =

λ(A1x+B1y+C1z+D1)+µ(A2x+B2y+C2z+D2). 故平面 π的方程即为 λ(A1x+B1y+C1z+D1)+µ(A2x+

B2y + C2z +D2) = 0.

注我们对上述证明中“(A,B,C,D)可由 (A1, B1, C1, D1), (A2, B2, C2, D2)线性表出”作详细解释：

注意到 A1, B1, C1 不全为 0，不妨假设 A1 6= 0，考虑方程组 (1.1)的增广矩阵，(
A1 B1 C1 −D1

A2 B2 C2 −D2

)
−→

(
A1 B1 C1 −D1

0 B2 − B1

A1
C2 − C1

A1
−D2 +

D1

A1

)
注意到B2−B1

A1
与C2−C1

A1
不能同时为 0.若同时为 0，当−D2+

D1

A1
= 0时，则平面 π1, π2重合；当−D2+

D1

A1
6= 0时，

则方程组 (1.1)无解，即平面 π1, π2无交 (与交为直线，无数组解相矛盾!).记B′
2 = B2− B1

A1
, C ′

2 = C2− C1

A1
,−D′

2 =

−D2 +
D1

A1
.不妨假设 B′

2 6= 0,考虑方程组 (1.2)的增广矩阵
A1 B1 C1 −D1

A2 B2 C2 −D2

A B C −D

 −→


A1 B1 C1 −D1

0 B′
2 C ′

2 −D′
2

A B C −D

 利用第一行第二行消去第三行前两列元素−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→


A1 B1 C1 −D1

0 B′
2 C ′

2 −D′
2

0 0 C ′ −D′


由于方程组 (1.1) 与 (1.2) 同解，又方程组 (1.1) 有无数组解，故方程组 (1.2) 也有无数解，因此 C ′ = 0(注意，
若 C ′ 6= 0, 根据 Cramer 法则，方程组 (1.2) 的解存在且唯一，矛盾!). 若 D′ 6= 0, 则 (1.2) 无解. 综上，C ′ =

0 且 D′ = 0. 即 (A,B,C,−D) 可由 (A1, B1, C1,−D1), (A2, B2, C2,−D2) 线性表出，也即 (A,B,C,D) 可由

(A1, B1, C1, D1), (A2, B2, C2, D2)线性表出.

习题 1.54 (第五章第 12题)

♠

下列说法是否正确？为什么？(1)若 a1, a2, · · · , as(s ≥ 2)线性相关，则其中每一个向量都可以表示成其他

向量的线性组合.
(2)如果向量组的任何不是它本身的子向量组都线性无关，则该向量组也线性无关.
(3)若向量组线性无关，则它的任何子向量组都线性无关.
(4)Fn×n 的 n+ 1个向量组成的向量组必线性相关.
(5)设 a1, a2, · · · , as 线性无关，则 a1 + a2, a2 + a3, · · · , as + a1 必线性无关.
(6)设 a1, a2, · · · , as 线性相关，则 a1 + a2, a2 + a3, · · · , as + a1 必线性相关.
(7)设 a1, a2, · · · , as ∈ Fn 线性无关，则它们的加长向量组也必线性无关.
(8)设 a1, a2, · · · , as ∈ Fn 线性相关，则它们的加长向量组也必线性相关.

解 (1)不正确，可以考虑向量组 a1, a2, · · · , as 中的极大无关组.
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(2)不正确，考虑 (1, 0)T 与 (2, 0)T .
(3)正确.其逆否命题为“若存在一组子向量组线性相关，则该向量组线性相关”.
(4)正确，含有 n+ 1个未定元的 n个线性方程组必有非零解.
(5)不正确，考虑 s = 2时的情况.
(6)正确，由教材定理 5.3.5中第 3条，知 rank(a1 + a2, a2 + a3, · · · , as + a1) ≤ rank(a1, a2, · · · , as) < s.
(7)正确，考虑线性方程组，注意到加长向量组相当于添加了更多的线性方程.其逆否命题为“若加长向量组线性
相关，则本身一定线性相关”.
(8)不正确，考虑考虑向量组 (1), (−1)与其加长版本 (1, 0)T , (−1, 1)T .

习题 1.55 (第五章第 17题)

♠

设向量组 a1, a2, · · · , ar 线性无关，且 a1, a2, · · · , ar 可由向量组 b1, b2, · · · , br 线性表示，则 b1, b2, · · · , br
也线性无关.

证明 由教材定理 5.3.5中第 3条知向量组 a1, a2, · · · , ar 的极大无关组个数小于等于向量组 b1, b2, · · · , br 的极大
无关组个数.再由向量组 a1, a2, · · · , ar 线性无关，知向量组 b1, b2, · · · , br 也线性无关.
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习题 1.56 (第五章第 19题)

♠

求下列向量组的极大无关组与秩：

(1) a1 = (3,−2, 0), a2 = (27,−18, 0), a3 = (−1, 5, 8).

(2) a1 = (1,−1, 2, 4), a2 = (0, 3, 1, 2), a3 = (3, 0, 7, 14), a4 = (1,−1, 2, 0), a5 = (2, 1, 5, 6).

(3) a1 = (0, 1, 2, 3), a2 = (1, 2, 3, 4), a3 = (3, 4, 5, 6), a4 = (4, 3, 2, 1), a5 = (6, 5, 4, 3).

解 (1)假设 k1a1 + k2a2 + k3a3 = 0，其系数矩阵为：
3 27 −1

−2 −18 5

0 0 8

进行初等行变换，得

1 9 0

0 0 1

0 0 0


则 a1,a2,a3 秩为 2，且有 a2 = 9a1，则 a1,a3 或 a2,a3 构成向量组的极大无关组。

(2)假设 k1a1 + k2a2 + k3a3 + k4a4 + k5a5 = 0，其系数矩阵为：
1 0 3 1 2

−1 3 0 −1 1

2 1 7 2 5

4 2 14 0 6

进行初等行变换，得

1 0 3 0 1

0 1 1 0 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0


则 a1,a2,a3,a4,a5 秩为 3，且 a3 = 3a1 + a2,a5 = a1 + a2 + a4，则 a1,a2,a4 可构成向量组的极大无关组。

(3)假设 k1a1 + k2a2 + k3a3 + k4a4 + k5a5 = 0，其系数矩阵为：
0 1 3 4 6

1 2 4 3 5

2 3 5 2 4

3 4 6 1 3

进行初等行变换，得

1 1 1 −1 −1

0 1 3 4 6

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


则 a1,a2,a3,a4,a5秩为 2，且五个向量中任意两个都线性无关，故任意两个向量均可构成向量组的极大无关组。

习题 1.57 (第五章第 25题)

♠

求下列矩阵的秩，并求出它的行空间、列空间及零空间的一组基。

(1)


3 −2 0 1

−1 −3 2 0

2 0 −4 5

4 1 −2 1

 (2)


3 6 1 5

1 4 −1 3

−1 −10 5 −7

4 −2 8 0


解在两问中均记矩阵为 A，其四个行向量为 a1,a2,a3,a4，四个列向量为 b1, b2, b3, b4

(1)进行初等行变换（不交换行）得：


0 5 −6 4

1 3 −2 0

0 −6 0 5

0 0 0 0

，矩阵秩为 3，则 a1,a2,a3 可作为行空间的一组基。

进行初等列变换（不交换列）得：


0 0 0 1

0 0 1 0

1 0 0 0

0 0 −1 1

，则 b1, b3, b4 可作为列空间的一组基。
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利用行变换后的结果可得 Ax = 0的解集为 (8, 30, 49, 36)T t, t ∈ R，则 (8, 30, 49, 36)T 可作为零空间的一组基。

(2)进行初等行变换（不交换行）得：


0 3 −2 2

1 1 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

，矩阵秩为 2，则 a1,a2 可作为行空间的一组基。

进行初等列变换（不交换列）得：


0 0 1 0

−1 0 0 0

4 0 1 0

5 0 3 0

，则 b1, b3 可作为列空间的一组基。

利用行变换后的结果可得 Ax = 0的解集为 (−5, 2, 3, 0)T t+ (−1,−2, 0, 3)T s，其中 t, s ∈ R，则 (−5, 2, 3, 0)T 与

(−1,−2, 0, 3)T 可作为零空间的一组基。

习题 1.58 (第五章第 28题)

♠
证明：n阶方阵 A可逆 ⇐⇒ rank(A) = n ⇐⇒ A的行向量线性无关 ⇐⇒ A的列向量线性无关

证明 n阶方阵 A可逆 ⇐⇒ det(A) 6= 0 ⇐⇒ rank(A) = n，同时由于矩阵的秩 =行秩 =列秩，则 rank(A) =
n ⇐⇒ A的行向量线性无关 ⇐⇒ A的列向量线性无关，命题得证。

习题 1.59 (第五章第 29题)

♠设矩阵 A ∈ Fm×n的秩为 r，则 A的不等于零的 r阶子式所在行 (列)构成 A的行 (列)向量的极大无关组。

证明 由对称性，仅考虑行向量情形即可。通过交换行的位置，可以将不为 0的 r阶子式所在的行调整到前 r行，

故不妨设 A =

(
Ar B

C D

)
，其中 det(Ar) 6= 0，则 Ar 中 r个 r维行向量线性无关，则 (Ar B)作为其加长向量

组也线性无关，再由矩阵的秩为 r，可知前 r行即为行向量的极大无关组。

习题 1.60 (第五章第 31题)

♠

设 a1,a2, · · · ,an 是 Fn 的基，向量组 b1, b2, · · · , bn 与 a1,a2, · · · ,an 有关系式

(b1, b2, · · · , bn) = (a1,a2, · · · ,an)T.

证明：b1, b2, · · · , bn 为 Fn 的基当且仅当 T 为可逆方阵。

证明 设 T = (tij)n×n，则 bj =

n∑
i=1

tijai，而 (b1, · · · , bn)为 Fn的基当且仅当它们线性无关，即
n∑

j=1

λjbj = 0只

有零解，也即
n∑

j=1

n∑
i=1

λjtijai =

n∑
i=1

 n∑
j=1

λjtij

ai = 0只有零解，由 a1, · · · ,an是基，则
n∑

i=1

 n∑
j=1

λjtij

ai = 0

只有
n∑

j=1

λjtij = 0, i = 1, · · · , n，即 Tλ = 0，其中 λ = (λ1, · · · , λn)T，其只有零解当且仅当 T 可逆，命题得证。
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习题 1.61 (第五章第 34题)

♠
以向量组 a1 = (3, 1, 0), a2 = (6, 3, 2), a3 = (1, 3, 5)为基，求 β = (2,−1, 2)的坐标.

解即求线性表示的系数，做初等变换如下：
3 6 1 2

1 3 3 −1

0 2 5 2

→


1 3 3 −1

3 6 1 2

0 2 5 2

→


1 3 3 −1

0 −3 −8 5

0 2 5 2

→


1 3 3 −1

0 −3 −8 5

0 0 −1/3 16/3

 (1.60)

故坐标为 (x1, x2, x3)
T = (−76, 41,−16)T

习题 1.62 (第五章第 35题)

♠

设 a1 = (3, 2,−1, 4), a2 = (2, 3, 0,−1).

(1)将 a1, a2 扩充为 R4 的一组基；

(2)给出标准基在该组基下的表示；
(3)求 β = (1, 3, 4,−2)在该组基下的坐标.

解虽然题目给的向量是行向量，但我们还是习惯性地使用列向量来进行计算，即将所有向量转置.
(1)注意到 a1, a2 的前两个分量线性无关，故可以直接补充 a3 = (0, 0, 1, 0)，

a4 = (0, 0, 0, 1)得到一组基.

(2)基变换写为
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




3 2 0 0

2 3 0 0

−1 0 1 0

4 −1 0 1

 =


3 2 0 0

2 3 0 0

−1 0 1 0

4 −1 0 1



故


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


′

=


3 2 0 0

2 3 0 0

−1 0 1 0

4 −1 0 1


−1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 =


3 2 0 0

2 3 0 0

−1 0 1 0

4 −1 0 1


−1

即标准基在这组基下的表示为


3 2 0 0

2 3 0 0

−1 0 1 0

4 −1 0 1


−1

=


3/5 −2/5 0 0

−2/5 3/5 0 0

3/5 −2/5 1 0

−14/5 11/5 0 1


(3)由坐标变换公式，β′ = T−1β = (−3/5, 7/5, 17/5, 9/5).

习题 1.63 (第五章第 36题)

♠

将三维几何空间中的直角坐标系 [O; e1, e2, e3]绕单位向量 e = 1√
3
(1, 1, 1)逆时针旋转 θ角，求新坐标与原

坐标之间的关系.

解将标准基 1换为 e′1 = e及垂直于 e的平面内互相垂直的两单位向量 e′2 = 1√
2
(1,−1, 0), e′3 = 1√

6
(1, 1,−2)组成

的基 2，有过渡矩阵：
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T1 =


1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

− 1√
2

1√
6

1√
3

0 − 2√
6


满足

(e1, e2, e3)T1 = (e′1, e
′
2, e

′
3); (1.61)

再将基 2绕 e逆时针旋转 θ角得到基 3：(e′′1 , e
′′
2 , e

′′
3)，有过渡矩阵 (即二维旋转)：

T2 =


1 0 0

0 cosθ −sinθ
0 sinθ cosθ


满足

(e′1, e
′
2, e

′
3)T2 = (e′′1 , e

′′
2 , e

′′
3); (1.62)

由于旋转过程中基 1与基 2的相对位置保持不变，故基 1经旋转得到的基 4：(e′′′1 , e
′′′
2 , e

′′′
3 )与基 3之间满足

和基 1与基 2相同的关系：
(e′′′1 , e

′′′
2 , e

′′′
3 )T1 = (e′′1 , e

′′
2 , e

′′
3); (1.63)

即

(e′′′1 , e
′′′
2 , e

′′′
3 ) = (e′′1 , e

′′
2 , e

′′
3)T

−1
1 . (1.64)

综合式 (1.61),(1.62),(1.64)得到标准基在旋转前后的基变换：

(e′′′1 , e
′′′
2 , e

′′′
3 ) = (e1, e2, e3)T1T2T

−1
1 (1.65)

故坐标变换为：

α′ = Rα = T1T
−1
2 T−1

1 α (1.66)

旋转矩阵写为:

R = T1T
−1
2 T−1

1

=


(1 + 2cosθ)/3 (1− cosθ +

√
3sinθ)/3 (1− cosθ −

√
3sinθ)/3

(1− cosθ −
√
3sinθ)/3 (1 + 2cosθ)/3 (1− cosθ +

√
3sinθ)/3

(1− cosθ +
√
3sinθ)/3 (1− cosθ −

√
3sinθ)/3 (1 + 2cosθ)/3

 (1.67)

注本题也可以直接使用 Rodrigues转动公式：

R(ψ⃗) =


n21(1− cosψ) + cosψ n1n2(1− cosψ)− n3sinψ n1n3(1− cosψ) + n2sinψ

n1n2(1− cosψ) + n3sinψ n2
2(1− cosψ) + cosψ n2n3(1− cosψ)− n1sinψ

n1n3(1− cosψ)− n2sinψ n2n3(1− cosψ) + n1sinψ n2
3(1− cosψ) + cosψ


由于坐标轴绕 e逆时针转 θ角，故相对地，坐标绕 e顺时针转 θ角，即 ψ取 −θ，而转轴 e的三个分量即为

n1, n2, n3，代入得

R =


(1− cosθ)/3 + cosθ (1− cosθ)/3 +

√
3sinθ/3 (1− cosθ)/3−

√
3sinθ/3

(1− cosθ)/3−
√
3sinθ/3 (1− cosθ)/3 + cosθ (1− cosθ)/3 +

√
3sinθ/3

(1− cosθ)/3 +
√
3sinθ/3 (1− cosθ)/3−

√
3sinθ/3 (1− cosθ)/3 + cosθ



=


(1 + 2cosθ)/3 (1− cosθ +

√
3sinθ)/3 (1− cosθ −

√
3sinθ)/3

(1− cosθ −
√
3sinθ)/3 (1 + 2cosθ)/3 (1− cosθ +

√
3sinθ)/3

(1− cosθ +
√
3sinθ)/3 (1− cosθ −

√
3sinθ)/3 (1 + 2cosθ)/3

 (1.68)
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习题 1.64 (第五章第 40题)

♠

已知 F 5 中向量 a1 = (1, 2, 3, 2, 1)T 及 a2 = (1, 3, 2, 1, 2)T，求找一个齐次线性方程组使得 a1 与 a2 为该方

程组的基础解系.

解设系数矩阵为 A，则齐次线性方程组写为 Ax = O，a1和 a2构成方程组的基础解系，即方程组解空间维数等

于 2，故 rankA = 5− dimV = 5− 2 = 3，故找一个列数为 5，秩为 3，Aa1 = O,Aa2 = O的矩阵 A即可，例如：

A =


1 0 −1 1 0

1 −1 0 0 1

−4 1 0 1 0

 (1.69)

上式中 A的每一行是如何确定的？实际上 A的任意行向量 α满足

(
aT1

aT2

)
αT = O，这即是 A(a1, a2) = O转

置后的结果.

习题 1.65 (第五章第 41题)

♠

判断下列集合关于规定的运算是否构成线性空间

(1) V是所有实数对 (x,y)的集合，数域 F = R.定义

(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2), λ(x, y) = (x, y).

(2) V是所有满足 f(−1) = 0的实函数集合，数域 F = R.定义加法为函数加法，数乘为数与函数的乘法.
(3) V是所有满足 f(0) 6= 0的实函数的集合，数域 F = R.定义加法为函数加法，数乘为数与函数的乘法.
(4) V是数域 F上所有 n阶可逆方阵的全体，加法为矩阵的加法，数乘为矩阵的数乘.

解 (1)不构成线性空间.因为不满足数乘分配律：

(λ+ µ)(x, y) = (x, y) 6= (2x, 2y) = (x, y) + (x, y) = λ(x, y) + µ(x, y) (1.70)

(2)构成线性空间.由于实函数在加法和数乘下构成线性空间，我们只需证 V为实函数空间的子空间，即 V
封闭：设 f, g ∈ V，有 (f + g)(−1) = f(−1) + g(−1) = 0，故 f + g ∈ V ; λf(−1) = 0，故 λf ∈ V .

(3)不构成线性空间，因为 V对加法不封闭：
设 f ∈ V，则 f(0) 6= 0，−f(0) 6= 0.故 −f ∈ V，而 f + (−f) = 0是恒为 0的常量函数，其不在 V中，故 V

对加法不封闭.

(4)不构成线性空间，因为 V对加法不封闭：
设 A ∈ V，则 A可逆，显然 −A也可逆，但 A+ (−A) = O不可逆，即零矩阵不在 V中，V对加法不封闭.

习题 1.66 (第五章第 42题)

♠

设 V 是所有实函数全体在实数域上构成的线性空间，判断 V 中下列函数组是否线性相关.
(1)1, x, sinx;
(2)1, x, ex;
(3)1, cos 2x, cos2 x;
(4)1, x2, (x− 1)3, (x+ 1)3;
(5)cosx, cos 2x, · · · , cosnx.

解 (1)线性无关. (2)线性无关. (3)线性相关，注意到 cos 2x = 2 cos2 x− 1.
(4)线性相关，注意到 (x+ 1)3 − (x− 1)3 − 6x2 − 2 = 0.
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(5)线性无关，我们先断言 1, sinx, cosx, sin 2x, cos 2x, · · · , sinnx, cosnx线性无关.根据第五章第 12题的第三条，
知 cosx, cos 2x, · · · , cosnx线性无关.
以上断言的证明：设

f(x) = a+ b1 sinx+ c1 cosx+ b2 sin 2x+ c2 cos 2x+ · · ·+ bn sinnx+ cn cosnx = 0 其中a, bi, ci ∈ R.

依次设 g(x) = 1, sinx, cosx, sin 2x, cos 2x, · · · , sinnx, cosnx，分别计算定积分
∫ 2π

0
f(x)g(x)dx, 可得 a = b1 =

c1 = · · · = bn = cn = 0.

习题 1.67 (第五章第 44题)

♠

设 Fn[x]是次数小于或等于 n的多项式全体构成的线性空间.
(1)证明：S = {1, x− 1, (x− 1)2, · · · , (x− 1)n}构成 Fn 的一组基；

(2)求 S 到基 T = {1, x, · · · , xn}的过渡矩阵；
(3)求多项式 p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n ∈ Fn[x]在基 S 下的坐标.

证明 (1)根据 xk = ((x− 1) + 1)k(k = 0, 1, 2, · · · , n)的二项式展开及第五章第 17题知 S 线性无关，又 Fn[x]的

维数为 n+ 1，故 S 构成 Fn[x]的一组基.

解 (2)根据二项式展开 xk = ((x− 1) + 1)k =
k∑

i=1

Ci
k(x− 1)i.故

(1, x, · · · , xn) = (1, x− 1, · · · , (x− 1)n)



1 1 1 · · · 1

0 1 2 · · · n

0 0 1 · · · n(n−1)
2

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1


.

(3)

p(x) = a0+a1x+· · ·+anxn = (1, x, · · · , xn)


a0

a1
...
an

 = (1, x−1, · · · , (x−1)n)



1 1 1 · · · 1

0 1 2 · · · n

0 0 1 · · · n(n−1)
2

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1




a0

a1
...
an

 .

则 p(x)在 S 下的坐标为 

1 1 1 · · · 1

0 1 2 · · · n

0 0 1 · · · n(n−1)
2

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1




a0

a1
...
an

 =


p(1)
p′(1)
1!
...

p(n)(1)
n!


即为 p(x)在 1处的 Taylor展开.

习题 1.68 (第五章第 46题)
给定矩阵

A =


0 0 1

1 0 0

4 −2 1


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♠

令 V 是与 A乘法可交换的三阶实方阵全体.证明：V 在矩阵加法与数乘下构成实数域上的线性空间，并
求 V 的一组基与维数.

解根据线性空间及矩阵数乘定义知 V 构成线性空间.注意到下列矩阵

A =


0 0 1

1 0 0

4 −2 1

 , B =


0 −2 0

−1 −4 1

−2 0 0

 , I3

均与矩阵 A可交换，易知 A,B, I3线性无关.下面只需说明对任意矩阵X = xij ,若X 与 A乘法可交换，则X 可

以被 A,B, I3线性表示.比较XA与 AX 中各个分量的元素，知X = x23B+x11I3 +x13A.故 V 的基为 A,B, I3，

维数为 3.

习题 1.69 (第五章第 47题)

♠

V = Fn×n 是数域 F上所有 n阶矩阵构成的线性空间.令W 是数域 F上所有满足 trA = 0的 n阶矩阵的

全体.证明：W 是 V 的线性子空间.并求W 的一组基和维数.

证明 根据迹的线性性质知W 是 V 的线性子空间.易知 Eij(i 6= j), Ekk − Enn ∈ W ,其中 i, j = 1, 2, · · · , n, k =

1, 2, · · · , n−1,且线性无关.下面只需说明Eij(i 6= j), Ekk−Enn ∈W 可以张成W 即可，假设A ∈W ,即 trA = 0.
则 a11 + a22 + · · ·+ ann = 0,因此 ann = −a11 − · · · − an−1,n−1.于是 A =

∑
i ̸=j

aijEij +
∑
k ̸=n

akk(Ekk −Enn).因此

Eij(i 6= j), Ekk − Enn ∈W 构成W 的一组基，维数为 n2 − 1.
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习题 1.70 (第六章第 5题)

♠证明：R2 上的可逆线性变换可以分解为关于坐标轴的伸缩、反射及旋转变换的复合。

证明 显然关于坐标轴的伸缩、反射及旋转变换都是可逆的，且其逆变换仍为关于坐标轴的伸缩、反射及旋转变

换。且 R2 上任意线性变换都与一个二阶方阵对应。因此我们任取一个可逆线性变换 A 满足 A x = Ax，其中

A =

(
a b

c d

)
为可逆方阵，那么我们只需要证明可以通过将 A与关于坐标轴的伸缩、反射、旋转变换对应的矩

阵相乘来得到单位阵即可，我们先通过伸缩来使矩阵两列向量长度相等：(
a b

c d

)(
λ

µ

)
=

(
λa µb

λc µd

)
≜
(
a1 b1

c1 d1

)
由于 A可逆，a, c不同时为 0，b, d不同时为 0，则必存在 λ, µ > 0，满足 λ2(a2 + c2) = µ2(b2 + d2)，这也就是

a21 + c21 = b21 + d21，并且由齐次性不妨设其为 1，再通过旋转来使两列向量关于 y轴对称：(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
a1 b1

c1 d1

)
=

(
a1 cos θ − c1 sin θ b1 cos θ − d1 sin θ

a1 sin θ + c1 cos θ b1 sin θ + d1 cos θ

)
≜
(
a2 b2

c2 d2

)
设 a1 = cosα, c1 = sinα, b1 = cosβ, d1 = sin β，那么我们有：

a2 = cos(θ + α), b2 = cos(θ + β), c2 = sin(θ + α), d2 = sin(θ + β)

取 θ =
π − α− β

2
，就有 a2 + b2 = 0, c2 = d2，再通过一次伸缩使两个列向量正交且均化为单位向量：(

p

q

)(
a2 −a2
c2 c2

)
=

(
pa2 −pa2
qc2 qc2

)
≜
(
a3 −a3
c3 c3

)

那么必存在 p, q > 0，满足 q2c22 − p2a22 = 0，且由齐次性不妨设 q2c22 = p2a22 =
1

2
，此时矩阵两列向量互相正交，

且关于 y轴对称，均为单位向量，与坐标轴夹角都是
π

4
，所以若两列向量是正定向，只需再做一次旋转便可得

到单位阵，若为负定向，则先做一次反射再旋转，也可得到单位阵，至此我们便完成了命题的证明。

习题 1.71 (第六章第 6题)

♠在三维几何空间的直角坐标系中，求关于平面 x+ 2y + 3z = 0的对称变换。

解记所求变换为 T，所给平面为 S，任取 a = (x, y, z)T ∈ R3，设其关于 S 的对称点为 T (a) = (u, v, w)T ≜ b，

则 a, b中点落在 S 上，且 a, b之间的向量与 S 垂直，S 法向量为 −→n = (1, 2, 3)T，从而有：

x+ u+ 2(y + v) + 3(z + w) = 0, x− u =
y − v

2
=
z − w

3

解得 T (x, y, z)T = (u, v, w)T =

(
6

7
x− 2

7
y − 3

7
z,−2

7
x+

3

7
y − 6

7
z,−3

7
x− 6

7
y − 2

7
z

)T

.

习题 1.72 (第六章第 7题)

♠在三维几何空间的直角坐标系中，求关于直线 z = 2y = 3x的对称变换。

解记所求变换为 T，所给直线为 l，任取 a = (x, y, z)T ∈ R3，设其关于 l的对称点为 T (a) = (u, v, w)T ≜ b，则

a, b中点落在 l上，且 a, b之间的向量与 l垂直，l的方向向量为 −→u = ( 13 ,
1
2 , 1)

T，从而有：

3(x+ u) = 2(y + v) = z + w,
x− u

3
+
y − v

2
+ z − w = 0
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解得 T (x, y, z)T = (u, v, w)T =

(
−41

49
x+

12

49
y +

24

49
z,

12

49
x− 31

49
y +

36

49
z,

24

49
x+

36

49
y +

23

49
z

)T

.

习题 1.73 (第六章第 8题)

♠
在三维几何空间的直角坐标系中，求绕向量 e = (1,−1, 1)T 逆时针旋转 30◦ 角的变换。

解记所求变换为 T，任取 A = (a, b, c)T ∈ R3，设 e所在直线为 l，则过点 A且与 l垂直的平面 S 的方程为：

(x− a)− (y − b) + (z − c) = 0

设 l 与 S 交于点 O′ = (λ,−λ, λ)T，代入 S 方程得到 λ = a−b+c
3 ，所求的 T (A) 即为在平面 S 上，将点 A 绕

O′ 逆时针旋转（从 e的正方向看）30◦ 角得到的点，记为 B，接下来我们以 O′ 为原点取一组正交基，不妨取
−→u1 =

−−→
O′A,−→u3 =

−−→
O′O,−→u2 = −→u3 ×−→u1（向量外积），这样得到的 (−→u1,−→u2,−→u3)构成右手系。再对 −→u2 做伸缩使其模长

与 −→u1 相同，即 −→u2′ =
−→u2
|−→u2|

|−→u1|，那么
−−→
O′B =

√
3
2
−→u1 ± 1

2
−→u2′ (

−→
OA · e < 0时为+, > 0时为−)，上述过程中各个向量

均是可求出的，计算得到：

−→u1 = (a− λ, b+ λ, c− λ)T ,−→u2 = λ(b+ c, c− a,−a− b)T ,−→u3 = (−λ, λ,−λ)T

而显然 T 是一个线性变换，那么我们只需要计算标准正交基 e1, e2, e3 的像即可，利用上述过程计算得到：

T (e1) =

(√
3 + 1

3
,

√
3− 1

3
,
1

3

)T

, T (e2) =

(
−1

3
,

√
3 + 1

3
,

√
3− 1

3

)T

, T (e3) =

(
−
√
3 + 1

3
,−1

3
,

√
3 + 1

3

)T

据此我们便可得到所有点在该旋转变换下的像点，即 T (x, y, z)T = xT (e1) + yT (e2) + zT (e3).�
笔记

−−→
O′B表达式中正负号的不同是由于在 e的正方向和负方向看，逆时针是不同的。其实也可以用 e的方向作

为 u3 轴的方向，就可以避免讨论正负。

习题 1.74 (第六章第 36题)

♠

求下列线性变换在所指定的基下的矩阵

(1)在 Fn[x]中 ,A (P (x)) = P ′(x)，在基 e0 = 1, e1 = x, · · · , en−1 = xn−1

(n−1)! 下；

(2)以四个线性无关的函数

αl = eax cos bx α2 = eax sin bx α3 = x eax cos bx α4 = x eax sin bx

为基的四维空间中，线性变换为微分变换；

(3)给定 2阶实方阵 A,求 2阶实方阵构成的线性空间上的线性变换 A (x) = Ax− xA在基

e1 =

(
1 0

0 0

)
, e2 =

(
0 1

0 0

)
, e3 =

(
0 0

1 0

)
, e4 =

(
0 0

0 1

)
下的矩阵。

解 (1)由题 A (e0, e1, · · · , en−1) = (0, e0, e1, · · · , en−2) = (e0, e1, · · · , en−1)



0 1 0 · · · 0

0 1
. . .

...
. . . . . . 0

0 1

0


.

(2)由题可知 A 与 (1)中相同，那么有：

A (α1) = (eax cos bx)′ = eax(a cos bx− b sin bx) = aα1 − bα2,

A (α2) = (eax sin bx)′ = eax(a sin bx+ b cos bx) = bα1 + aα2,
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A (α3) = (xeax cos bx)′ = eax (cos bx+ ax cos bx− bx sin bx) = α1 + aα3 − bα4,

A (α4) = (xeax sin bx)′ = eax(sin bx+ ax sin bx− bx cos bx) = α2 + bα3 + aα4.

A (α1, α2, α3, α4) = (α1, α2, α3, α4)


a b 1 0

−b a 0 1

0 0 a b

0 0 −b a

 .

(3)设 A =

(
a b

c d

)
，则A e1 =

(
0 −b
c 0

)
= −be2 + ce3,A e2 =

(
−c a− d

0 c

)
= −ce1 + (a− d)e2 + ce4,A e3 =(

b 0

d− a −b

)
= be1 + (d− a)e3 − be4,A e4 =

(
0 b

−c 0

)
= be2 − ce3，于是：

A (e1, e2, e3, e4) = (e1, e2, e3, e4)


0 −c b 0

−b a− d 0 b

c 0 d− a −c
0 c −b 0

 .

习题 1.75 (第六章第 37题)

♠

在 R3 中定义线性变换

A (x, y, z)T = (x+ 2y, x− 3z, 2y − z)T .

求 A 在基 e1 = (1, 0, 0)T , e2 = (0, 1, 0)T , e3 = (0, 0, 1)T 下的矩阵。

解 A e1 = (1, 1, 0) = e1 + e2,A e2 = (2, 0, 2) = 2e1 + 2e3,A e3 = (0,−3,−1) = −3e2 − e3，则有：

A (e1, e2, e3) = (e1, e2, e3)


1 2 0

1 0 −3

0 2 −1

 ≜ (e1, e2, e3)A

则 A即为 A 在基 e1 = (1, 0, 0)T , e2 = (0, 1, 0)T , e3 = (0, 0, 1)T 下的矩阵。

习题 1.76 (第六章第 38题)

♠

设 R3 中的线性变换 A 将

α1 = (0, 0, 1)T , α2 = (0, 1, 1)T , α3 = (1, 1, 1)T

变换到

β1 = (2, 3, 5)T , β2 = (1, 0, 0)T , β3 = (0, 1,−1)T .

求 A 在自然基和 α1, α2, α3 下的矩阵。

解 容易看出 e1 = α3 − α2, e2 = α2 − α1, e3 = α3，则 A e1 = β3 − β2 = −e1 + e2 − e3,A e2 = β2 − β1 =

−e1 − 3e2 − 5e3,A e3 = β1 = 2e1 + 3e2 + 5e3，则有：

A (e1, e2, e3) = (e1, e2, e3)


−1 −1 2

1 −3 3

−1 −5 5

 ≜ (e1, e2, e3)A

则 A即为 A 在自然基 e1, e2, e3 下的矩阵。

45



1.10 第十二周作业

而 A α1 = β1 = 2α1 + α2 + 2α3,A α2 = β2 = −α2 + α3,A α3 = β3 = −2α1 + α2，则有：

A (α1, α2, α3) = (α1, α2, α3)


2 0 −2

1 −1 1

2 1 0

 ≜ (α1, α2, α3)B

则 B 即为 A 在 α1, α2, α3 下的矩阵。

习题 1.77 (第六章第 41题)

♠

在 R3 中给定两组基：

α1 = (1, 0, 1)T , α2 = (2, 1, 0)T , α3 = (1, 1, 1)T ; β1 = (2, 3, 1)T , β2 = (7, 9, 5)T , β3 = (3, 4, 3)T .

定义线性变换 A (αi) = βi (i = 1, 2, 3) .

(1)求 A 在基 α1, α2, α3 下的矩阵；

(2)求 A 在基 β1, β2, β3 下的矩阵。

解 (1)计算得 A α1 = β1 = −3

2
α1 +

1

2
α2 +

5

2
α3,A α2 = β2 = −3α1 + α2 + 8α3,A α3 = β3 = −α1 + 4α3，则有：

A (α1, α2, α3) = (α1, α2, α3)


− 3

2 −3 −1
1
2 1 0
5
2 8 4

 ≜ (α1, α2, α3)A

则 A即为 A 在基 α1, α2, α3 下的矩阵。

(2)由前一问 A (β1, β2, β3) = A (A (α1, α2, α3)) = A 2(α1, α2, α3) = (α1, α2, α3)A
2 = (β1, β2, β3)A.

从而 A 在基 β1, β2, β3 下的矩阵也为 A.

习题 1.78 (第六章第 42题)

♠

设 V 为 n维线性空间，A : V → V 为线性变换.若存在 α ∈ V ,使得 A n−1α 6= 0,但是 A nα = 0,证明：
A 在某组基下的矩阵为 

0 1 0 · · · 0

0 1
. . .

...
. . . . . . 0

0 1

0


证明 先证 α,A α, · · · ,A n−1α为 V 的一组基，只需证它们线性无关即可。设 λ1α+λ2A α+ · · ·+λnA n−1α = 0，

由题 k ⩾ n时，A kα = 0，则等式两边同时作用A n−1可得 λ1A n−1α = 0，由于A n−1α 6= 0，则 λ1 = 0，同理

将等式两边同时作用 A n−m 可得 λm = 0,m = 1, · · · , n，从而 α,A α, · · · ,A n−1α为 V 的一组基，于是：

A (A n−1α, · · · ,A α, α) = (0,A n−1α, · · · ,A α) = (A n−1α, · · · ,A α, α)



0 1 0 · · · 0

0 1
. . .

...
. . . . . . 0

0 1

0


故题中所给矩阵为 A 在基 (A n−1α, · · · ,A α, α)下的矩阵。�
笔记这是个很常见的取法，以后也可能会多次见到，建议记住并掌握证明方法。
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习题 1.79 (第六章第 43题)

♠

设 α1, α2, · · · , αn 为线性空间 V 的一组基，证明：对于任意 β1, β2, · · · , βn ∈ V , 存在线性变换 A , 使得
A (αi) = βi (i = 1, 2, · · · , n) .

证明 由于 α1, α2, · · · , αn为 V 的一组基，那么 ∀βk, k = 1, · · · , n，存在唯一的一组常数 λ1k, · · · , λnk 使得 βk =

λ1kα1 + · · ·+ λnkαn，取方阵 A满足 (A)ij = λij，由于线性变换与矩阵之间存在着一一对应，那么必存在一个

线性变换 A，其在基 α1, α2, · · · , αn 下的矩阵为 A，于是有：

A (α1, α2, · · · , αn) = (α1, α2, · · · , αn)A = (β1, β2, · · · , βn)

从而 A (αi) = βi, i = 1, · · · , n，于是 A 即为所求的线性变换。�
笔记 或者也可以直接定义映射 A : λ1α1 + · · · + λnαn 7→ λ1β1 + · · · + λnβn，容易验证线性性。这是因

为 α1, α2, · · · , αn 为 V 的一组基，所以 V 中任意元素都能写成它们的线性组合，我们把组合系数“迁移”到

β1, β2, · · · , βn上，便得到了要求的线性变换。并且我们其实可以把这个结论推广到线性映射，即 β1, β2, · · · , βn ∈
U 为另一个线性空间，以同样的方式定义映射，验证线性性即可。
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习题 1.80 (第六章第 11题)

♠

给定 R3中线性变换 A (x, y, z)T = (2x+ y − z, x+ 2y + z, 4x+ 5y + z)T .求 A 的像空间与核空间的维数

及一组基

解由于 A e1 = (2, 1, 4)T ,A e2 = (1, 2, 5)T ,A e3 = (−1, 1, 1)T ,因此

A (e1, e2, e3) = (e1, e2, e3)


2 1 −1

1 2 1

4 5 1

 .

作初等列变换


2 1 −1

1 2 1

4 5 1

→


0 0 −1

0 1 1

0 2 1

 .故 imA 的基为 e2 + 2e3,−e1 + e2 + e3,维数为 2.

注意到

A (x1, x2, x3)
T = A (x1e1 + x2e2 + x3e3) = A (e1, e2, e3)


x1

x2

x3

 = (e1, e2, e3)


2 1 −1

1 2 1

4 5 1



x1

x2

x3

 .

由于 e1, e2, e3 作为基是线性无关的，因此 A (x1, x2, x3)
T = 0 当且仅当


2 1 −1

1 2 1

4 5 1



x1

x2

x3

 = 0. 可解得

(x1, x2, x3) = (−1, 1,−1),故 kerA 的基为 −e1 + e2 − e3,维数为 1.

习题 1.81 (第六章第 12题)

♠证明：从高维数组空间到低维数组空间的投影变换不是可逆变换.

证明 若可逆，这意味着高维数组空间的维数与低维数组空间维数相同，但这显然不可能!

习题 1.82 (补充题)

♠

设 BU = (α1, · · · , αn),BV = (β1, · · · , βm) 分别为线性空间 U ,V 的基.BU∗ = (α1, · · · , αn),BV ∗ =

(β1, · · · , βm) 分别为 BU 与 BV 的对偶基. 设线性映射 A : U → V 在基 BU 与 BV 下的矩阵为 A, 求
A ∗ : V ∗ → U∗ 在基 BU∗ 与 BV ∗ 下的矩阵.

解 设 A ∗(β1, · · · , βm) = (α1, · · · , αn)B, 其中 B = (bij). 故 A ∗βi =
n∑

j=1

bjiα
j，两边同时作用 αj，有 bji =

(A βi)(αj) = βiA (αj) = βi(
m∑

k=1

akjβj) = aij .故 B = AT .

习题 1.83 (第六章第 21题)
判断以下矩阵 A,B 是否相似?并说明理由.

(1)A =


1 2 3

0 1 0

0 0 1

 , B =


1 2 0

0 1 3

0 0 1

 ;
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♠

(1)A =


1 2 0 0

0 1 3 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , B =


1 2 0 0

0 1 0 0

0 0 1 3

0 0 0 1

 .

解 (1)注意到 r(I −A) 6= r(I −B),因此 A,B 不相似.
(2)注意到 r(I −A)2 6= r(I −B)2,因此 A,B 不相似.

注后面我们将会证明：两个矩阵是否相似，可以完全由一些矩阵的秩判断.

习题 1.84 (第六章第 22题)

♠

求三阶可逆方阵 P 使得 P


1 0 0

0 2 0

0 0 3

P−1 =


3 0 0

0 1 0

0 0 2

 .

解设 P = (α1, α2, α3),记 A =


3 0 0

0 1 0

0 0 2

.注意到 P


1 0 0

0 2 0

0 0 3

P−1 =


3 0 0

0 1 0

0 0 2

等价于 A(α1, α2, α3) =

(α1, 2α2, 3α3).因此问题转化为求矩阵 A的特征向量.Aα1 = α1等价于 (A− I)α1 = 0,解得 α1 = (0, 1, 0)T (α1取

值不唯一!),同理 α2 = (0, 0, 1)T , α3 = (1, 0, 0)T . 因此可以取 P =


0 0 1

1 0 0

0 1 0

.

注事实上，以上求解过渡矩阵的过程给出了求解可对角化矩阵到对角矩阵的过渡矩阵的一般方法 (即求特征向
量).具体操作如下：
假设 P = (α1, α2, · · · , αn),且 P−1AP = diag(λ1, λ2, · · · , λn).于是

A(α1, α2, · · · , αn) = AP = Pdiag(λ1, λ2, · · · , λn) = (α1, α2, · · · , αn)diag(λ1, λ2, · · · , λn) = (λ1α1, λ2α2, · · · , λnαn)

因此求 P 即求 αi,即求矩阵 A关于特征值 λi 的特征向量，也即求解线性方程组 (λiI −A)x = 0的解.

习题 1.85 (第六章第 24题)

♠
设 A与 B 相似，C 与 D相似.证明：diag(A,C)与 diag(B,D)相似.反之是否成立?

证明 由于 A与 B 相似，C 与 D相似，因此存在可逆矩阵 P,Q，使得 PAP−1 = B,QCQ−1 = D.故

diag(P,Q)diag(A,C)diag(P−1, Q−1) = diag(B,D).

反之不成立，考虑 diag(1, 0)与 diag(0, 1).
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习题 1.86 (第六章第 13题 (2)(4)(6))

♠

求下列矩阵的全部特征值和特征向量

(2)

(
cosθ −sinθ
sinθ cosθ

)
(4)


3 −2 1

2 −2 2

3 −6 5

 (6)


1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 1 −1 1


解 (2)矩阵的特征方程写为

det(λI −A) = (λ− cosθ)2 + sin2θ = 0 (1.71)

解得 λ = conθ ± isinθ.
sinθ = 0时矩阵为 ±I ,对应的特征值分别为 ±1，对应的特征向量为所有非零向量；

sinθ 6= 0时：

对于 λ1 = cosθ + isinθ,设特征向量为 (x1, x2)
T ,有isinθx1 + sinθx2 = 0

−sinθx1 + isinθx2 = 0
(1.72)

解得 x2 = −ix1.即 λ1 = cosθ + isinθ对应的特征向量为 c1(1,−i)T , c1 6= 0;
对于 λ2 = cosθ − isinθ,同理解得 x2 = ix1,对应的特征向量为 c2(1, i)

T , c2 6= 0.

(4)矩阵的特征方程写为

det(λI −A) = (λ− 2)3 = 0 (1.73)

解得 λ = 2,为三重根.
设特征向量为 (x1, x2, x3)

T ,有 A(x1, x2, x3)
T = 2(x1, x2, x3)

T，即
x1 − 2x2 + x3 = 0

2x1 − 4x2 + 2x3 = 0

3x1 − 6x2 + 3x3 = 0

(1.74)

解得特征向量 c1(2, 1, 0)
T + c2(−1, 0, 1)T .

(6)矩阵的特征方程写为

det(λI −A) = (λ− 2)2(λ2 − 2) = 0 (1.75)

解得 λ = 2,±
√
2，其中 2为二重根.

对于 λ1 = λ2 = 2,列方程解得对应的特征向量为 c1(1, 0, 1, 0)
T + c2(1, 0, 0, 1)

T , c1, c2 6= 0;
对于 λ3 =

√
2,特征向量为 c3(

√
2− 1,−

√
2 + 1,−

√
2 + 1, 1)T , c3 6= 0;

对于 λ4 = −
√
2,特征向量为 c4(−

√
2− 1,

√
2 + 1,

√
2 + 1, 1)T , c4 6= 0.

习题 1.87 (第六章第 14题)

♠

给定 R2 上的线性变换 A (x, y)T = (3x+ 2y, 2x+ y)T .A 将单位圆 C 映射为椭圆 C ′.求椭圆 C ′ 的长短半

轴方向与长度,以及椭圆的面积.

解易知线性变换对应的矩阵为 A =

(
3 2

2 1

)
，求得其特征值为 λ1 = 2 +

√
5, λ2 = 2−

√
5,对应的特征向量分别
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为 α = (1,
√
5−1
2 )T , β = (1,−

√
5+1
2 )T .可以看到 α ⊥ β,则变换相当于沿这两个方向进行伸缩:在 α方向拉伸为原

来的 2+
√
5倍,即长半轴方向沿 α,长半轴长度 a = 2+

√
5;在 β方向反向压缩为原来的

√
5− 2倍，即短半轴方

向沿 β,短半轴长度 b =
√
5− 2.椭圆面积为 S = πab = π.

下面直接给出这个线性变换的图示,以便于更好地理解线性变换与特征值,特征向量的联系:

x1

λ1 x1

x2

λ2 x2

图 1.1: 一般的二维伸缩变换：由两个垂直的特征向量及其特征值可完全确定变换得到的椭圆

习题 1.88 (第六章第 15题)

♠设 A是可逆方阵.证明:若 λ是 A的一个特征值,则 λ−1 是 A−1 的特征值,且对应的特征向量相同.

证明 由于 A可逆,故 detA =
∏
i

λi 6= 0,即 A的特征值均不为零.

设 α为 A关于特征值 λ的特征向量,则有

Aα = λα⇒ λ−1Aα = α (1.76)

两边同时左乘 A−1，得到

λ−1α = A−1α (1.77)

则命题成立.

习题 1.89 (第六章第 17题)

♠
设三阶方阵 A的特征多项式为 pA(λ) = (λ− 1)2(λ− 2).求方阵 3A+ 2I 的特征值与行列式.

解由特征多项式得 A的三个特征值:λ1 = λ2 = 1, λ3 = 2,由于单位阵 I 的特征向量为所有非零向量,故 3A+ 2I

的特征向量与 A的特征向量相同,对应地,特征值变为 λ′1 = λ′2 = 3 × 1 + 2 = 5, λ′3 = 3 × 2 + 2 = 8.行列式为

det(3A+ 2I) = λ′1λ
′
2λ

′
3 = 200.

注事实上,同学们可以自行证明以下性质：
若 α为可逆矩阵 A属于 λ的特征向量,则 α也是 kA,A2, aA+ bI, Am, f(A), A−1, A∗ 分别属于 kλ, λ2, aλ+

b, λm, f(λ), λ−1, |A|
λ 的特征向量.
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习题 1.90 (第六章第 18题)

♠

(1)若 A2 = I,证明:A的特征值只能是 ±1;
(2)设 n阶实方阵 A满足 AT = −A,证明 A的特征值为零或纯虚数.

证明 (1)设 A的特征值为 λ,其对应的特征向量为 α,则有

A2α = Aλα = λ2α (1.78)

而由 A2 = I 得

A2α = Iα = α (1.79)

故 λ2 = 1 ⇒ λ = ±1.

(2)设 A的特征值为 λ,其对应的特征向量为 α.对特征向量做共轭转置得到 ᾱT ,将其作用在 Aα = λα两端,
得到

ᾱTAα = λᾱTα = λ|α|2 (1.80)

将上式两边同时求共轭转置,由于 A为实方阵,其共轭转置就是转置:

ᾱTATα = λ̄|α|2 ⇒ −ᾱTAα = λ̄|α|2 (1.81)

将两式相加得

(λ+ λ̄)|α|2 = 0 (1.82)

由于 α为特征向量,故 |α|2 6= 0,故 λ+ λ̄ = 0,命题成立.

习题 1.91 (第六章第 26题)

♠

设矩阵 A =


0 0 1

x 1 y

1 0 0

有三个线性无关的特征向量,求 x和 y应满足的条件.

解 A的特征方程写为

det(λI −A) = (λ+ 1)(λ− 1)2 = 0 (1.83)

即 A的三个特征值为 λ1 = −1, λ2 = λ3 = 1,其中 1为二重根,则命题等价于求特征值 1对应的特征子空间

维数为 2的条件,即令矩阵 (I −A)的秩为 1,下面对其进行线性变换：

I −A =


1 0 −1

−x 0 −y
−1 0 1

→


1 0 −1

−x 0 −y
0 0 0

→


1 −1 0

−x −y 0

0 0 0

 (1.84)

易见令其秩为 1等价于

∣∣∣∣∣ 1 −1

−x −y

∣∣∣∣∣ = 0 ⇒ x+ y = 0.

习题 1.92 (第六章第 27题)
设矩阵 A和 B 相似,其中

A =


−2 0 0

2 x 2

3 1 1

 , B =


−1 0 0

0 2 0

0 0 y

 .

(1)求 x和 y的值;
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♠(2)求可逆矩阵 T ,使得 T−1AT = B.

解 (1) A s∼ B ⇒ fA(λ) = fB(λ).即

λ3 + (1− x)λ2 + (−x− 4)λ+ 2x− 4 = λ3 + (−1− y)λ2 + (y − 2)λ+ 2y (1.85)

解得 x = 0, y = −2.

(2)三个特征值为 −1, 2,−2,分别求得对应的三个特征向量 (0, 2,−1)T , (0, 1, 1)T , (1, 0,−1)T ,则 T 可取为 (结

果不唯一):


0 0 1

2 1 0

−1 1 −1



习题 1.93 (第二章第 28题)

♠

设 n阶方阵 A 6= 0,满足 Am = 0,其中m ≥ 2为正整数.
(1)求 A的特征值;
(2)证明:A不能相似于对角阵;
(3)证明:|I +A| = 1.

解 (1)设 A特征值为 λ,其对应的特征向量为 α,则有

Amα = λAm−1α = · · · = λmα (1.86)

而由题有 Amα = 0 α = 0,故 λ = 0.
(2)用反证法,若 A可相似于对角阵,则此对角阵为零矩阵,则 A为零矩阵,矛盾.
(3)存在一个 n阶可逆方阵 T 使得 T−1AT 为上三角阵,且其对角元素为A的特征值,即均为 0.故 I+T−1AT

为对角线元素均为 1的上三角阵,即 |I + T−1AT | = 1,则

|I +A| = |T (I + T−1AT )T−1| = |T ||I + T−1AT ||T−1| = 1 (1.87)

另解：A的特征值均为 0,其为特征多项式的 n重根,则特征多项式为 |λI−A| = λn.取 λ = −1得 (−1)n|I+
A| = (−1)n,即 |I +A| = 1.由此看到,利用特征多项式可以简化一些相关行列式的计算.

习题 1.94 (第六章第 29题 (2)(3))

♠

判断下列矩阵 A是否可以对角化?若可以,试求变换矩阵 T ,使得 T−1AT 为对角阵.

(2) A =


1 −1 1

2 4 −2

−3 −3 5

 ; (3) A =


3 0 1

4 −2 −8

−4 0 −1

 .

解 (2)特征多项式为
|λI −A| = (λ− 2)2(λ− 6) (1.88)

即特征值为 λ1 = λ2 = 2, λ3 = 6.

对于二重特征值 2,有 rank(2I − A) = 1,则其特征子空间维数为 2,即 A可对角化,两个基 (解方程组得到)
可写为 (1, 0, 1)T 和 (1,−1, 0)T .

又特征值 6的一个特征向量写为 (1,−2, 3)T ,故变换矩阵 T (不唯一)可写为


1 1 1

0 −1 −2

1 0 3

.
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(3)特征多项式为
|λI −A| = (λ− 1)2(λ+ 2) (1.89)

即特征值为 λ1 = λ2 = 1, λ3 = −2.

对于二重特征值 1,有 rank(I −A) = 2,则其特征子空间维数为 1,即 A不能对角化.

习题 1.95 (第六章第 30题)

♠设 A,B 均为 n阶方阵,A有 n个互异的特征值且 AB = BA.证明 B 相似于对角阵.

证明 (这玩意实际上就是期中考试前那天晚上群里有人问到的往年题.)
由于 A有 n个互异特征值,故 A可对角化,有 T−1AT = diag(λ1, · · · , λn) = C.记 T−1BT = D,我们下面证

明 D为对角阵.
AB = BA⇒ T−1ABT = T−1BAT ⇒ T−1ATT−1BT = T−1BTT−1AT ⇒ CD = DC.

即 D与对角阵 C 可交换,考虑其非对角元素 dij , i 6= j,有 λidij = λjdij ,由于 λi 6= λj ,故 dij = 0,所以 D为

对角阵,命题成立.
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习题 1.96 (第六章第 47题)

♠

设 A =


2 −2 3

10 −4 5

5 −4 6

，求方阵 T，使 T−1AT 为 Jordan标准形。

解 A的特征多项式 φA(λ) = (λ− 2)(λ− 1)2，则 A的特征值为 2, 1, 1.

对于 λ = 1，有 rank(A− I) = rank(J − I) = 2，故 J = diag(2, J2(1))，设 T = (T1, T2, T3)满足 AT = TJ.

则 AT1 = 2T1, AT2 = T2, AT3 = T2 + T3，则 (A− 2I)T1 = 0, (A− I)T2 = 0, (A− I)T3 = T2, (A− I)2T3 = 0.

计算得 T1 = (4t, 15t, 10t)T , T2 = (s, 5s, 3s)T，由 (A− I)2T3 = 0得 T3 = (2p− q, q, p)T，代入 (A− I)T3 = T2

可得满足条件的方阵 T 的通解为 T =


4t s 2p− q

15t 5s q

10t 3s p

，其中 5p− 3q = s.

习题 1.97 (第六章第 48题)

♠
设方阵 A满足 A2 = A，用矩阵的 Jordan标准形证明：tr(A) = rank(A).

证明 任取A的一个特征值 λ，以及一个对应的特征向量 x，则有Ax = λx = A2x = λ2x，而 x 6= 0，故 λ = 0或

1，即A的特征值只能为 0或 1，则可以设A的 Jordan标准形为 J = diag(Jm1
(1), · · · , Jmp

(1), Jk1
(0), · · · , Jkq

(0))，

并且 P−1AP = J，其中 P 是可逆方阵，由 A2 = A，则 tr(A) = tr(J) = p, rank(A) = rank(A2) = rank(J2)，

且 J2 = P−1A2P = P−1AP = J，而 J2 = diag(J2
m1

(1), · · · , J2
mp

(1), J2
k1
(0), · · · , J2

kq
(0)) = J，那么只能

k1 = · · · = kq = 1，即特征值 0对应的 Jordan块都是 1阶的，也就是 0，那么 rank(A) = rank(J) = p.

习题 1.98 (第七章第 1题)

♠

已知 α1 = (1, 2,−1, 1), α2 = (2, 3, 1,−1), α3 = (−1,−1,−2, 2).

(1)求 α1, α2, α3 的长度及彼此之间的夹角。

(2)求与 α1, α2, α3 都正交的向量。

解 (1)计算得 |α1| =
√
7, |α2| =

√
15, |α3| =

√
10，以及 α1 · α2 = 6, α1 · α3 = 1, α2 · α3 = −9.从而有：

θ12 = arccos

(
6√
105

)
, θ13 = arccos

(
1√
70

)
, θ23 = arccos

(
− 9

5
√
6

)
.

(2)这等价于求解方程组：


x1 + 2x2 − x3 + x4 = 0

2x1 + 3x2 + x3 − x4 = 0

−x1 − x2 − 2x3 + 2x4 = 0

，通解为：(−5, 3, 1, 0)T t+ (5,−3, 0, 1)T s.

习题 1.99 (第七章第 3题)
设 x,y是欧氏空间 Rn 的两个向量，它们之间的夹角为 θ，证明：

(1)（余弦定理）|x− y|2 = |x|2 + |y|2 − 2|x||y| cos θ.
(2)（平行四边形定理）|x+ y|2 + |x− y|2 = 2(|x|2 + |y|2)
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♠
(3)（菱形对角线定理）若 |x| = |y|，则 (x+ y)⊥(x− y).

证明 (1) RHS = |x|2 + |y|2 − 2x · y = x · (x− y) + (y − x) · y = |x− y|2 = LHS.

(2) LHS = |x|2 + |y|2 + 2x · y + |x|2 + |y|2 − 2x · y = 2(|x|2 + |y|2) = RHS.

(3) (x+ y) · (x− y) = |x|2 − |y|2 = 0，故 (x+ y)⊥(x− y).

习题 1.100 (第七章第 5题)

♠

用 Schmidt正交化方法构造标准正交向量组：
(1) (0, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1);
(2) (1, 1, 1, 2), (1, 1,−5, 3), (3, 2, 8,−7).

解以下均设三个向量为 α1, α2, α3.

(1) |α1| = 1，则取 e1 = α1，令 β2 = α2 − (α2, e1)e1 = (0, 1, 0), |β2| = 1，则取 e2 = β2.

令 β3 = α3 − (α3, e1)e1 − (α3, e2)e2 = (1, 0, 0), |β3| = 1，则取 e3 = β3.

(2) |α1| =
√
7，则取 e1 =

1√
7
α1 =

1√
7
(1, 1, 1, 2)，令 β2 = α2 − (α2, e1)e1 = (

4

7
,
4

7
,−38

7
,
15

7
), |β2| =

9
√
21

7
，则

取 e2 =
1

9
√
21

(4, 4,−38, 15)，令 β3 = α3 − (α3, e1)e1 − (α3, e2)e2 = α3 +
1

7
α1 +

389× 7

1701
β2,，将 β3 单位化，得

到 e3 =
1√

13449
(
493

√
2

9
,
743

√
2

18
,−133

√
2

18
,−133

√
2

3
).

习题 1.101 (补充题)

♠

设 (V, (·, ·))为内积空间，B1 = (α1, · · · , αn),B2 = (β1, · · · , βn)为两组基，(β1, · · · , βn) = (α1, · · · , αn)P，

设 (·, ·)在 B1,B2 下的度量矩阵分别为 G1, G2，证明：G2 = PTG1P.

证明 设 P = (pij)n×n，则 βk = p1kα1 + · · · + pnkαn, k = 1, · · · , n，记 (G1)ij = (αi, αj) = gij，则 (G2)ij =

(βi, βj) = (p1iα1 + · · ·+ pniαn, p1jα1 + · · ·+ pnjαn) =

n∑
m=1

n∑
k=1

pmigmkpkj = (PTG1P )ij，故 G2 = PTG1P.

习题 1.102 (第七章第 6题)

♠

设在 R3 中，基 a1,a2,a3 的度量矩阵是 
1 0 −1

0 2 0

−1 0 2


试求 R3 中由 a1,a2,a3 表示的一组标准正交基。

解可以看出 |a1| = 1, |a2| =
√
2，且 a1,a2正交，故取 e1 = a1, e2 = 1√

2
a2，令 β3 = a3−(a3, e1)e1−(a3, e2)e2 =

a3 + a1，则 |β3|2 = |a3|2 + |a1|2 + 2a1 · a3 = 1，则可取 e3 = β3 = a1 + a3. e1, e2, e3 即为一组标准正交基。

习题 1.103 (第七章第 10题)

设 e1, e2.e3 是 R3 的一组标准正交基，令 a1 =
1

3
(2e1 + 2e2 − e3),a2 =

1

3
(2e1 − e2 + 2e3),
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♠
a3 =

1

3
(e1 − 2e2 − 2e3)证明：a1,a2,a3 也是 R3 的一组标准正交基。

证明 由 e1, e2.e3是标准正交基，则 |a1|2 =
1

9
(4|e1|2 +4|e2|2 + |e3|2) = 1，故 |a1| = 1，类似有 |a2| = |a3| = 1.

并且 a1 · a2 =
4

9
− 2

9
− 2

9
= 0，类似有 a1 · a3 = a2 · a3 = 0，故 a1,a2,a3 也是 R3 的一组标准正交基。

习题 1.104 (第七章第 12题)

♠

设 a1,a2, · · · ,an 是 Rn 的标准正交基，证明：

(1)对任意 a, b ∈ Rn, (a, b) =
n∑

i=1

(a,ai)(b,ai).

(2)对任意 a ∈ Rn, |a|2 =
n∑

i=1

(a,ai)
2.

证明 (1)由于 a1,a2, · · · ,an 是标准正交基，可设 a = λ1a1 + · · ·+ λnan, b = µ1a1 + · · ·+ µnan，则 (a,ai) =

λi, (b,ai) = µi，则 (a, b) = (λ1a1 + · · ·+ λnan, µ1a1 + · · ·+ µnan) =
n∑

i=1

λiµi =
n∑

i=1

(a,ai)(b,ai).

(2)在 (1)中令 b = a即得。

习题 1.105 (第七章第 14题)

♠写出所有 3阶正交矩阵，它的元素是 0或 1.

解由于正交矩阵每行每列均为单位向量，则每行每列均有且只有一个 1，故满足要求的正交矩阵只能是标准单

位向量 e1.e2, e3 的排列，共以下 6个：
1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ,


1 0 0

0 0 1

0 1 0

 ,


0 1 0

1 0 0

0 0 1

 ,


0 0 1

1 0 0

0 1 0

 ,


0 1 0

0 0 1

1 0 0

 ,


0 0 1

0 1 0

1 0 0

 .

习题 1.106 (第七章第 16题)

♠
若 a是 Rn 单位向量，证明：Q = In − 2aaT 是一个正交阵。当 a = 1√

3
(1, 1, 1)T 时，具体求出 Q.

证明 由于 a为单位向量，故 aTa = 1，且容易看出 Q = QT，故：

QQT = QTQ = (In − 2aaT )(In − 2aaT )T = In − 4aaT + 4aaTaaT = In − 4aaT + 4aaT = In.

从而 Q是一个正交矩阵。

解代入计算得到 Q = I3 −
2

3


1 1 1

1 1 1

1 1 1

 =


1
3 − 2

3 − 2
3

− 2
3

1
3 − 2

3

− 2
3 − 2

3
1
3

 .
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习题 1.107 (第七章第 20题)

♠

设W 是由 (1, 1, 0), (1,−2, 1)生成的 R3 的子空间.
(1)求W 的一组标准正交基.
(2)求W⊥ 的标准正交基.
(3)求向量 (0, 0, 2)在W 的正交投影.

解 (1) 作史密斯正交化：β1 = α1 = (1, 1, 0),β2 = α2 − (α2,β1)
(β1,β1)

= ( 32 ,−
3
2 , 1). 最后我们做一次单位化，有 e1 =

β1

(β1,β1)
= (

√
2
2 ,

√
2
2 , 0), e2 = β2

(β2,β2)
= 1√

22
(3,−3, 1).

(2) 设 α = (a1, a2, a3) ∈ W⊥, 故 (α, α1) = 0, (α, alpha2) = 0, 因此 a1 + a2 = 0, a1 − 2a2 + a3 = 0, 解得
α = (t,−t,−3t).又 R3 =W ⊕W⊥,因此 dimW⊥ = 1,故W = span{e3 = (1,−1,−3)}.

(3)记 x = (0, 0, 1),Px = (x, e1)e1 + (x, e2)e2 = (6,−6, 2).

习题 1.108 (第七章第 24题)

♠

设 a为 Rn 中的单位向量.定义线性变换：A b = b − 2(a, b)a.证明：A 是正交变换，并找 Rn 的一组标

准正交基，使得 A 在该组基下的矩阵为对角阵.

证明 A b,A c = (b− 2(a, c)a, c− 2(a, c)a) = (b, c),因此 A 是正交变换.将 a扩充成 Rn 中的一组基，在对其

进行史密斯正交化，最后在做单位化，A 在这组基下的矩阵为对角矩阵.

习题 1.109 (第七章第 26题)

♠

设

A =


1 −2 0

−2 2 −2

0 −2 3

 ,

求正交矩阵 P ,使 P−1AP 为对角阵.由此计算 Ak，k是自然数.

解 det{(λI −A)} = (λ− 5)(λ− 2)(λ+ 1).容易算得属于特征值为 5，2，-1的特征向量分别为：

(
1

3
,−2

3
,
2

3
)T , (

2

3
,−1

3
,−2

3
)T , (

2

3
,
2

3
,
1

3
)T

于是


2
3

2
3

1
3

2
3 − 1

3 − 2
3

1
3 − 2

3
2
3

,故 P−1AP = diag(−1, 2, 5). 计算得出：

Ak =


4(−1)k + 2k+2 + 5k 4(−1)k − 2k+1 − 2 · 5k 2(−1)k − 2k+2 + 2 · 5k

4(−1)k − 2k+2 − 2 · 5k 4(−1)k + ak+2 + 4 · 5k 2(−1)k + 2k+1 − 4 · 5k

2(−1)k − 2k+2 + 2 · 5k 2(−1)k + 2k+1 − 4 · 5k (−1)k + 2k+2 + 4 · 5k


.

习题 1.110 (第七章第 27题)

♠

证明：下列三个条件中只要有两个成立，另一个也必成立.
（1）A是对称的；（2）A是正交的；（3）A2 = I .
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证明 (1)+(2)⇒(3)：A2 = AAT = I .
(1)+(3)⇒(2):A2 = AAT = I .
(2)+(3)⇒(1):由 A正交，A−1 = AT ,又 A2 = I ,且逆矩阵是唯一的，知 A = AT .

习题 1.111 (第七章第 29题)

♠
设A是 n阶实对称方阵，且A2 = A.证明：存在正交方阵 T 使得 T−1AT = diag(Ir, 0),这里 r = rank(A).

证明 由 A是对称实矩阵，知存在正交矩阵 P ,使得 P−1AP = diag(λ1, λ2, · · · , λn),其中 λi是矩阵 A的特征值，

由矩阵 A适合多项式 x2 − x,因此矩阵 A的特征值为 0，1.又因为交换矩阵行列对应的矩阵是正交矩阵，于是存
在正交方阵 T 使得 T−1AT = diag(Ir, 0).

习题 1.112 (第七章第 30题)

♠
设 A是 n阶实对称方阵.证明：max0 ̸=x∈Rn

xTAx
xT x

= λmax，这里 λmax 是 A的最大特征值.

证明 存在正交矩阵 P ,使得 PTAP = diag(λ1, · · · , λn).设 x = Py，则maxxTAx
xT x

= maxyTPTAPy
yT y

= λmax.

习题 1.113 (第七章第 31题)

♠

设 V 是 n阶实方阵全体构成的线性空间.对 A,B ∈ V ,定义 (A,B) = tr(ABT ).
(1)证明：(A,B)构成内积，从而 V 在该内积下成为欧氏空间.
(2)设 A = (aij)n×n ∈ V，求 A的模长.
(3)基本矩阵 Eij 是否构成 V 的一组标准正交基?请说明理由.

证明 (1)由矩阵乘法及迹的定义立明.

解 (2)||A|| =
√
tr(AAT ) =

√
n∑

i,j=1

a2ij .

(3)由基础矩阵乘法及迹的定义立明.

习题 1.114 (第七章第 32题)

♠

设 α1, α2, · · · , αn 是 n维欧氏空间 V 的一组向量.定义其 Gram矩阵 G = ((αi, αj)) ∈ Rn×n.
(1)证明：α1, α2, · · · , αn 构成 V 的一组基当且仅当 det(G) 6= 0.
(2) 设 αi 在一组标准正交基下的坐标为 xi, i = 1, 2, · · · , n. 记 X = (x1, · · · ,xn) ∈ Rn×n. 则 det(G) =

det(X)
2.

证明 (1) α1, α2, · · · , αn构成基等价于 k1α1 + · · ·+ knαn = 0只有零解等价于 (k1α1 + · · ·+ knαn, αi) = 0, ∀i等
价于 G可逆 (看成线性方程组，系数矩阵可逆).

(2)由于 (αi, αj) = αT
i αj = xT

i xj ,因此 G = XTX ,故 det(G) = det(X)
2.
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习题 1.115 (第八章第 1题 (2)(4))

♠

将下列二次型表示成矩阵形式

(2) Q(x1, x2, x3) = 2x21 + 2x1x2 − x2x3

(4) Q(x1, x2, · · · , xn) =
n−2∑
i=1

(xi − xi+2)
2

解 (2) Q(x1, x2, x3) = xT


2 1 0

1 0 − 1
2

0 − 1
2 0

x

(4) n = 3时 Q = xT


1 0 −1

0 0 0

−1 0 1

x，n ≥ 4时 Q = xT



1 0 −1

0 1 0
. . .

−1 0 2
. . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . 2 0 −1

. . . 0 1 0

−1 0 1


x

习题 1.116 (第八章第 2题 (1)(2))

♠

写出下列对称矩阵对应的二次型

(1)


1 3 5

3 2 6

5 6 4

 (2)


a b 0

b a b

0 b a


解 (1) Q = x21 + 2x22 + 4x23 + 6x1x2 + 10x1x3 + 12x2x3 (2) Q = ax21 + ax22 + ax23 + 2bx1x2 + 2bx2x3

习题 1.117 (第八章第 3题 (3)(4))

♠

用配方法将下列二次型化为标准型，并求相应的可逆线性变换

(3) Q = x1x2 + x2x3 + x3x4 + x4x1

(4) Q = x21 + 5x22 − 4x23 + 2x1x2 − 4x2x3

解 (3)令



x1 = y1 + y2

x2 = y1 − y2

x3 = y3 + y4

x4 = y3 − y4

,得 Q = (y1 + y3)
2 − (y2 + y4)

2

再令



y1 = z1 − z3

y2 = z2 − z4

y3 = z3

y4 = z4

,得 Q = z21 − z22 .相应的变换为 x = Pz, P =


1 1 −1 −1

1 −1 −1 1

1 1

1 −1


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(4)令


x1 = y1 − y2

x2 = y2

x3 = y3

,得 Q = y21 + 4y22 − 4y23 − 4y2y3; 再令


y1 = z1

y2 = z2 +
z3
2

y3 = z3

,

得 Q = z21 + 4z22 − 5z23 .相应的变换为 x = Pz, P =


1 −1 − 1

2

1 1
2

1



习题 1.118 (第八章第 4题 (4))

♠

用初等变换法将下列二次型化为标准型，并求相应的可逆线性变换

(4) Q = xT


0 1

2 0 1
2

1
2 0 1

2 0

0 1
2 0 1

2
1
2 0 1

2 0

x

解本题第一行和第三行完全相同，第二行和第四行完全相同，可先利用这个特点消去 3、4行及 3、4列，再对
前两列进行对角化，有：

0 1
2 0 1

2
1
2 0 1

2 0

0 1
2 0 1

2
1
2 0 1

2 0

1

1

1

1


→



0 1
2 0 1

2
1
2 0 0 0

0 0 0 0
1
2 0 0 0

1 −1

1

1

1


→



0 1
2 0 1

2
1
2 0 0 0

0 0 0 0
1
2 0 0 0

1 −1

1

1

1


→



0 1
2 0 0

1
2 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1 −1

1 −1

1

1



→



1 1
2 0 0

1
2 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1 −1

1 1 −1

1

1


→



1 0 0 0

0 − 1
4 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1 − 1
2 −1

1 1
2 −1

1

1


(1.90)

得标准型 Q = yT


1 0 0 0

0 − 1
4 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 y, x = Py, P =


1 − 1

2 −1

1 1
2 −1

1

1



习题 1.119 (第八章第 5题 (1)(3))

♠

求正交变换化下列实二次型为标准型

(1) Q = x21 + 4x22 + 4x23 − 4x1x2 + 4x1x3 − 8x2x3

(3) Q = 6x1x2 + 6x1x3 + 6x2x3
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解 (1)二次型对应的矩阵为 A =


1 −2 2

−2 4 −4

2 −4 4

, A的特征值为 0, 0, 9,分别对应特征向量 α1 = (2, 1, 0)T , α2 =

(−2, 0, 1)T , α1 = (1,−2, 2)T ,注意此时三个特征向量并不正交归一，需要进一步进行 Schmidt正交化，得到一组

标准正交向量 e1 = ( 2√
5
, 1√

5
, 0)T , e2 = (− 2

3
√
5
, 4
3
√
5
,
√
5
3 )T , e3 = ( 13 ,−

2
3 ,

2
3 )

T ,故得到标准型为


0

0

9

，相应

的正交变换为 P =


2√
5

− 2
3
√
5

1
3

1√
5

4
3
√
5

− 2
3

0
√
5
3

2
3


(3) 矩阵对应的特征值为 −3,−3, 6，一组标准正交向量为 e1 = ( 1√

2
,− 1√

2
, 0)T , e2 = ( 1√

6
, 1√

6
,− 2√

6
)T , e3 =

( 1√
3
, 1√

3
, 1√

3
)T，故标准型为


−3

−3

6

，相应的正交变换为 P =


1√
2

1√
6

1√
3

− 1√
2

1√
6

1√
3

0 − 2√
6

1√
3



习题 1.120 (第八章第 15题)

♠

判断下列矩阵是否是正定矩阵

(1)


2 1

2 2
1
2 2 −2

2 −2 4

 (2)


1 −1 1

−1 2 0

1 0 1



解 (1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1

2 2
1
2 2 −2

2 −2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −5 < 0，故矩阵不是正定矩阵.

(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 1

−1 2 0

1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −1 < 0，故矩阵不是正定矩阵.

习题 1.121 (第八章第 16题)

♠

参数 t满足什么条件时，下列二次型正定？
(1) Q(x1, x2, x3) = 2x21 + x22 + x23 + 2x1x2 + tx1x3

(2) Q(x1, x2, x3) = x21 + 2x22 + 3x23 + tx1x2 + tx1x3 + x2x3

解 (1)二次型对应的矩阵为


2 1 t/2

1 1 0

t/2 0 1

，易见 2 > 0,

∣∣∣∣∣2 1

1 1

∣∣∣∣∣ = 1 > 0,则正定 ⇐⇒

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 t/2

1 1 0

t/2 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1− t2

4 > 0，

即 −2 < t < 2

(2) 二次型对应的矩阵为


1 t/2 t/2

t/2 2 1/2

t/2 1/2 3

，则正定 ⇐⇒

∣∣∣∣∣ 1 t/2

t/2 2

∣∣∣∣∣ = 2 − t2

4 > 0 且

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 t/2 t/2

t/2 2 1/2

t/2 1/2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
23
4 − t2 > 0，解得 −

√
23
2 < t <

√
23
2
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习题 1.122 (第八章第 20题)

♠

设 n元实二次型Q(x1, x2, · · · , xn) = (x1+a1x2)
2+(x2+a2x3)

2+ · · ·+(xn−1+an−1xn)
2+(xn+anx1)

2，

其中 ai(i = 1, · · · , n)为实数，试问：当 a1, · · · , an 满足何种条件时，Q(x1, · · · , xn)为正定二次型？

解易知 Q ≥ 0，则 Q正定 ⇐⇒ 仅在 (x1, x2, · · · , xn) = 0时取等号 ⇐⇒

方程组



x1 + a1x2 = 0

x2 + a2x3 = 0

...

xn + anx1 = 0

无非零解 ⇐⇒ 系数矩阵行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1

1 a2
. . . . . .

1 an−1

an 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0

⇐⇒ 1 + (−1)n+1a1 · · · an 6= 0 ⇐⇒ a1 · · · an 6= (−1)n
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第 2章 习题课讲义

2.1 第一次习题课

2.1.1 第一章复习与补充知识

向量的运算

¶向量的线性运算

向量的线性运算包括向量的加法和数乘运算，满足以下性质：

(1)加法交换律：a+ b = b+ a

(2)加法结合律：(a+ b) + c = a+ (b+ c)

(3)分配律 1：λ(a+ b) = λa+ λb

(4)分配律 2：(λ+ µ)a = λa+ µa

(5)零向量：a = a+ 0 = 0+ a

(6)负向量：a+ (−a) = 0

(7)乘法结合律：λ(µa) = (λµ)a

(8) 1a = a

事实上，不止对于数组空间，对于一般的集合，我们可以更广泛地定义加法和数乘，只要它们满足以上的性质，

就将这样的集合 +运算称为线性空间，而我们通过数组空间得到的性质可类推到一般的线性空间，详细内容会
在第五章学习到。特别地，我们记 n维数组空间为 Kn，它包含了分量定义在数域 F上的所有 n维数组向量。

有了向量的加法与数乘运算，我们可以便定义线性组合，并引出线性相关、线性无关的定义：

定义 2.1 (线性组合)

♣

给定一个向量组 α1,α2, ...,αm ∈ Kn，任给一组数 k1, k2, ..., km ∈ K，可以得到一个向量 k1α1 + k1α1 +

...+ kmαm，称这个向量为给定向量组的一个线性组合，其中 k1, k2, ..., km 称为组合系数.
对于 β ∈ Kn，如果存在 K 中一组数 c1, c2, ..., cm 使得 β = c1α1 + c1α1 + ... + cmαm，则称 β 可以由

α1,α2, ...,αm 线性表示.

从线性组合的定义出发，我们可以给出 n元线性方程组的另一种表达形式：将方程组

a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = b2
...

...
...

...

as1x1 + as2x2 + ...+ asnxn = bs

(2.1)

关于未知数 xi(i = 1, 2, ..., n)前的系数组记为列向量 αi = (a1i, a2i, ..., asi)
T，记 β = (b1, b2, ..., bs)

T，则方程组

改写为

x1α1 + x2α2 + ...+ xnαn = β (2.2)

从而我们得到以下等价命题：

命题 2.1

♠

1.线性方程组有解 ⇐⇒ 常数项列向量 β可由系数矩阵的列向量组 α1,α2, ...,αn 线性表示

2.求线性方程组的解 ⇐⇒ 求满足线性组合 β = x1α1 + x2α2 + ...+ xnαn 的组合系数
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这使得我们可以直接通过方程组的系数和常数项来研究方程组的解，后续我们会由此角度学习张成子空间、秩、

解空间、基与维数等概念。

定义 2.2 (线性相关、线性无关)

♣

Kn 中向量组 α1, ...,αs(s ≥ 1) 称为是线性相关的，如果 K 中存在不全为零的数 k1, ..., ks 使得 k1α1 +

...+ ksαs = 0.否则，称向量组 α1, ...,αs 线性无关

命题 2.2 (一些性质)

♠

1.包含零向量的向量组一定线性相关 (1 · 0+ 0α2 + ...+ 0αs = 0)
2.单个向量 α线性相关的充要条件为 α = 0

3.多于一个向量的向量组线性相关 ⇐⇒ 其中至少有一个向量可以由其余向量线性表示a

证明 必要性：设 α1,α2, ...,αs(s ≥ 2) 线性相关，则存在不全为零的一组数 k1, k2, ..., ks 使得 k1α1 +

k2α2 + ...+ ksαs = 0.设 ki 6= 0，则 αi = −k1

ki
α1 − ...− ki−1

ki
αi−1 − ki+1

ki
αi+1 − ...− ks

ki
αs.

充分性：设 αj 可由其他向量线性表示：αj = l1α1 + ... + lj−1αj−1 + lj+1αj+1 + ... + lsαs，则移项得

l1α1 + ...+ lj−1αj−1 −αj + lj+1αj+1 + ...+ lsαs = 0，从而向量组线性相关

4.如果向量组中的一部分向量线性相关，那么整个向量组也线性相关；如果向量组线性无关，那么其中任
选的部分向量也线性无关

5.如果向量组线性无关，则给每个向量对应位置各添上m个分量得到的延伸组也线性无关；如果 n维向

量组线性相关，则每个向量对应位置各去掉m(m < n)个分量得到的缩短组也线性相关

a我们的教材采用这种方式定义线性相关

例题 2.1（丘维声《高等代数》上册 P87）设向量组 α1, ...,αs线性无关，则向量 β可以由 α1, ...,αs线性表示的

充分必要条件为 α1, ...,αs,β线性相关。

证明 必要性由性质 3是显然的。
充分性：设 α1, ...,αs,β线性相关，则存在K 中不全为 0的数 k1, ..., ks, l使得

k1α1 + ...+ ksαs + lβ = 0 (2.3)

若 l = 0，则 k1, ..., ks不全为 0，且由式 (2.3)得 k1α1 + ...+ ksαs = 0，从而 α1, ...,αs线性相关，与已知条件矛

盾，因此 l 6= 0，从而由式 (2.3)得
β = −k1

l
α1 − ...− ks

l
αs (2.4)

证毕。

推论 2.1

♥

设向量组 α1, ...,αs 线性无关，则向量 β 不能由 α1, ...,αs 线性表示的充分必要条件为 α1, ...,αs,β 线性

无关。

例题 2.2（教材第一章习题 4）证明：三维空间中四个或四个以上的向量一定线性相关
证明 只需证四个向量一定线性相关。

任取四个三维向量 α1,α2,α3,α4，若其中可以挑出三个向量线性相关，则命题已证，否则，任意三个向量

均线性无关，我们选择向量 α1,α2,α3，由于它们线性无关，则它们不共面，由教材定理 1.2.1得 α4可由这三个

向量唯一线性表示，即这四个三维向量线性相关。

证毕。�
笔记教材的定理 1.2.1给出了三维空间基的性质，具有推广意义。
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定义 2.3

♣

V ⊂ Kn 为子空间.V中一组向量 α1,α2, ...,αs 称为 V 的一组基，如果它满足：

1.对任意向量 β ∈ V，可以表示为 α1,α2, ...,αs 的线性组合 β = x1α1 + x2α2 + ...+ xsαs.
2. α1,α2, ...,αs 线性无关.
称 (x1, x2, ..., xs)为向量 β在基 α1,α2, ...,αs 下的坐标.
特别地，当我们在三维空间选定了一组基：e1, e2, e3，并确定了坐标原点O，根据它们的空间排列方式可
以定义右手系和左手系.

¶三维向量的数量积、向量积

定义 2.4 (数量积)

♣

两向量 a与 b的数量积为一个实数，记为 a · b.设 a, b的夹角为 θ，则

a · b = |a||b|cosθ (2.5)

在直角坐标系下 (基中的向量两两垂直)，两向量的数量积等于对应坐标分量相乘再求和：

a · b = (a1, a2, a3) · (b1, b2, b3) = a1b1 + a2b2 + a3b3 (2.6)

数量积又称内积、点乘。

内积满足以下性质 (取向量 a, b, c及实数 λ)：
(1)对称性：a · b = b · a
(2)线性性：(a+ b) · c = a · c+ b · c

(λa) · b = λ(a · b) = a · (λb)
(3)正定性：a2 = a · a ≥ 0，等号在 a = 0时成立

事实上，除向量的数量积外，只要满足上述三个性质的运算都可以称为内积运算，定义了内积运算的线性空间

称为欧几里得空间，第七章内积空间将会对其详细研究。

定义 2.5 (外积、叉乘)

♣

两个三维向量 a与 b的向量积 a × b为一个三维向量，它与 a, b垂直且按序 a, b,a× b构成右手系，它

的模为以 a, b为边的平行四边形面积：

|a× b| = |a||b|sinθ (2.7)

在直角坐标系下，两向量的向量积可由坐标如下表示：

a× b = (a1, a2, a3)× (b1, b2, b3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1) (2.8)

向量积又称外积、叉乘。

向量积满足以下性质 (取向量 a, b, c及实数 λ)：
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(1)反身性：a× b = −b× a

(2)线性性：(a+ b)× c = a× c+ b× c

(λa)× b = λ(a× b) = a× (λb)

三个向量的混合积 (a× b) · c和二重外积 (a× b)× c由数量积、向量积组合而成，当我们熟悉掌握了数量

积和向量积的计算后，关于混合积和二重外积相关性质的推导是容易的。我们将部分性质列举如下：

(1) (a× b) · c = (b× c) · a = (c× a) · b
(2) (a× b) · c = −(b× a) · c
(3) a, b, c中任意两个平行时，混合积为 0
(4)在直角坐标系下，有

(a× b) · c =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣
(5)(a× b)× c = (a · c)b− (b · c)a

¶求和约定与张量引入（本小节参考潘海俊老师《电动力学》讲义）

上一个小节中的向量运算有的按照坐标写开会有很长一串 (如三阶行列式)，我们是否有办法简化写法？答
案是肯定的。

定义 2.6 (Einstein求和约定)

♣

a若同一指标在同一单项式中重复出现，则默认对其求和 (即可以省略求和符号)，这样的求和指标称为哑
指标，其他指标称为自由指标。

例如，我们可以用 aibi 表示向量点乘 a · b，这是因为

aibi =

3∑
i=1

aibi = a1b1 + a2b2 + a3b3 = a · b (2.9)

可见，i在例中即为哑指标，我们通过这样的约定将点乘结果的三项求和形式上写为了一项。

a爱因斯坦写论文时用到很多求和公式，他懒得写求和号，所以给出了这项约定

关于指标的一些性质：

(1)哑指标可替换为任意其他字母，例如：aibi =
∑3

i=1 aibi =
∑3

j=1 ajbj = ajbj

(2)等式两边的自由指标可同时替换为不引起混淆的其他字母，例如：设 A、B为同阶方阵，则对二者乘积
AB有 (AB)ij = AikBkj，也可以替换自由指标，写为 (AB)mn = AmkBkn

(3)计算的最终结果不会含有哑指标，但会保留自由指标

定义 2.7 (Kronecker符号)

♣

δij =

1, i = j

0, i 6= j
(2.10)

定义 2.8 (Levi-Civita符号)

♣

ϵijk =


+1, (ijk) = (123), (231)or(312)

−1, (ijk) = (132), (213)or(321)

0, otherwise

(2.11)
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两个符号满足下面的等式 (感兴趣的同学可以自行验证)：

ϵijkϵmnk = δimδjn − δinδjm (2.12)

有了这两个符号及求和约定，我们便可以告别向量运算的冗长展开式，并为引入张量做好了铺垫。下面来

看一些例子：

例题 2.3设 x̂1, x̂2, x̂3 分别为右手直角坐标系 x, y, z轴对应的单位向量，它们两两之间点乘和叉乘有什么性质？

容易证明，x̂i · x̂j = δij，x̂i × x̂j = ϵijkx̂k

例题 2.4数量积、向量积、混合积与二重外积

a · b = aibi = aibjδij (2.13)

a× b = aix̂i × bj x̂j = aibj x̂i × x̂j = ϵijkaibj x̂k (2.14)

(a× b) · c = ϵijkaibj x̂k · cmx̂m = ϵijkaibjcmδkm = ϵijkaibjck (2.15)

(a× b)× c = ϵijkaibj x̂k × cmx̂m = ϵijkϵkmnaibjcmx̂n = ϵijkϵmnkaibjcmx̂n (2.16)

例题 2.5证明：(a× b)× c = (a · c)b− (b · c)a

(a× b)× c = ϵijkϵmnkaibjcmx̂n

= (δimδjn − δinδjm)aibjcmx̂n

= ambncmx̂n − anbmcmx̂n

= (a · c)b− (b · c)a (2.17)

例题 2.6（教材例 1.5.2）证明：(a× b) · (c× d) = (a · c)(b · d)− (a · d)(b · c)

(a× b) · (c× d) = ϵijkaibj x̂k · ϵmnpcmdnx̂p

= ϵijkϵmnpaibjcmdnδkp

= ϵijkϵmnkaibjcmdn

= (δimδjn − δinδjm)aibjcmdn

= aibjcidj − aibjcjdi

= (a · c)(b · d)− (a · d)(b · c) (2.18)

例题 2.7（教材习题 1.15(1)）证明：(a× b)2 = a2b2 − (a · b)2

(a× b)2 = (ϵijkaibj x̂k)
2

= (ϵijkaibj)
2

=
∑
i ̸=j

a2i b
2
j

=

3∑
i,j=1

a2i b
2
j − a2i b

2
i

= a2b2 − (a · b)2 (2.19)

定义 2.9 (二阶张量)
零阶张量为标量，它可以表示为一个数；一阶张量为矢量，它在选定了坐标系后可以写为列向量的形式，

矢量 f⃗ 的完整表达式写为 f⃗ = fix̂i；类似地，我们可以将二阶张量在选定的坐标系中写为矩阵的形式，张

量
↔
T 的完整表达式写为

↔
T = Tij x̂ix̂j，其中 Tij 为矩阵 T 的第 i行第 j列元素，x̂ix̂j 是将两个矢量并写在

一起的形式，称为并矢，它表示一个除第 i行第 j 列元素为 1，其余元素均为 0的矩阵。
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♣

矢量与并矢的点乘、叉乘满足就近法则，即

f⃗ · g⃗h⃗ = (f⃗ · g⃗)⃗h, g⃗h⃗ · f⃗ = g⃗(⃗h · f⃗) (2.20)

f⃗ × g⃗h⃗ = (f⃗ × g⃗)⃗h, g⃗h⃗× f⃗ = g⃗(⃗h× f⃗) (2.21)

例题 2.8点乘

f⃗ ·
↔
T = (fkx̂k) · (Tij x̂ix̂j) = (fkTij)(x̂k · x̂ix̂j) = (fiTij)x̂j (2.22)

↔
T · f⃗ = (Tijfj)x̂i (2.23)

↔
T ·

↔
S = (Tij x̂ix̂j) · (Sklx̂kx̂l) = (TijSkl)(x̂ix̂j · x̂kx̂l) = (TijSjl)x̂ix̂l (2.24)

例题 2.9叉乘

f⃗ ×
↔
T = (fkx̂k)× (Tij x̂ix̂j) = (fkTij)(x̂k × x̂ix̂j) = (ϵkilfkTij)x̂lx̂j (2.25)

↔
T × f⃗ = (ϵjklTijfk)x̂ix̂l (2.26)

二阶张量之间的叉乘涉及到更多的指标知识，在此不予赘述。

由例题 2.9我们可以看到，叉乘的更广泛定义并非扩展到高维数组向量 (事实上，我们只在三维向量空间定
义了叉乘运算)，而是推广到了高阶张量 (对应于更高维度的矩阵)。
类似二阶张量，我们可以给出更高阶张量的定义，它们对应着更高维度的矩阵。

等价关系与集合分拆

定义 2.10 (等价关系)

♣

集合 A上，满足以下三个条件的关系 ∼称为等价关系：

∀a ∈ A, a ∼ a; (自反) (2.27)

a ∼ b⇒ b ∼ a; (对称) (2.28)

a ∼ b, b ∼ c⇒ a ∼ c. (传递) (2.29)

例题 2.10“朋友”、“年长”等关系不是等价关系；“同乡”、“同学”等关系是等价关系。

定义 2.11 (等价类)

♣

集合 A上定义了等价关系“∼”，设 a ∈ A，称

{b|b ∈ A, b ∼ a} (2.30)

为等价类.元素 a称这个等价类的代表元.由等价关系的传递性知，一个等价类中的任一元素均可称为这
个等价类的代表元.

定义 2.12 (集合的分拆)

♣

设集合 A的子集 X1, X2, ..., Xn 满足
n⋃

i=1

Xi = A, (2.31)

Xi ∩Xj = ∅, for i 6= j and i, j = 1, 2, ..., n. (2.32)

则称这些子集构成集合 A的一个分拆.
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命题 2.3

♠集合的所有等价类构成一个分拆

命题 2.4

♠

(1)等价关系自反⇒∀a ∈ A, ∃等价类 Xa, a ∈ Xa⇒
⋃

a∈A

Xa = A;

(2)Xa ∩Xb 6= ∅ ⇒ ∃c ∈ Xa ∩Xb ⇒ c ∼ a, c ∼ b⇒ a ∼ b⇒ Xa = Xb

另一方面，当我们得到了集合的一个分拆 A =
⋃
i

Ai，那我们可以很容易定义一种等价关系：a ∼ b当且

仅当 a, b同属一个 Ai，故我们推得：集合的分拆与定义在集合上的等价关系一一对应.

例题 2.11本课程后续学习到的向量组等价、相抵关系、相似关系、相合关系都是等价关系，故我们可以根据它
们分别给出集合的分拆方式。

求和符号的交换性

本节给出二重求和的一些交换性质，在今后关于行列式和矩阵乘法的相关证明中会涉及到

例题 2.12当两个求和符号的上下限均为定值时，可直接交换求和号次序：
l∑

i=k

n∑
j=m

aij =

n∑
j=m

l∑
i=k

aij (2.33)

观察下方矩阵： 
ak,m ak,m+1 · · · ak,n

ak+1,m ak+1,m+1 · · · ak+1,n

...
...

. . .
...

al,m al,m+1 · · · al,n

 (2.34)

式 (2.33)的左边相当于先对矩阵每行元素求和，再将得到的结果求和；右边相当于先对矩阵每列元素求和，再将
得到的结果求和。两种求和方式本质上都是对矩阵中所有元素求和，故二者相等。

有时我们直接使用一个求和符号来表示式 (2.33)的双重求和：
∑

k≤i≤l,m≤j≤n

aij

例题 2.13当一个求和号的上下限含有另一个求和号的指标时，交换求和号的同时需更改求和限：
n∑

j=i

n∑
l=j

ajl =

n∑
l=i

l∑
j=i

ajl (2.35)

其中 i = 1, 2, ..., n.
取定 i ∈ {1, 2, ..., n}，有下方矩阵： 

ai,i ai,i+1 · · · ai,n

0 ai+1,i+1 · · · ai+1,n

...
...

. . .
...

0 0 · · · an,n

 (2.36)

这个矩阵是一个上三角阵，式 (2.35)的左边相当于先对矩阵每行元素求和，再将得到的结果求和；右边相当于先
对矩阵每列元素求和，再将得到的结果求和。两种求和方式本质上都是对矩阵中所有元素求和，故二者相等。

有时我们直接使用一个求和符号来表示式 (2.35)的双重求和：
∑

i≤j≤l≤n

ajl

从上面两个例子我们可以看到，使用矩阵来观察并证明二重求和的相关性质是非常直观的。有了二重求和

号的交换性质，我们可以很自然地推导出多重求和的交换性质，在此不做展开。
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2.1.2 第二章复习与补充知识

线性方程组的 n,m, r及解的情况判别

定义 2.13 (线性方程组的初等变换)

♣

(1)互换两方程位置；
(2)用一个非零数乘某个方程；
(3)把一个方程的倍数加到另一个方程上；
容易证明，经过一系列初等变换得到的方程组与原方程组同解。

定义 2.14 (线性方程组的系数矩阵与增广矩阵)

♣

将线性方程组各未知数的系数按原本的次序排列为一张表，称为方程组的系数矩阵；系数矩阵最右边加

上一列常数项构成一张表，称为方程组的增广矩阵

类似线性方程组的初等变换，我们可以定义矩阵的初等行变换：

定义 2.15 (矩阵的初等行变换)

♣

(1)互换矩阵两行；
(2)用一个非零数乘某一行；
(3)把一行的倍数加到另一行上.

定义 2.16 (阶梯形矩阵)

♣

满足以下性质的矩阵称阶梯形矩阵：

(1)元素全为 0的行 (称为零行)在下方 (如果存在零行)；
(2)元素不全为 0的行 (非零行)从左起第一个不为 0的元素称为主元，他们的列指标随着行指标的递增而
严格增大。(由此易证主元的列指标大于等于其行指标)
可以证明，任意矩阵可通过初等行变换化为阶梯形矩阵 (即消元法的过程)

有了以上的定义，我们来尝试给出有m个方程的 n元线性方程组解的情况，方程组的增广矩阵可以写为：
a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2
...

...
. . .

...
...

am1 am2 · · · amn bm

 (2.37)

设我们通过一系列初等行变换，将增广矩阵化成了阶梯形矩阵：

0 · · · a′1,p1
· · · · · · · · · · · · a′1n a′1,n+1

0 0 · · · a′2,p2
· · · · · · · · · a′2n a′2,n+1

...
...

...
...

. . .
...

...
...

...
0 0 0 · · · · · · a′r,pr

· · · a′rn a′r,n+1

0 0 0 0 · · · · · · · · · · · · 0
...


(2.38)

这个矩阵有 r个非零行1，从第 (r+ 1)行开始矩阵元素均为 0，我们将第 i(1 ≤ i ≤ r)个非零行的主元记为 a′i,pi
，

此时我们对 pr 的取值做如下讨论：

(1)pr = n+1，这意味着 a′r,pr
即为 a′r,n+1，此时阶梯矩阵的第 r行代表着一个 ”0 = a′r,n+1”的矛盾方程，则此

1注意，我们在这里定义的 r与老师上课定义的 r稍有区别，老师定义的 r是系数阶梯矩阵的非零行个数，而这里定义的 r是增广阶梯矩阵非
零行的个数。相应的，老师定义的 r即是系数矩阵的秩，而这里定义的 r是增广矩阵的秩
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时方程组无解。

(2)pr ≤ n，由于 r ≤ pr，则 r ≤ n，这时不存在矛盾方程，对应的方程组一定有解，我们分两种情形讨论：

(2.1)r = n，此时对第 i个主元有 i = pi，即主元依次为 a′11, a
′
22, · · · , a′nn，可以看到，这样的阶梯矩阵对应

的方程组没有自由未知量，从第 n行向上依次求解可以得到方程组的唯一一组解。

(2.2)r < n，这样的阶梯矩阵对应的方程组有 n个未知量和 r个有效方程，未知量多于有效方程个数，说明

部分未知量为自由未知量，可作为参数任意变化，故可以得到无穷多个解。在下一小节我们将介绍这种情况下

通解的形式。

注当第 r行主元的列指标 pr 不为 n + 1时，可以看到我们定义的 r与老师定义的 r是相等的，这也就是说:线
性方程组有解 ⇐⇒ 它的增广矩阵的秩等于系数矩阵的秩。

无穷多解情况下方程的通解形式

方程组的增广矩阵化为阶梯形矩阵之后，若为 r < n的情况，方程组会有无穷多个解，下面我们来求它的

通解形式：

我们将每个主元对应的未知数称为主变量，其余未知量称为自由未知量，可知自由未知量的个数为 n−r个。
在阶梯形方程中，我们将所有自由未知量移项到等号右边，并将它们用参数 t1, t2, · · · , tn−r 表示，这样，我们的

r个主变量可以用常数和 n− r个参数表示出来：
xp1

xp2

...
xpr

 =

n−r∑
i=1

ti


αp1,i

αp2,i

...
αpr,i

+


β1

β2
...
βr

 (2.39)

而对于自由未知量，它们的取值就是各自对应的参数，从而我们得到了方程组含有参数 t1, t2, · · · , tn−r的通

解，由于 n− r个参数可以任意取定，故方程组的解也是无穷多的。

例题 2.14求解线性方程组 
2x1 + x2 − 3x3 + 5x4 = 6

−3x1 + 2x2 + x3 − 4x4 = 5

−x1 + 3x2 − 2x3 + x4 = 11

(2.40)

解方程组的增广矩阵写为 
2 1 −3 5 6

−3 2 1 −4 5

−1 3 −2 1 11

 (2.41)

经一系列矩阵初等行变换，它变成了阶梯形矩阵
−1 3 −2 1 11

0 −7 7 −7 −28

0 0 0 0 0

 (2.42)

可见，主变量为 x1, x2，自由变量为 x3, x4，将它们设为参数 t1, t2，则方程组的通解可写为
x1

x2

x3

x4

 =


1

1

1

0

 t1 +


−2

−1

0

1

 t2 +


1

4

0

0

 (2.43)
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齐次线性方程组

定义 2.17 (齐次线性方程组)

♣

常数项全为 0的线性方程组称为齐次线性方程组，容易看出，(0, 0, · · · , 0)T 是齐次线性方程组的一组解，
称为零解，其余的解称为非零解。

由于一个齐次线性方程组必有零解，则它的解的情况只有唯一解和无穷多解两种，不存在无解情况。由上

上小节的讨论我们可以看到：齐次线性方程组存在非零解的充要条件是它的系数矩阵经初等行变换化成的阶梯

矩阵中非零行数目 r < n。

例题 2.15下列说法正确的是：(D)
A.线性方程组当未知量个数少于方程个数时无解
B.齐次线性方程组当未知量个数少于方程个数时无解
C.线性方程组当未知量个数多于方程个数时有解
D.齐次线性方程组当未知量个数多于方程个数时有无限多个解
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2.2 第二次习题课
首先是作业，这几周的作业其实相对来说都比较简单，所以我就提几个常见的问题，大家以后注意就好了。

2.2.1 第二、三周作业常见问题

虽然只有四道题，但还是有不少同学写错。各种的计算错误就没什么提的必要了，值得一说的是以下几点：

最后一题（第二章第 7题）是一道应用题，所以要结合实际生活来考虑，一些同学没有考虑到解必须均为
正数，或者考虑过多，认为食品量必须是整数。以及甚至还有同学觉得三个未知数三个方程就一定有解，

方程里的常数项不是 0，所以这里可不是齐次方程组啊！在后续的课程中会学到，必须满足系数矩阵的秩

(rank)与增广矩阵的秩相等才会有解。
同时我改作业时发现大部分同学对于矩阵语言还不够熟悉，还是在用方程做变换代入消元的做法，这种做

法本身肯定是没什么问题的，但是线性方程组只不过是线性代数一个小小的应用，是一个具象化的问题，

而数学的核心便是一个从具体概括到抽象的过程。从线性方程组来引入矩阵的概念，是想让大家更好地理

解“线性性”这一概念是如何产生的。在有了矩阵之后，我们便有了一个更高的视角，比如你可以发现，矩

阵既可以用来表达一组线性方程组，也可以用来表示 n维欧氏空间2中的一组向量，以及更多的满足所谓

“线性性”的“向量空间”中的一组元素，于是这又引出了两个问题：“什么是线性性？”、“什么是向量？”

· · · · · · 这就是数学公理化要做的任务，在此不再赘述，感兴趣的同学可以自行学习。说了这么多也只是为
了让大家多了解、熟悉并矩阵的语言，具体的过程可以参考第二、三周作业答案的解题过程。

2.2.2 第四周作业常见问题

怎么这么多人四面体体积不会算......系数是 1
6 啊，有没乘系数的，还有乘

1
4 的、

1
3 的或者

1
2 的，以及怎么

还有三角形面积不除以 2的。另外有同学求出来是负数，我只是圈了出来，但给算对了，这种没明确说的

话，应该要求的还是正常的体积而不是有向体积。

此外依然是很多的计算错误，代数余子式的符号是 −1的脚标和次幂，如果算行列式的时候不是按第一行

或第一列展开的话一定要注意符号啊，以及最好说清楚是按哪行或哪列展开。

第一题算具体数值的行列式，我看见了好几个同学硬展开的，这样真的不累吗？而且一不小心就算错了。

可以先做做变换再求，既不容易算错也更简便。

由于作业不多且不难，具体讲解哪些作业题视到场同学需求决定。

还有个小细节是多元多项式如果对称的话，肯定化成一个对称的形式是最好的，同时也比较美观。

2.2.3 拓展内容

集合与映射

集合与映射之间存在着密切的联系，比如我们可以利用双射来定义有限集合与无限集合：（如果不从直观出

发，如何去描述集合中元素是有限还是无限？或者说，什么叫有限/无限？这也是一个直观到抽象的过程）

定义 2.18 (有限集合与无限集合)

♣

如果存在自然数 n，使得集合 A与集合 1, 2, · · · , n之间有一一对应（即双射），称 A为有限集合；反之若

这样的 n不存在，则称 A为无限集合，如自然数集 N、整数集 Z是熟知的无限集合。

自然数集 N有一个有趣的性质，即 N可以和它的每个无限子集一一对应，比如 x 7→ x/2是偶数集到 N的
一个一一对应。通过自然数集我们可以定义可数集与不可数集：

2注意不是欧式空间，这看起来像是搞装修的 (雾)
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定义 2.19 (基数与可数集合)

♣

称两个集合 A,B有相同的基数，是指存在 A→ B的一一对应。称集合 A比集合 B有更大的基数，是指

存在 A→ B 的满射，但不存在 A,B 之间的一一对应。一个与 N有相同基数的集合称为可数集合。

思考：有理数集 Q是可数集合吗？
解我们知道有理数是两个整数之比（分母不为 0），而我们知道整数集是可数的，那么我们可以任取整数集 Z的
一个排列 x1, x2, · · ·，再取 Z\{0}的任意一个排列 y1, y2, · · ·，记 zij = xi/yj，那么 zij 构成了全部的有理数。

z11 z12 z13 · · ·
z21 z22 z23 · · ·
z31 z32 z33 · · ·
· · · · · · · · · · · ·


沿着这个无穷矩阵的每一条对角线将元素进行排列可以得到：

z11 → z21 → z12 → z31 → z22 → z13 → · · ·

由此我们可以得到一个 N到 Q的满射（注意不是单射），同时很容易构造一个 Q到 N的满射（因为 N包含在 Q
中），从而 Q和 N的基数相同，由此得到 Q是一个可数集合。�
笔记利用同样的方法可以得到：可数个可数集合的并是可数集合。

思考：那么是否所有的无限集合都有相同的基数呢？直观上来看，我们会感觉实数集 R的基数是要比 N大
的，幸运的是，这个直觉的确是对的。可以先来证明这样一个命题：

命题 2.5

♠不存在基数比 N小的无限集合（任意无限集合 A的基数大于或等于 N）。

证明 考虑一个无限集合 A,从中取一个元素 x1,再从 A\{x1}中取一个元素 x2,重复操作得到 A中两两不同的一

列元素 x1, x2, · · · ,从而可以得到一个单射 f : N → A，由此定义 g : A→ N如下： g(x) = f−1(x), x ∈ f(N),

g(x) = 1, x /∈ f(N).

从而 g是 A→ N的满射。如果存在 A→ N的一一对应，那么 A与 N有相同的基数；如果不存在，那么 A的基

数大于 N的基数，从而命题得证。

由此我们可以定义不可数集合：

定义 2.20 (不可数集合)

♣无限集合称为不可数集合，是指不存在它与 N之间的一一对应，即它有比 N更大的基数。

那么我们如何来说明 R的基数比 N大呢？先思考一下 R中的元素都是什么：十进制小数！对于每一个十进
制小数，它的小数点后的数位是可数的，那么我们能联想到什么？没错，就是直积（笛卡尔积）。

从下面这个命题的证明，我们就能得到 R不可数的结论。

命题 2.6

♠可数个可数集合的直积是不可数集合。

证明 记 A =
∏∞

n=1An，An均为可数集合，则存在满射 fn : An → En，其中 E1 = Z, En = {0, 1, · · · , 9}(n ⩾ 2)，

记 E =
∏∞

n=1En，那么存在满射 f : A → E，则 A具有比 E 更大的基数。而容易看出 E 与 R之间存在着一一
对应：我们可以把 E中元素写为十进制小数的形式，任取 E中的元素，取其第一个分量作为整数部分，第 n个

分量作为小数点后第 (n− 1)位 (n ⩾ 2)，由此便可得到一个实数，因此接下来只需证明 R不可数。假设 R可数，
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2.2 第二次习题课

那么我们可以把 R中元素排成一列 x1, x2, · · ·，取 x ∈ R满足其整数部分与 x1 不同，小数点后第 n位与 xn+1

的小数点后第 n位不同 (n ⩾ 1)，那么 x和排列中的任一个元素都不相同，矛盾！从而 R不可数，命题也得证。

接下来，关于课程讲义中提及的集合的一个运算规则（命题 1.7.2）：

命题 2.7 (De Morgan律)

♠

设 Ai 为某固定集合 U 的子集，则⋂
i∈I

Ac
i =

(⋃
i∈I

Ai

)c ⋃
i∈I

Ac
i =

(⋂
i∈I

Ai

)c

这个性质是不难验证的，但值得一提的是，这里的下标集 I 可能是一个不可数集合，此时这族集合的交与并

不能写成
⋂∞

n=1 或
⋃∞

n=1 的形式，因而我们才采取这种表示形式，来表明这个运算律对任意交、任意并都成立，

而非仅在有限或可数次交或并运算下成立。

复数

¶扩充平面与复数的球面表示

我们知道复数可以和复平面上的点一一对应，从而可以通过复平面给出复数的一个几何表示。而 Riemann
首先引进了复数的球面表示。首先我们在复数域 C中引进一个新的数∞，这个数的模是∞，辐角没有意义，其
与其他复数的运算规则规定为：

z ±∞ = ∞, z · ∞ = ∞(z 6= 0),
z

∞
= 0,

z

0
= ∞(z 6= 0)

而 0 ·∞和∞±∞都不规定其意义。引入了∞的复数域记为 C∞ = C∪ {∞}，这个时候我们发现，在复平面上
没有任何一点和∞对应，于是我们想象有一个无穷远点和∞对应，加上无穷远点的复平面称为扩充平面，但
是我们会感觉这样的∞和其他复数在复平面上总是有些差别，于是便有了复数的球面表示：

设 S = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x21+x
2
2+x

2
3 = 1}，即R3中的单位球面，把C看作平面 {(x1, x2, 0) : x1, x2 ∈ R}，

固定 S 的北极点 N = (0, 0, 1)，在平面上任取一点 z，其与 N 相连的直线必与 S 交于一点 P，从而 z与 P 相对

应，而∞与 N 相对应，从而我们得到了一个 C∞ 与 S 之间的一一对应，而且此时∞与其他复数地位对等。

图 2.1: 球极投影

¶棣莫弗（De Moivre）公式与因式分解

利用棣莫弗（De Moivre）公式：(reiθ)n = (r cos(θ) + ir sin(θ))n = rneinθ = rn(cos(nθ) + i sin(nθ))我们可

以将一些多项式分解为一次复系数因式的乘积，如：

习题 (因式分解)
(1) xn − C2

2nx
n−1 + C4

2nx
n−2 + · · ·+ (−1)nC2n

2n

(2) x2n + C2
2nx

2n−2(x2 − 1) + C4
2nx

2n−4(x2 − 1)2 + · · ·+ (x2 − 1)n
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♠
(3) x2n+1 + C2

2n+1x
2n−1(x2 − 1) + C4

2n+1x
2n−3(x2 − 1)2 + · · ·+ x(x2 − 1)n

解 (1)在棣莫弗公式中将 r取为 1，n替换为 2n，两边取实部得：

cos2n (θ)− C2
2n cos

2n−2 (θ) sin2 (θ) + · · ·+ (−1)
n · C2n

2n · sin2n (θ) = cos (2nθ)

取 θk = kπ+π/2
2n , k = 0, 1, · · · , n− 1,(易知 θk <

π

2
),此时上式右端为零，而 sin(θ) 6= 0,故两端同时除以 sin2n(θ)：

cot2n (θk)− C2
2n cot

2n−2 (θk) + · · ·+ (−1)n · C2n
2n = 0

即 xk = cot2(θk)是原式的根，又因为它们互不相同，故恰为原式的 n个不同根，从而得到分解：

xn − C2
2nx

n−1 + C4
2nx

n−2 + · · ·+ (−1)nC2n
2n =

n−1∏
k=0

(x− cot2(
kπ + π/2

2n
))

(2)将 sin2(θk) = 1− cos2(θk)带入第 (1)问第一个式子，可得 xk = cos(θk), θk = kπ+π/2
2n , k = 0, 1, · · · , 2n− 1恰

好是第 (2)问原式的所有根.从而得到分解：

x2n + C2
2nx

2n−2(x2 − 1) + C4
2nx

2n−4(x2 − 1)2 + · · ·+ (x2 − 1)n =

2n−1∏
k=0

(x− cos

(
kπ + π/2

2n

)
)

(3)在棣莫弗公式中将 r取为 1，n替换为 2n+ 1，两边取实部，类似 (1) (2)中过程可得分解：

x2n+1 + C2
2n+1x

2n−1(x2 − 1) + C4
2n+1x

2n−3(x2 − 1)2 + · · ·+ x(x2 − 1)n =

2n∏
k=0

(x− cos

(
kπ + π/2

2n+ 1

)
)

行列式的几何意义

行列式在线性代数中有着很重要的地位，然而绝大部分教材对行列式的引入都是从代数视角出发，一串繁

杂的代数式经常让初学者十分困惑：为什么是这样一个奇怪的计算方法，算出来的这个数到底有什么作用？其

实这些都有着鲜明的几何直观：

命题 2.8 (行列式的几何意义)

♠

对于 n阶方阵 A，将其看作 n个行向量（或列向量），以这 n个向量构成一个新的坐标系中的 n个基向

量，则 A的行列式即为这 n个向量张成的高维立方体在 n维空间中的有向体积（二维情形下即为面积）。

可是......这个命题看上去也奇奇怪怪的，难以理解，所以接下来我们先从简单的低维情形入手。
考虑二阶行列式： ∣∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣∣ = ad− bc

从这个我们能想到什么？我们把这个二阶方阵看成两个列向量 x = (a, c)T ,y = (b, d)T，同时记单位向量 i =

(1, 0)T , j = (0, 1)T，不妨先假设 y 在 x的逆时针方向，那么行列式的值便是 x与 y 围成的平行四边形的面积，

如下图所示：

y

x

a a+ b

d

d+ c

图 2.2: 平行四边形
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平行四边形面积 S = (a+ b)(d+ c)− ac− bd− 2bc = ad− bc.为什么命题中说的是“有向体积”呢？这涉

及到一个定向的问题，x在 y 的顺时针方向一侧时，这与 i, j 之间的相对位置关系是一样的，两组向量的叉乘

(x× y与i× j)方向垂直纸面向外，所以我们把它定为正向，而当 x与 y的相对位置关系颠倒后，可以视为以 x

与 y为基的新坐标系把纸面翻转到了背面，从而“体积（这里是面积）”便是负的了。

从上面的过程可以看出这便是二阶行列式交换两列后符号改变的原因，同理，将 x或 y变为原来的 λ倍后，

平行四边形沿着 x或 y 的方向伸缩了 λ倍，因此面积变为原来的 λ倍。而将 x的 λ倍加到 y 后，相当于 y 沿

着 x的方向做了一个平移，平行四边形的面积自然不会发生改变。而在 x基础上加一个向量 z，那么 x与 y围

成的平行四边形的面积加上 z与 y围成的平行四边形的面积就等于 x+ z与 y围成的平行四边形的面积，也就

得到了二阶行列式可将某列拆分的性质，如下图所示：

y
x

z

图 2.3: 二阶行列式可按某列拆分

以上也是一般的教科书中可能会给出的一个几何解释。

那么，这时候可能又会有同学问：“我觉得过程里这个 S = (a+ b)(d+ c)− ac− bd− 2bc = ad− bc.还是太

‘代数’了，不够直观，并且如何来解释方阵转置后行列式不变呢？还有更高维的情形怎么办呢？”

这当然是个好问题，但想给出严谨的论述比较困难，可以从下面这个视角来看待，仍先考虑二维情形：∣∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣a 0

c d

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣0 b

c d

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣a 0

c 0

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣a 0

0 d

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣0 b

c 0

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣0 b

0 d

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣a 0

0 d

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣0 b

c 0

∣∣∣∣∣
我们可以把这个看作是以 (a, 0)T 与 (0, d)T 为边的长方形的有向面积加上以 (0, c)T 与 (b, 0)T 为边的长方形的有

向面积，或者再多分一步来看，先将 i与 j 分别伸缩为原来的 a, d倍，再将 i沿 j 的方向平移 c个单位、j 沿 i

的方向平移 b个单位，−bc便是这两次偏移产生的影响。同样对于三维情形也有：∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 0 0

01 b2 0

0 0 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a2 0

0 0 b3

c1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 a3

b1 0 0

0 c2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 0 0

0 0 b3

0 c2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a2 0

b1 0 0

0 0 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 a3

0 b2 0

c1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
可以看出这是六个长方体的有向体积和。一般地，取 n维标准欧氏空间中的基向量 ei（仅第 i个分量为 1，其余

为 0），这 n个向量有 n!个排列方式，我们把它们视为 n!个不同的“定向”，将排列 (e1, e2, · · · , en)定为正向，
对于 n阶方阵 A = (aij)n×n，将行列式按如上方式拆分，可以得到 n!个高维长方体（各边两两正交）的有向体

积和，同时也可以看作每个 ei先各自伸缩 aii倍，再加上其他 (n!− 1)个“定向”上的偏移的影响（影响可能有

正有负，实际上这与排列的逆序数及偏移的正负有关）。而矩阵转置前后，对角线不变，仍然以列向量来看，这

些偏移只是在列向量之间“转移”，其和仍是不变的，从而便有转置不改变行列式。

思考一下，你就会发现，其实这就是行列式的完全展开式。�
笔记由于助教水平有限，这段话实际上比较粗糙，只是提供一个相对直观的视角与看法而已。另一方面，其实

几何直观在矩阵中的运用往往是用于猜测结论，而非严谨证明结论。

现在，通过以上的过程，我们就可以将结论推广到三维以及更高维度的情形，只需要把平行四边形改为平

行六面体/高维平行立方体就可以了。那么行列式为 0又是什么情形呢？平行四边形面积为 0，那么只有 x与 y

共线了或都为 0了，平行六面体的在三维空间中的体积为 0，只能是三个基向量共面或共线或都为 0，更高维情

况也类似，概括下来的话，当行列式里的向量线性相关时，这个空间就“降维”了。
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�
笔记另外，关于行列式的递推定义，其实可以通过将列向量投影到标准欧氏空间来理解，将 1个 n维平行立方

体的一边在 n个分量上作正交投影，于是便转化为了 n个 (n−1)维平行立方体，实际上与上面的解释是一致的。

一个典型的错误例子 有位同学前几天问过我第三章的第 8题他为什么证错了，下面我们一起来看一下这位同

学写的过程，有了直观的几何理解后，我们很轻易就能发现错误之处。（这里没有针对该同学的意思，只是我感

觉这个错误很多初学者都可能会犯）

习题 (第三章第 8题)

♠
设 a, b, c,d为 4维数组向量，证明：det(2a− b,−a+ 2b− c,−b+ 2c− d,−c+ 2d) = 5 det(a, b, c,d).

证明 （错解）

原式 = det(2a− b,a+ b− c, b+ c− a− d, c+ d− b)

= det(3a− c, 2b− d, 2c− a,a+ 2d− 2b)

= det(3a− c, 2b− d, 2c− a,a+ d)

= det

(
5

2
a, 2b− d, 2c− a,a+ d

)
=

5

2
det(a, 2b− d, 2c,d)

= 10 det(a, b, c,d).

哪里出了问题呢？显然是第二个等号错了，我们仔细地看这一步，记过程第一行四个向量为 vi(i = 1, 2, 3, 4)，

我们把 vi的常数倍加到 vj 中时，可以看作是 vj 沿着 vi方向作了一个平移，而第二个等号中，这位同学是把 v2

加到 v1中，把 v3加到 v2中，把 v4加到 v3中，这三步都没问题，但是这时候第三个向量已经变成了 v′
3 = 2c−a，

如果要想让行列式不变，我们只能把 v4沿着 v′
3的方向作平移，但第二个等号后的第四个向量明显是 v4 −v3的

结果，即 v4 沿着 v3 方向的平移，正是这个错误导致了行列式的变化。

Cramer法则的几何解释

有了上一部分的理解后，我们是不是也可以给 Cramer法则一个好的几何解释呢？当然是可以的。这里只讨
论二维情形，三维或更高维情形是同理的。

考虑一个二阶线性方程组：

a1x+ b1y = c1

a2x+ b2y = c2
我们记 a = (a1, a2)

T , b = (b1, b2)
T , c = (c1, c2)

T ,x = (x, y)T .

那么上述方程组可以改写为：xa+ yb = c，那么我们以 a, b作为基向量构成新坐标系，将 a, b分别伸缩为原来

的 x, y倍，从而可以得到 c，如下图所示：

b a

xa

yb

c

图 2.4: Cramer法则的几何解释

利用面积比值关系，我们可以得到：x =
|c, b|
|a, b|

, y =
|a, c|
|a, b|

，这便是 Cramer法则了。

说了这么多，希望大家对行列式能有一个新的认识，能发现线性代数这门学科的优美之处，而非仅仅只是

知道了计算方法，把自己搞成了一个矩阵计算器（虽然这门课的考试确实比较偏计算，我也无能为力）。
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2.2.4 补充题目

行列式在这门课的期中期末里都是必考题，一些常见的求解行列式的技巧很有必要掌握，所以这里给大家

搞了一点点补充题。题目大多数摘录于本门课程的往年考试原题、课外资料中的题目等等。不过其中部分题目

难度较高，仅作了解便可，不必深究（除非你有转入数学相关专业的打算 XD）。单看这门课的要求的话，掌握
一些基本解题技巧、熟悉基本概念便足以拿到一个不错的成绩了。�
笔记由于我们现在还没学到第四章，所以其实能补充的题目并不是很多。

习题 2.1 (2022秋期中)

♠

行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−3 x 7 x

1 x 5 −1

4 3 −x 1

2x −1 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
的完全展开式中，x4 项的系数为： .

解沿第一列展开，只有最后一项 −2x

∣∣∣∣∣∣∣∣
x 7 x

x 5 −1

3 −x 1

∣∣∣∣∣∣∣∣能含有 x4项，而

∣∣∣∣∣∣∣∣
x 7 x

x 5 −1

3 −x 1

∣∣∣∣∣∣∣∣再沿第一列展开，只有第二
项 −x

∣∣∣∣∣ 7 x

−x 1

∣∣∣∣∣能含有 x3 项，且系数为 −1，故原式中 x4 项的系数为 −2× (−1) = 2.

习题 2.2

♠

将 λ作为变量 , aij (1 ⩽ i, j ⩽ n)作为常数，则：

f(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− a11 −a12 · · · −a1n
−a21 λ− a22 · · · −a2n

...
...

. . .
...

−an1 −an2 · · · λ− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
是 λ的多项式. 求这个多项式的 n次项和 n− 1次项系数

解 行列式只有 n个对角元 λ−aii，各含有一个 λ,其余元素都不含 λ.因此只有这 n个对角元的乘积 (λ−a11)(λ−
a22) · · · (λ− ann)才含 λ的 n次项，就是这个乘积的最高次项 λn.因此 f(λ)的 n次项为 λn,系数为 1。

同时行列式展开式 f(λ)中的 n− 1项只能由 n个对角元 λ− aii中的某 n− 1个相乘产生。先选定了这 n− 1

个对角元之后，剩下的一列中能够与这 n− 1个对角元相乘（与这 n− 1个对角元位于不同的行）的也只能是对

角元，这说明 n− 1次项也只能含于 n个对角元的乘积 (λ− a11) · · · (λ− ann)，等于这个乘积展开式的 n− 1次

项 −(a11 + · · ·+ ann)λ
n−1，系数为 −(a11 + · · ·+ ann).�

笔记这个在后续会学到，f(λ)称为方阵 A = (aij)n×n的特征多项式，a11 + · · ·+ ann称为 A的迹 (trace)，如果
你还想算一算这个多项式的常数项，你会发现它等于 (−1)n detA (取λ = 0).

习题 2.3 (2022秋期中)

♠

计算 n阶行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − a1 x2 · · · xn

x1 x2 − a2 · · · xn
...

...
. . .

...
x1 x2 · · · xn − an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,其中 a1, a2, · · · , an 6= 0.
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2.2 第二次习题课

解容易观察到行列式中每一列都含有一个向量 (1, 1, · · · , 1)T 的常数倍，从而我们可以利用“加边法”求解。∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − a1 x2 · · · xn

x1 x2 − a2 · · · xn
...

...
. . .

...
x1 x2 · · · xn − an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0

1 x1 − a1 x2 · · · xn

1 x1 x2 − a2 · · · xn
...

...
...

. . .
...

1 x1 x2 · · · xn − an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −x1 −x2 · · · −xn
1 −a1 0 · · · 0

1 0 −a2 · · · 0
...

...
...

. . .
...

1 0 0 · · · −an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1−
∑n

i=1
xi

ai
−x1 −x2 · · · −xn

0 −a1 0 · · · 0

0 0 −a2 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · −an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n(1−

n∑
i=1

xi
ai

)

n∏
i=1

ai

其中倒数第二个等号是因为 a1, a2, · · · , an 6= 0，那么如果有某个 ai = 0呢？我们把上式结果换个形式写出来：

(−1)n(1−
n∑

i=1

xi
ai

)

n∏
i=1

ai = (−1)n(

n∏
i=1

ai −
n∑

i=1

(xi

n∏
j ̸=i

aj))

我们发现 ai 并不作分母，其实这本应就是对的，因为我们可以把行列式看作关于 (a1, a2, · · · , an)的多元函数，
把 (x1, x2, · · · , xn)视为参数，这个多元函数一定是关于 (a1, a2, · · · , an)的多元多项式，故显然连续，那么它在
某个 ai为 0时一定有意义。这个方法叫做“微扰法”或者“摄动法”，在后续课程中经常用于某些证明题。一般

的过程是先考虑矩阵可逆情形，再通过多项式的连续性推广到一般情形，是一个很重要的思想与方法。�
笔记这道题的结果十分重要，很多求解行列式的题目其实都是这道题的一些特殊情况，比如下面的两个题目：

习题 2.4 (2023秋期中)

♠

A =


4 + x 4 4 4

3 3 + x 3 3

2 2 2 + x 2

1 1 1 1 + x

 .x > 0.求 detA,A−1.

解（仅求解行列式）：AT 符合习题2.3的形式，代入得到 detA = (1 +
10

x
)x4 = x4 + 10x3.

习题 2.5 (2015秋期中)

♠

设 n阶方阵 A =


a b · · · b

b a · · · b
...

...
. . .

...
b b · · · a

，求：(i) detA; (ii) rank A.

解（仅求解行列式）：A =


b− (b− a) b · · · b

b b− (b− a) · · · b
...

...
. . .

...
b b · · · b− (b− a)

符合习题2.3的形式，代入得到 detA =

(−1)n(1− nb

b− a
)(b− a)n = (a− b)n + nb(a− b)n−1.

�
笔记可以看到这两个题都是习题2.3的简化版，并且往年期中题里类似的题还有很多，就不再一一列举了。
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2.2 第二次习题课

从习题2.3可以看出“加边法”很好用，对吧，嘿嘿，那来看看下面这个题吧！

习题 2.6

♠

已知 n ⩾ 2, a1, a2, · · · , an 6= 0,求 n阶行列式：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a1 + a2 · · · a1 + an

a2 + a1 0 · · · a2 + an
...

...
...

an + a1 an + a2 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解这题目一看就很容易让人想到是加边对吧，我们发现每行除了对角元之外，都含有一个 (a1, · · · , an)的向量，
同时也都含有一个 (1, · · · , 1)的常数倍，但是无论我们用这两个里的哪个向量去加边，继续往下做还是无从下手，
这个时候怎么办？那就全都要！记原行列式为 ∆，加两次边：

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 1 · · · 1

0 1 a1 a2 · · · an

0 0 0 a1 + a2 · · · a1 + an

0 0 a2 + a1 0 · · · a2 + an
...

...
...

...
...

0 0 an + a1 an + a2 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 1 · · · 1

0 1 a1 a2 · · · an

−a1 −1 −2a1 0 · · · 0

−a2 −1 0 −2a2 · · · 0
...

...
...

...
...

−an −1 0 0 · · · −2an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
这个时候是不是就好处理多了，不过稍微有点难算。

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− n

2
−

n∑
i=1

1

2ai
1 1 · · · 1

−1

2

n∑
i=1

ai 1− n

2
a1 a2 · · · an

0 0 −2a1 0 · · · 0

0 0 0 −2a2 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 0 · · · −2an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(1− n

2

)2
− 1

4

(
n∑

i=1

ai

) n∑
j=1

1

aj

 (−2)na1 · · · an

= (−1)n2n−2a1 · · · an

(n− 2)2 −

(
n∑

i=1

ai

) n∑
j=1

1

aj



习题 2.7

♠
证明：偶数阶斜对称方阵的行列式 |A| = |aij |n×n的所有元素的代数余子式 Aij (1 ⩽ i, j ⩽ n)之和等于 0.

证明 将 A扩充为 n+ 1阶斜对称方阵 B = (bij)n+1,n+1,使它的第 1行 (b11, · · · , b1,n+1) = (0, 1, · · · , 1)，第 1列

(b11, · · · , bn+1,1)
T = (0,−1, · · · ,−1)T，即 B 删去第 1行和第 1列得到 A，即

|B| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 · · · 1

−1 a11 · · · a1n
...

...
. . .

...
−1 an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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2.2 第二次习题课

由于 B 是奇数阶斜对称方阵，detB = detBT = (−1)n detB = − detB ⇒ detB = 0.另一方面，将 |B|按第 1
行展开，得到如下等式:

0 = |B| =
n∑

j=0

b1,j+1B1,j+1 =

n∑
j=1

(−1)1+j+1N1,j+1

其中 N1,j+1 是 B 的第 (1, j + 1) 元素的余子式 , B1,j+1 = (−1)1+j+1N1,j+1 则是相应的代数余子式。余子式

N1,j+1 由 A的行列式 |A|删去第 j 列再在左边添上全由 −1组成的一列得到。将每个余子式

N1,j+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 a11 · · · a1,j−1 a1,j+1 · · · a1n
...

...
...

...
...

−1 an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
按第 1列展开得到：

N1,j+1 =

n∑
i=1

(−1)(−1)i+1(N1,j+1)i1

其中 (N1,j+1)i1是 N1,j+1的第 (i, 1)元素的余子式，由 N1,j+1删去第 i行和第 1列得到，也就是由 |A|删去第 i

行和第 j 列得到的 n− 1阶行列式即 |A|的第 (i, j)元素的余子式Mij .因此等式上式可改写为：

N1,j+1 =

n∑
i=1

(−1)iMij 从而有：0 = |B| =
n∑

j=1

n∑
i=1

(−1)j(−1)iMij

其中 (−1)j(−1)iMij = (−1)i+jMij 就是 |A|的 (i, j)元素的代数余子式 Aij，从而命题成立。�
笔记这里有一个有用的小引理：奇数阶反对称方阵行列式为 0，所以我们通过加边把偶数阶升为奇数阶，剩下

的操作就完全是代数变形了。

习题 2.8 (2019秋期中)

♠

计算 n阶行列式 ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− a −1

a 1− a −1

a
. . . . . .
. . . 1− a −1

a 1− a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解这种“三对角”方阵的行列式一般都是用二阶线性递推来做。（并且题上把它写成∆n 也算是一种提示？）

a 6= −1时，沿第一行展开容易得到：

∆n = (1− a)∆n−1 + a∆n−2，特征方程为 x2 + (a− 1)x− a = 0，解得 x1 = −a, x2 = 1.

从而 ∆n = A× 1n +B × (−a)n，再由：

∆1 = 1− a,∆2 = (1− a)2 + a = a2 − a+ 1，解得A =
1

a+ 1
, B =

a

a+ 1
.

从而 ∆n =
1

a+ 1
(1− (−a)n+1).而 a = −1时，利用习题2.3中的微扰法即可。

�
笔记其实往年题做得多了就会发现，考试里求行列式的题用的方法基本就那么几种，像这种很经典的“三对角”

矩阵，以及“爪型”矩阵、对角元相等的对称矩阵等等，老师的讲义中都详细地讲了。所以把老师这节的讲义吃

透，考试时求行列式就没什么问题了。

行列式拆分的性质在一些习题中也经常会用到。当只有某一个元素不好处理时，就把这个元素改写，拆分

成两个行列式的和分别处理，可能就会带来很大的方便，比如看下面的题目：
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2.2 第二次习题课

习题 2.9

♠

计算 n阶行列式：

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x a a · · · a

−a x a · · · a

−a −a x
. . .

...
...

...
. . . . . . a

−a −a · · · −a x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解观察发现我们可以把第一行加到其他行消去大部分的−a，但第一列比较麻烦，那没关系，我们可以将第 1行

(x, a, · · · , a)拆分，记原行列式为 ∆n，则有：

∆n = D1 +D2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a a a · · · a

−a x a · · · a

−a −a x
. . .

...
...

...
. . . . . . a

−a −a · · · −a x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− a 0 0 · · · 0

−a x a · · · a

−a −a x
. . .

...
...

...
. . . . . . a

−a −a · · · −a x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
将 D1 的第 1行加到以下各行，得到 D1 = a(x+ a)n−1.

将 D2 按第 1行展开，得到 D2 = (x− a)∆n−1.于是 ∆n = a(x+ a)n−1 + (x− a)∆n−1.这时候用数列的递

推解起来还是稍显麻烦，但观察到这个矩阵有很好的对称性，所以我们可以在 ∆n 中用 −a替换 a,这样得到的
是 ∆n 的转置的行列式，与原行列式相等，所以有：

∆n = ∆T
n = −a(x− a)n−1 + (x+ a)∆T

n−1 = −a(x− a)n−1 + (x+ a)∆n−1

则有 ∆n = a(x+ a)n−1 + (x− a)∆n−1 = −a(x− a)n−1 + (x+ a)∆n−1

当 a 6= 0时可解出：

∆n−1 =
a(x+ a)n−1 + a(x− a)n−1

(x+ a)− (x− a)
=
a(x+ a)n−1 + a(x− a)n−1

2a
=

(x+ a)n−1 + (x− a)n−1

2

从而有：

∆n =
(x+ a)n + (x− a)n

2

当 a = 0时易见 ∆n = xn = (x+0)n+(x−0)n

2 ,因此：

∆n =
(x+ a)n + (x− a)n

2
对所有的 a成立

习题 2.10 (2023秋线性代数 (B2)期中)

♠4阶方阵 A的第 3行元素分别为 −1, 0, 2, 8，第 4行元素对应的余子式依次是 5, 10, a, 2，则 a = .

解这题目乍一看非常简单啊，不就是剥蒜嘛，但实际上如果你把第 1, 2, 4行的元素全设出来列方程硬求解是极

其复杂的（9个未知数），至少我去年在考场上是放弃了这个做法的。但实际上，只需要稍稍转变一下思路：

记 A = (aij)4×4, bij =

∣∣∣∣∣a1i a1j

a2i a2j

∣∣∣∣∣ , 则有

−2b24 + 8b23 = 5

2b12 − b23 = 2

−b24 + 8b12 = a

⇒ a =
21

2

嗯，其实确实不难，虽然我去年没做出来（逃）。

另外老师讲义上提及的Vandermonde行列式也很重要，考试经常考。老师讲义上已经把好几种情况的处理办
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2.2 第二次习题课

法写得很详细了，我就不多写了（但后续还会有求这个矩阵的逆矩阵的题型）。不过我们可以通过 Vandermonde
行列式来求一些类似的矩阵的行列式。

习题 2.11

♠

计算行列式：

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x1 1 + x21 · · · 1 + xn1

1 + x2 1 + x22 · · · 1 + xn2
...

...
. . .

...
1 + xn 1 + x2n · · · 1 + xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x1 1 + x21 · · · 1 + xn1

1 + x2 1 + x22 · · · 1 + xn2
...

...
. . .

...
1 + xn 1 + x2n · · · 1 + xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

1 1 + x1 1 + x21 · · · 1 + xn1

1 1 + x2 1 + x22 · · · 1 + xn2

1
...

...
. . .

...
1 1 + xn 1 + x2n · · · 1 + xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 −1 −1 −1

1 x1 x21 · · · xn1

1 x2 x22 · · · xn2

1
...

...
. . .

...
1 xn x2n · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 1 1 1 1

1 x1 x21 · · · xn1

1 x2 x22 · · · xn2

1
...

...
. . .

...
1 xn x2n · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 1

1 x1 x21 · · · xn1

1 x2 x22 · · · xn2

1
...

...
. . .

...
1 xn x2n · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 1 1

x1 x21 · · · xn1

x2 x22 · · · xn2
...

...
. . .

...
xn x2n · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
记 x0 = 1，则由 Vandermonde行列式可知：

原式 = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 x21 · · · xn1

x2 x22 · · · xn2
...

...
xn x2n · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−

∏
0⩽i<j⩽n

(xj − xi) = 2

n∏
i=1

xi ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x21 · · · xn−1
1

1 x2 x22 · · · xn−1
2

...
...

1 xn x2n · · · xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−

∏
0⩽i<j⩽n

(xj − xi)

= 2

n∏
i=1

xi

 ∏
1⩽i<j⩽n

(xj − xi)

−
∏

0⩽j<i⩽n

(xi − xj) =

(
2

n∏
i=1

xi −
n∏

i=1

(xi − 1)

) ∏
1⩽i<j⩽n

(xj − xi)

 .

老师课上介绍过的 Laplace展开在求解行列式的问题中也有着很广泛的应用，不过 Laplace展开不是我们这
门课程的考核要求内容，仅作补充了解即可，该定理的内容如下：

定理 2.1 (Laplace展开定理)

♥

取定行指标 i1, i2, · · · , ip, 1 ⩽ i1 < i2 <· · ·< ip ⩽ n.遍取行列式 detA中第 i1, i2, · · · , ip 行上的 p阶子式，

并分别乘以相应的代数余子式，其和即为 detA。具体地说，有：

detA =
∑

1⩽j1<j2<···<jp⩽n

A

(
i1 i2 · · · ip
j1 j2 · · · jp

)(
(−1)

i1+i2+···+ip+j1+j2+···+jp A

(
ip+1 · · · in
jp+1 · · · jn

))
,

其中i1i2 · · · ipip+1 · · · in 和j1j2 · · · jpjp+1 · · · jn 都是1, 2, · · · , n的排列,并且1 ⩽ ip+1 < · · · < in ⩽ n, 1 ⩽
jp+1 < · · · < jn ⩽ n.

�
笔记那么，思考一下，Laplace展开定理有没有什么几何解释呢？当然是有的，如果说行列式的递推定义是 n维

空间到 n− 1维空间的投影再求和，那么 Laplace展开就是 n维空间到 n− p维空间的投影再求和。这里不再过

多叙述了。关于定理的严格证明，老师的讲义中有所提及，感兴趣的同学可以自行学习。

以下给出两个 Laplace定理在解题中的应用：
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习题 2.12

♠

利用 Laplace展开定理计算行列式：

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ 0 0 · · · 0 a

x1 c b · · · b y1

x2 b c · · · b y2
...

...
...

. . .
...

...
xn b b · · · c yn

a 0 0 · · · 0 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解记原行列式为 detA，观察发现这个行列式最外面一圈和里面格格不入，所以将行列式按第 1列、第 n+ 2列

作 Laplace展开，得到：

detA =
∑

1⩽i1<i2⩽n+2

A

(
i1 i2

1 n+ 2

)(
(−1)i1+i2+1+(n+2)A

(
i3 i4 · · · in+2

2 3 · · · n+ 1

))

= (−1)1+(n+2)+1+(n+2)

∣∣∣∣∣λ a

a λ

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c b · · · b

b c
. . .

...
...

. . . . . . b

b · · · b c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
(
λ2 − a2

)
(c+ (n− 1) b) (c− b)

n−1
.

其中倒数第二个等号是因为包含第 1行或最后一行的子式均为 0，最后一个等号用到了习题2.5的结论。

习题 2.13

♠

计算 2n阶行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n b11 · · · b1,n−1 b1n

a22 · · · a2n b21 · · · b2,n−1

. . .
...

... . .
.

ann bn1

c1n d11

. .
. ...

...
. . .

cn−1,2 · · · cn−1,n dn−1,1 · · · dn−1,n−1

cn1 cn2 · · · cnn dn1 · · · dn,n−1 dnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
其中未写出的元素都是零。

解不断对行列式第一列和最后一列进行 Laplace展开，我们有：

原式 = (a11dnn − b1ncn1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a22 · · · a2n b21 · · · b2,n−1

. . .
...

... . .
.

ann bn1

c1n d11

. .
. ...

...
. . .

cn−1,2 · · · cn−1,n dn−1,1 · · · dn−1,n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= · · · =

n∏
k=1

(akkdn+1−k,n+1−k − bk,n+1−kcn+1−k,k)
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2.3 第三次习题课

2.3.1 基础矩阵与标准单位向量

定义 2.21

♣

n维标准列向量是指以下 n个 n维列向量

e1 =


1

0
...
0

 , e2 =


0

1
...
0

 , · · · , en =


0

0
...
1

 .

定义 2.22

♣

n阶基础矩阵是指 n2个 n阶矩阵 {Eij(i, j = 1, 2, · · · , n)} .其中 Eij ∈ Fn×n,它的第 (i, j)元素是 1，其他
元素为 0.

性质 (1) eTi ej = 0, eTi ei = 1.其中 i 6= j;
(2）若 A ∈ Fm×n,则 Aei 为 A的第 i个列向量；eTi A为 A的第 i个行向量;
(3)若 A ∈ Fm×n,则 eTi Aej = aij ;
(4)EijEkl = δjkEil;
(5)若 A ∈ Fn×n,则 EijA将 A的第 j 行变成第 i行，其他元素变为 0;
(6)若 A ∈ Fn×n,则 AEij 将 A的第 i列变成第 j 列，其他元素变为 0.

习题 2.14

♠

设

A =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · 1

1 0 0 · · · 0


.

证明：

Ak =

(
0 In−k

Ik 0

)
.

证明 将矩阵A写成A = (en, e1, · · · , en−1).由分块矩阵的乘法及性质 (2),有A2 = (Aen, Ae1, Ae2 · · · , Aen−1) =

(en−1, en, e1, · · · , en−2). 如此下去便可得到结论.

习题 2.15
具有以下形状的矩阵称为循环矩阵 

a1 a2 a3 · · · an

an a1 a2 · · · an−1

an−1 an a1 · · · an−2

· · · · · · · · · · · ·
a2 a3 a4 · · · a1


.
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♠证明：同阶循环矩阵的乘积仍然是循环矩阵.

证明 设

J =

(
0 In−1

1 0

)
.

注意到任意循环矩阵 A可以表示为 A = a1In + a2J + a3J
2 + · · ·+ anJ

n−1的形式，反之有如前形式的矩阵也一

定是循环矩阵.两个循环矩阵的乘积可以写成关于 J 的两个多项式的乘积，又 Jn = In,即可得到结论.

习题 2.16

♠设 A是 n阶上三角矩阵且主对角线上元素全为零，证明：An = 0.

证明 可以设

A =
∑
i<j

aijEij .

当 j 6= k 时，EijEkl = 0, 因此在 An 的乘法展开式中，可能的非 0 项只能具有形状 Eij1Ej1j2 · · ·Ejn−1jn，且

1 ≤ i < j1 < j2 < · · · < jn ≤ n.显然这是不可能的，因此 An = 0.

2.3.2 迹及其应用

定义 2.23

♣设 A ∈ Fn×n，则 A上主对角线元素之和称为矩阵 A的迹，记为 trA.

性质若 A,B ∈ Fn×n, k ∈ F，则
(1)tr(A+B) = tr(A) + tr(B);
(2)tr(kA) = k(trA);
(3)trAT = trA;
(4)tr(AB) = tr(BA).

命题 2.9 (迹的等价刻画)

♠

若映射 f : Fn×n → F,对任意 A,B ∈ Fn×n, k ∈ F，满足
(1)f(A+B) = f(A) + f(B);
(2)f(kA) = kf(A);
(3)f(AB) = f(BA);
(4)f(In) = n.
则 f 是迹.

证明 由 f 的线性性知，f(E11) + f(E22) + · · ·+ f(Enn) = f(E11 + E22 + · · ·+ Enn) = f(In) = n.
又 f(Eii) = f(EijEji) = f(EjiEij) = f(Ejj),故 f(Eii) = 1.当 i 6= j时，Eij = Ei1E1j ,则 f(Eij) = f(Ei1E1j) =

f(E1jEi1) = f(0) = f(0In) = 0f(In) = 0.设 A = (aij),则 f(A) = f(
n∑

i.j=1

aijEij) =
n∑

i,j=1

aijf(Eij) =
n∑

i=1

aii =

trA.即映射 f 就是迹.

习题 2.17

♠不存在矩阵 A,B ∈ Fn×n,使得 AB −BA = kIn,其中 k 6= 0.
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证明 若存在这样的矩阵 A,B,使得 AB −BA = kIn，且 k 6= 0.同时取迹，有 0 = tr(AB)− tr(BA) = tr(AB −
BA) = tr(kIn) = kn,矛盾！

习题 2.18

♠
设 A ∈ Rn×n,证明：tr(AAT ) ≥ 0,等号成立当且仅当 A = 0.

证明 设 A = (aij),经计算易得 tr(AAT ) =
n∑

i,j=1

a2ij ≥ 0.等号成立当且仅当 aij = 0, ∀i, j,即 A = 0.

习题 2.19

♠设 A ∈ Rn×n,满足 AAT = A2,证明：A是对称矩阵.

证明 只需证明A−AT = 0.由上题知只需证明 tr((A−AT )(A−AT )T ) = 0即可.由AAT = A2，知ATA = (AT )2.
tr((A − AT )(A − AT )T ) = tr((A − AT )(AT − A)) = tr(AAT − A2 − (AT )2 + ATA) = tr(ATA − AAT ) =

tr(ATA)− tr(AAT ) = 0,从而结论得证.

2.3.3 降阶公式及其应用

命题 2.10

♠

若 A ∈ Fm×m, B ∈ Fm×n, C ∈ Fn×m, D ∈ Fn×n,其中 A可逆，则

det

(
A B

C D

)
= detA · det

(
D − CA−1B

)
.

证明 注意到 (
Im 0

−CA−1 In

)(
A B

C D

)
=

(
A B

0 D − CA−1B

)

上述等式两边同时取行列式即可得到结论.
注当 D可逆时，有 (

A B

C D

)(
Im 0

−D−1C In

)
=

(
A−BD−1C B

0 D

)
.

故

det

(
A B

C D

)
= detD · det

(
A−BD−1C

)
.

于是，当矩阵 A,D同时可逆时，有如下等式

detA · det
(
D − CA−1B

)
= detD · det

(
A−BD−1C

)
. (2.44)

以上等式我们称为降阶公式.

推论 2.2

♥

若 A ∈ Fn×m, B ∈ Fm×n，且 n ≥ m,则

det{(λIn −AB)} = λn−m det{(λIm −BA)}.
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证明 (法一)当 λ 6= 0时，考虑矩阵 (
λIm B

A In

)

对上述矩阵作同命题2.10及其注记中的处理.
当 λ = 0时，分别考虑m = n和 n > m的情况.

(法二)先考虑m = n的情形，若A可逆，由于BA = A−1(AB)A，因此AB与BA相似，他们的特征多项式相同.对
于一般矩阵A，可以取一列有理数列 tk → 0,使得矩阵 tkI+A可逆，于是由可逆情形有det{(λIn − (tkI +A)B)} =

det{(λIn −B(tkI +A))},两边同时取极限，有 det{(λIn −AB)} = det{(λIn −BA)}.

考虑 n > m的情形，考虑方阵 C = (A, 0)与 D =

(
B

0

)
.注意到 CD = AB,DC =

(
BA 0

0 0

)
.由方阵情形有

det{(λIn −AB)} = det{(λIn − CD)} = det{(λIn −DC)} =

∣∣∣∣∣λIm −BA 0

0 λIn−m

∣∣∣∣∣ = λn−m det{(λIm −BA)}.

习题 2.20 (小测第四题)

♠

计算 n阶行列式

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 · · · 1 1

1 0 · · · 1 1
...

...
...

...
1 1 · · · 0 1

1 1 · · · 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解注意到

A = −In +


1

1
...
1

 (1, 1, · · · , 1).

由推论2.2知

det{A} = det


(−In +


1

1
...
1

 (1, 1, · · · , 1))


= (−1)n−1 det


(−1 + (1, 1, · · · , 1)


1

1
...
1

)


= (−1)n−1(n− 1).

习题 2.21 (第五周作业)

♠

计算下列 n阶行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 1 · · · 1

1 1 + a2 · · · 1
...

...
...

1 1 · · · 1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

其中 ai 6= 0, i = 1, 2, · · · , n.
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解 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 1 · · · 1

1 1 + a2 · · · 1
...

...
...

1 1 · · · 1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= det{1} · det


(


a1

a2
. . .

an

+


1

1
...
1

 1−1(1, 1, · · · , 1))



= det




a1

a2
. . .

an




· det


(1 + (1, 1, · · · , 1)


1
a1

1
a2

. . .
1
an




1

1
...
1

)


= (

n∏
i=1

ai)(1 +

n∑
j=1

1

aj
)

=
n∏

i=1

ai +
n∑

j=1

∏
k ̸=j

ak.

注后面将处理存在 ai = 0的情形.

2.3.4 利用矩阵乘法计算行列式

习题 2.22

♠

设 sk = xk1 + xk2 + · · ·+ xkn(k ≥ 0), s0 = n

S =



s0 s1 s2 · · · sn−1

s1 s2 s3 · · · sn

s2 s3 s4 · · · sn+1

...
...

...
...

sn−1 sn sn+1 · · · s2n−2


.

求 det{S},并证明当 xi ∈ R时，有 det{S} ≥ 0.

解设

V =



1 1 1 · · · 1

x1 x2 x3 · · · xn

x21 x22 x23 · · · x2n
...

...
...

...
xn−1
1 xn−1

2 xn−1
3 · · · xn−1

n


.

则 S = V V T ,因此 det{S} = (det{V })2 =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi)
2 ≥ 0.

习题 2.23

♠

计算下列矩阵 A的行列式

A =


x y −z w

y −x −w −z
z −w x y

w z y −x

 .

解注意到 AAT = diag(u, u, u, u),其中 u = x2 + y2 + z2 + w2.于是

(det{A})2 = (x2 + y2 + z2 + w2)4.

因此 det{A} = (x2 + y2 + z2 + w2)2 或者 det{A} = −(x2 + y2 + z2 + w2)2，带入 x = 1, y = z = w = 0,有
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det{A} = 1,故 det{A} = (x2 + y2 + z2 + w2)2.

2.3.5 摄动法及其应用

命题 2.11

♠若 A是一个 n阶方阵，则存在一个正数 a,使得对任意的 0 < t < a，矩阵 tIn +A总是可逆矩阵.

证明 由行列式的展开式，可以假设

det{(tIn +A)} = tn + a1t
n−1 + · · ·+ an−1t+ an.

这是一个关于 t的 n次多项式，其上至多有 n个不同的根.若上述多项式的根均为零，则可取 a = 1;若上述多项
式有非零根，则可取 a为上述多项式模长的最小值.无论上述哪种情况，当 0 < t0 < a时，t0都不会是上述多项

式的根，因此 det{(t0In +A)} 6= 0,即矩阵 t0In +A可逆.

注这个命题告诉我们对任意的 n阶矩阵 A,经过微小的一维摄动后，tIn +A总能成为一个可逆矩阵.�
笔记摄动法原理:设 A是 n阶矩阵，由上面命题知，存在一列有理数 tk → 0，使得 tkIn + A都是可逆矩阵.如
果一个矩阵问题对可逆矩阵成立，特别地对 tkIn +A成立，并且该问题关于 tk 连续，则可让 tk → 0，最后得到

该问题对一般的方阵 A也成立.需要注意的是：摄动法处理矩阵问题时一定要关于 tk 连续.这一点非常重要，否
则我们将不能用摄动法来归结处理.一般而言，运用摄动法分为两步：首先处理可逆矩阵情形;其次再利用摄动
以及取极限得到一般情况的证明.接下来，我们来看一个具体的例子.

习题 2.24

♠

设 A,B,C,D ∈ Fn×n 且 AC = CA.证明：

det

{(
A B

C D

)}
= det{(AD − CB)}.

证明 若矩阵 A可逆，由命题2.10及矩阵 A,C 的交换性知

det

(
A B

C D

)
= detA · det

(
D − CA−1B

)
= det

{
(AD −ACA−1B)

}
= det{(AD − CB)}.

对于一般的方阵 A，可以取到一列有理数 tk → 0，使得 tkIn + A是可逆矩阵，且 (tkIn + A)C = C(tkIn + A) .
由前面分析知

det

{(
tkIn +A B

C D

)}
= det{((tkIn +A)D − CB)}.

注意到上述等式两边均为关于 tk 的多项式，从而关于 tk 连续 (适合摄动法使用条件).上述等式两边同时取极限，
令 tk → 0，即有

det

{(
A B

C D

)}
= det{(AD − CB)}. 结论得证.

2.3.6 运用多项式处理行列式

命题 2.12

♠

设多项式

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0.

若 f(x)有 n+ 1个不同的根 b1, b2, · · · , bn+1,即 f(b1) = f(b2) = · · · = f(bn+1) = 0,则 f(x)是零多项式.
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证明 由假设 x0 = a0, x1 = a1, · · · , xn−1 = an−1, xn = an 是下列方程组的解

x0 + b1x1 + · · ·+ bn−1
1 xn−1 + bn1xn = 0

x0 + b2x1 + · · ·+ bn−1
2 xn−1 + bn2xn = 0

· · · · · ·

x0 + bn+1x1 + · · ·+ bn−1
n+1xn−1 + bnn+1xn = 0

上述线性方程组的系数是一个 V anderMonde行列式，又 b1, b2, · · · , bn+1互不相同，所以系数行列式不为零.由
Cramer法则知上述方程组只有零解，即 an = an−1 = · · · = a1 = a0 = 0,故 f(x)是零多项式.

习题 2.25

♠

设 fk(x)(k = 1, 2, · · · , n)是次数不超过 n− 2的多项式，证明：对任意 n个数 a1, a2, · · · , an 均有∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1(a1) f2(a1) · · · fn(a1)

f1(a2) f2(a2) · · · fn(a2)
...

...
...

f1(an) f2(an) · · · fn(an)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

证明 考虑如下多项式函数

g(x)
△
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1(x) f2(x) · · · fn(x)

f1(a2) f2(a2) · · · fn(a2)
...

...
...

f1(an) f2(an) · · · fn(an)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

若 ai(i = 2, · · · , n)中有相同者，则显然有 g(x) = 0.若诸 ai 互不相同，则由 g(ai) = 0(i = 2, · · · , n),知 g(x)有

n− 1个互不相同的根，由命题2.12，知 g(x) = 0.综上，无论何种情况，总有 g(x) = 0，特别 g(a1) = 0,因此原
行列式值等于零.

习题 2.26

♠

计算下列 n阶行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 1 · · · 1

1 1 + a2 · · · 1
...

...
...

1 1 · · · 1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解考虑如下多项式函数

f(x)
△
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 + x 1 · · · 1

1 1 + a2 + x · · · 1
...

...
...

1 1 · · · 1 + an + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

存在自然数 N，当 x > N 时，ai + x(i = 1, 2, · · · , n) 全不为零. 于是由习题2.21知，当 x > N 时 f(x) =
n∏

i=1

(ai + x) +
n∑

j=1

∏
k ̸=j(ak + x). 再由命题2.12知 f(x) =

n∏
i=1

(ai + x) +
n∑

j=1

∏
k ̸=j(ak + x)对任意 x成立.特别对

x = 0成立.因此原行列式 =
n∏

i=1

ai +
n∑

j=1

∏
k ̸=j

ak.
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2.4 第四次习题课

2.4.1 相关知识补充

分块矩阵初等变换

¶初等变换内容

定义 2.24 (分块矩阵的初等行变换)

♣

(1)把一个块行的左 P 倍加到另一个块行上；

(2)互换两个块行位置;
(3)用一个可逆矩阵左乘某一块行.

定义 2.25 (分块矩阵的初等列变换)

♣

(1)把一个块列的右 P 倍加到另一个块列上；

(2)互换两个块列位置;
(3)用一个可逆矩阵右乘某一块列.
可见，这与矩阵的初等变换十分类似，实际上，分块矩阵的初等变换也可以由分块初等矩阵表示.

定义 2.26 (分块初等矩阵)
单位矩阵分块得到的矩阵经一次分块矩阵初等行 (列)变换得到的矩阵称为分块初等矩阵，共有以下三种：

(1) Tij(P ) =



I11
. . .

Iii P

. . .
Ijj

. . .
Inn


.

将分块矩阵 A左乘 Tij(P )表示将 A的第 j 行的矩阵左乘 P 加到第 i行；右乘 Tij(P )表示将 A的第 i列

的矩阵右乘 P 加到第 j 列.

例：

(
I

P I

)(
A B

C D

)
=

(
A B

PA+ C PB +D

)
;

(
A B

C D

)(
I Q

I

)
=

(
A B +AQ

C D + CQ

)
特别地，当 A可逆时取 P = −CA−1, Q = −A−1B 即得 Schur公式：(

I

−CA−1 I

)(
A B

C D

)
=

(
A B

D − CA−1B

)
;

(
A B

C D

)(
I −A−1B

I

)
=

(
A

C D − CA−1B

)

(2) Sij =



I11
. . .

Oii Iij
. . .

Iji Ojj

. . .
Inn


Sij 左 (右)作用分别对应分块矩阵 i, j 块行 (列)互换.
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♣

(3) Di(P ) =



I11
. . .

Ii−1,i−1

Pii

Ii+1,i+1

. . .
Inn


Di(P )左 (右)作用分别对应分块矩阵第 i块行 (列)左 (右)乘 P .

¶性质

三种分块初等矩阵都可以由多个初等方阵相乘得到.
推论：分块矩阵初等变换就是一次进行了多个矩阵初等变换.
Tij(P )

−1 = Tij(−P ), S−1
ij = Sij , Di(P )

−1 = Di(P
−1)，这也是初等变换 (3)要求 P 可逆的原因.

det(Tij(P )) = 1, det(Di(P )) = det(P ), det(Sij) = (−1)(r+t+s−1)r+(s+t−1)s，其中 r为 Sij 的第 i块行

的行数，t为第 (i+ 1)块行到第 (j − 1)块行的总行数，s为第 j 块行的行数.
证明：前两个行列式由 Laplace展开易得；求第三个行列式即求交换两行的次数，把 Iij 的各行从上到下依

次换到 Iji 下方，进行了 (r + t+ s− 1)r次对换，再将 Iji 的各行从下到上依次换到 (i+ 1)块行上方，进

行了 (s+ t− 1)s次对换.

¶应用

(1)求行列式

例题 2.16第六次作业 1、4题
解以第 4题为例，λ 6= 0时有 ∣∣∣∣∣λIn −A

−B Im

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣λIn −AB

−B Im

∣∣∣∣∣ = det(λIn −AB) (2.45)

上式是对分块矩阵做了行变换，下面再做列变换：∣∣∣∣∣λIn −A
−B Im

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣λIn−B Im − BA

λ

∣∣∣∣∣ = det(λIn)det(Im − BA

λ
) = λn−mdet(λIm −BA) (2.46)

结合式 (2.45)(2.46)知命题成立.

注分块矩阵行列式进行初等变换 (2)(3)时，并非直接相等，而是相差一个倍数，所以更不容易出错的办法是先将
矩阵相乘的等式写出来，再对等式两边求行列式.用分块初等变换求行列式的目标是将行列式变为准三角阵，之
后就可以利用 Laplace展开进行降阶.

(2)求逆矩阵：用于分块性质良好的矩阵，步骤与一般初等变换类似.

例题 2.17(2018-2019第一学期期中 3.) 求矩阵 A =


1 0 1 2

0 1 2 3

1 1 0 0

0 1 0 0

的逆矩阵
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解设 B =

(
1 2

2 3

)
, C =

(
1 1

0 1

)
易知 B−1 =

(
−3 2

2 −1

)
, C−1 =

(
1 −1

0 1

)
则

(
I B I O

C O O I

)
→

(
I B I O

O −CB −C I

)

→

(
I O O C−1

O −CB −C I

)
→

(
I O O C−1

O I B−1 −B−1C−1

)
(2.47)

故

A−1 =

(
O C−1

B−1 −B−1C−1

)
=


0 0 1 −1

0 0 0 1

−3 2 3 −5

2 −1 −2 3

 (2.48)

(3)求矩阵的秩/相抵标准型
由于分块初等变换就是多个初等变换的乘积，故分块初等变换也不改变分块矩阵的秩.

例题 2.18（课本习题三第 42题）这是还没截止的作业题，暂不提供解答，可参考后续的作业答案.

例题 2.19（2022-2023第二学期期中 6.）设A,B,C为 n阶实方阵，证明：存在矩阵X,Y 满足XA−BY = C ⇐⇒

分块矩阵

(
A O

C B

)
与

(
A O

O B

)
相抵

证明 (1)⇒ (
A O

O B

)
→

(
A O

XA−BY B

)
→

(
A O

C B

)
(2.49)

即两矩阵相抵.
(2)⇐

设 A = P1

(
Ir O

O O

)
Q1, B = P2

(
Is O

O O

)
Q2，则有

(
P−1
1 O

O P−1
2

)(
A O

C B

)(
Q−1

1 O

O Q−1
2

)
=

(
P−1
1 AQ−1

1 O

P−1
2 CQ−1

1 P−1
2 BQ−1

2

)
=


Ir O O O

O O O O

C1 C2 Is O

C3 C4 O O

 (2.50)

对等式右边初等变换，有
Ir O O O

O In−r O O

−C1 O Is O

−C3 O O In−s



Ir O O O

O O O O

C1 C2 Is O

C3 C4 O O



Ir O O O

O In−r O O

O −C2 Is O

O O O In−s

 =


Ir O O O

O O O O

O O Is O

O C4 O O

 (2.51)

由分块矩阵

(
A O

C B

)
与

(
A O

O B

)
相抵知 C4 = O，则 P−1

2 CQ−1
1 =

(
C1 C2

C3 O

)
进而

C = P2

(
C1 C2

C3 O

)
Q1 = P2

(
C1 O

C3 O

)
Q1 + P2

(
O C2

O O

)
Q1

= P2

(
C1 O

C3 O

)(
Ir O

O O

)
Q1 + P2

(
Is O

O O

)(
O C2

O O

)
Q1
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= P2

(
C1 O

C3 O

)
P−1
1 A−B(−Q−1

2

(
O C2

O O

)
Q1) (2.52)

即存在 X = P2

(
C1 O

C3 O

)
P−1
1 , Y = −Q−1

2

(
O C2

O O

)
Q1 使得 XA−BY = C.

注一些秩相关结论的证明用到分块初等变换，详见之后的“矩阵秩的相关性质”章节.

求逆矩阵

¶初等变换法

对于一般的矩阵求逆，采用初等变换法，即将矩阵与同阶单位阵按左右 (上下)相邻位置写在一起，同时进
行初等行 (列)变换，当矩阵变为单位阵时，单位阵相应地变为了逆矩阵.行变换原理即 PkPk−1 · · ·P1A = I ⇒
PkPk−1 · · ·P1I = A−1，列变换同理，注意行列变换不能混在一起用.把矩阵初等变换为单位阵的步骤类似于高
斯消元法.

例题 2.20（2018-2019第二学期期中 1.(3)）求


1 −2 0

1 1 −2

1 0 1

的逆
解 

1 −2 0 1 0 0

1 1 −2 0 1 0

1 0 1 0 0 1

→


1 −2 0 1 0 0

0 3 −2 −1 1 0

0 2 1 −1 0 1

→


1 0 −4/3 1/3 2/3 0

0 3 −2 −1 1 0

0 0 7/3 −1/3 −2/3 1



→


1 0 0 1/7 2/7 4/7

0 3 0 −9/7 3/7 6/7

0 0 7/3 −1/3 −2/3 1

→


1 0 0 1/7 2/7 4/7

0 1 0 −3/7 1/7 2/7

0 0 1 −1/7 −2/7 3/7

 (2.53)

注求逆矩阵是必考题，各题型位置均有可能考察，这题是随便挑了一道，大部分题目用初等变换即可解决，有

些题目使用其他技巧会更快

¶利用伴随矩阵

利用 A−1 =
A∗

detA
来计算逆矩阵，适用于各 (n− 1)阶子式形状接近，只需要求解部分代表就可以得到全部

子式的情形.

例题 2.21作业题 34.(5)可采用这种方法.

¶利用矩阵多项式

例题 2.22若 Al = O, l为整数，则 I −A可逆，且 (I −A)−1 = I +A+A2 + · · ·+Al−1

证明

(I −A)(I +A+A2 + · · ·+Al−1) = I −Al = I (2.54)

注这类似于淑芬的无穷级数求和，需要矩阵满足 lim
k→+∞

Ak → O，显然本例的 A满足条件.

例题 2.23 若 n 阶方阵 A 满足 bmA
m + bm−1A

m−1 + · · · + b1A + b0I = 0 且 b0 6= 0，则 A 可逆，且 A−1 =

− 1

b0
(bmA

m−1 + bm−1A
m−2 + · · ·+ b1I)

证明 直接相乘验证即可，过程略.
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例题 2.24求 n阶方阵 A的逆，A =



1 b b2 · · · bn−1

0 1 b · · · bn−2

...
...

...
...

0 0 0 · · · b

0 0 0 · · · 1



解记 Jn×n =


0 1

0
. . .
. . . 1

0


n×n

，满足 Jk =


O In−k

O O

 k < n

O k ≥ n

则易见 A = I + bJ + b2J2 + · · ·+ bn−1Jn−1，而 A(I − bJ) = I − bnJn = I，即

A−1 = I − bJ =



1 −b 0 · · · 0

0 1 −b · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · −b
0 0 0 · · · 1


(2.55)

¶转化为解方程

AA−1 = I 可以写为 n个线性方程组：Aαi = ei (1 ≤ i ≤ n)，其中 αi 为 A−1 的第 i列，ei 为 n维向量空

间的第 i个自然基，可以看到，求逆矩阵即求解这 n个线性方程组.

例题 2.25求 n阶方阵 A的逆 (n ≥ 2)，A =


1 2 3 · · · n

n 1 2 · · · n− 1
...

...
...

...
2 3 4 · · · 1


解先求解方程组 Ax = β，其中 β = (b1, b2, · · · , bn).将 n个方程相加，得到

n(n+ 1)

2
(x1 + x2 + · · ·+ xn) =

n∑
j=1

bj (2.56)

令 y = x1 + x2 + · · ·+ xn，有

y =
2

n(n+ 1)

n∑
j=1

bj (2.57)

用第 i个方程减去第 i+ 1个方程 (i = 1, 2, · · · , n，规定 i = n时 i+ 1 = 1)，得：

x1 + x2 + · · ·+ xi−1 + (1− n)xi + xi+1 + · · ·+ xn = bi − bi+1 (2.58)

即

xi =
1

n
(y − bi + bi+1) (2.59)

记 s = 2
n(n+1)，依次取 β = e1, e2, · · · , en，得

A−1 =
1

n



s− 1 s+ 1 s · · · s

s s− 1 s+ 1 · · · s

s s s− 1 · · · s
...

...
...

...
s+ 1 s s · · · s− 1


(2.60)
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¶利用一些恒等式

记忆力不好的不推荐，如笔者.

命题 2.13

♠

1.Sherman-Morrison公式
2.设 A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×m，则 Im − AB 可逆等价于 In − BA可逆，且 (Im − AB)−1 = Im + A(In −
BA)−1B, (In −BA)−1 = In +B(Im −AB)−1A.(适用于主对角线元素明显区别于其他位置元素的情况)

证明 （仅证 2.）由分块矩阵初等变换得：(
In −B
O Im

)(
In O

A Im

)(
In O

O Im −AB

)(
In B

O Im

)(
In O

−A Im

)
=

(
In −BA O

O Im

)
(2.61)

两边同时求逆立即得到结果.

这个结果还蛮常用的，很多求逆矩阵的题用它可以大大简化，如下面的例题.

例题 2.26（2022-2023第二学期期中 4.）求矩阵 A的逆 (x > 0)，A =


4 + x 4 4 4

3 3 + x 3 3

2 2 2 + x 2

1 1 1 1 + x


解由 A = xI + (4, 3, 2, 1)T (1, 1, 1, 1)，则由恒等式 2.可知

(
1

x
A)−1 = I − 1

x
(4, 3, 2, 1)T (1 +

1

x
(1, 1, 1, 1)(4, 3, 2, 1)T )−1(1, 1, 1, 1)

= I − 1

x+ 10
(4, 3, 2, 1)T (1, 1, 1, 1) (2.62)

故

A−1 =
1

x
(
1

x
A)−1 =

1

x(x+ 10)


x+ 6 −4 −4 −4

−3 x+ 7 −3 −3

−2 −2 x+ 8 −2

−1 −1 −1 x+ 9

 (2.63)

矩阵秩的相关性质

¶常用的秩等式与不等式

命题 2.14
1. A是实矩阵，rank(AT ) = rank(A) = rank(ATA) = rank(ATAATA) = · · ·
证明 需要用到线性方程组解空间的性质a

引理 2.1

♥
rank(AB) = rank(B) ⇐⇒ 方程组 ABx = O与 Bx = O同解.

证明 设 B的列数为 p，AB 和 B 的解空间分别为 V1 和 V2，则

⇒: dim(V1) = p− rank(AB) = p− rank(B) = dim(V2)，而显然 Bx = O的解均为 ABx = O的解，则

两方程组同解.
⇐:两方程组同解，则 dim(V1) = dim(V2)，则 rank(AB) = rank(B).

由此可见，证明 rank(A) = rank(ATA)等价于证明 Ax = O与 ATAx = O同解:
(1)显然 Ax = O的解必定是 ATAx = O的解;
(2)设 x1 为 ATAx = O 的一个解，则 xT1 A

TAx1 = 0，则 (Ax1)
T (Ax1) = 0，则 Ax1 = O，即 x1 也是
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♠

Ax = O的一个解.
结合 (1)(2)知命题成立.

2. rank

(
A O

O B

)
= rank(A) + rank(B), rank

(
A C

O B

)
≥ rank(A) + rank(B)

3. rank(A B) ≥ max{rank(A), rank(B)}
4. rank(A+B) ≤ rank(A B) ≤ rank(A) + rank(B)

5. rank(AB) ≤ min{rank(A), rank(B)}
6. (Frobenius秩不等式)rank(ABC) + rank(B) ≥ rank(AB) + rank(BC)

特别地，当 B 取 I 时有 (n为 A的列数，C的行数)
(Sylvester秩不等式)rank(AC) ≥ rank(A) + rank(C)− n

7. A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×m，则m+ rank(In −BA) = rank

(
Im A

B In

)
= n+ rank(Im −AB)

8. n阶方阵 A幂等 (A2 = A)等价于 rank(A) + rank(I −A) = n

9. n阶方阵 A满足 A2 = I 等价于 rank(I +A) + rank(I −A) = n

a2020-2021第二学期期中 6.

¶秩的计算

1.通过初等变换化为标准型
不同于求逆，求秩时可以初等行、列变换混用.

例题 2.27（2022-2023第二学期期中 1.(4)）求矩阵 A =


1 0 1 −4

−1 −3 −4 −2

2 −1 4 4

的相抵标准型
解进行初等变换 

1 0 1 −4

−1 −3 −4 −2

2 −1 4 4

→


1 0 1 −4

0 −3 −3 −6

0 −1 2 12

→


1 0 1 −4

0 1 1 2

0 0 3 14



→


1 0 0 −26/3

0 1 0 −8/3

0 0 1 14/3

→


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

 (2.64)

2.求矩阵的最高阶非零子式
通常用于矩阵行列式为 0，但很容易找到一个 n− 1阶子式不为零的情况 (秩比较小时要排除的子式过多)

例题 2.28（讲义例 4.4.5）计算 n阶方阵 A的秩，A =


1 1

1
. . .
. . . 1

1 1


解 A的行列式按第一列展开易得 det(A) = 1 + (−1)n+1

(1) n为奇数时 A的行列式非零，则秩为 n

(2) n为偶数时 A的行列式为 0，但易知其右上角的 n− 1阶子式非零，故秩为 n− 1
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¶伴随矩阵 A∗相关

命题 2.15

♠

A为 n(≥ 2)阶方阵，则有
1. det(A∗) = (det(A))n−1

2. rank(A∗) =


n rank(A) = n

1 rank(A) = n− 1

0 rank(A) < n− 1

证明 （仅证 2.）(1) rank(A) = n，则 detA 6= 0，则 det(A∗) 6= 0，则 rank(A∗) = n；

(2) rank(A) = n − 1，则 A 有不为 0的 (n-1)阶子式，则 A∗ 6= 0，又由 Sylvester 秩不等式：rank(A∗) ≤
rank(A∗A) + n− rank(A) = rank(det(A)In) + n− (n− 1) = 1，故 rank(A∗) = 1；

(3) rank(A) < n− 1，则 A的所有 (n-1)阶子式均为 0，即 A∗ = O.

命题 2.16

♠

3. (A∗)∗ =

(det(A))n−2A n ≥ 3

A n = 2

证明 (1) n ≥ 3 时，若 det(A) 6= 0，则 (A∗)−1 存在，则 (A∗)∗ = det(A∗)(A∗)−1 = (det(A))n−1 1
det(A)A =

(det(A))n−2A；若 det(A) = 0，则 rank(A∗) ≤ 1，则 (A∗)∗ = O；

(2) n = 2时易证.

若已知 n(≥ 3)阶方阵 A∗，如何求 A？

(1) rank(A∗) = n时，由 A∗A = det(A)I 得 A = det(A)(A∗)−1 = (det(A∗))
1

n−1 (A∗)−1

例题 2.29（2017-2018第二学期期中 1.(4)） A∗ =


0 0 0 1

0 0 2 0

0 −1 0 0

4 0 0 0

，求 A

解易知 A∗ 满秩，det(A∗) = −8，(A∗)−1 =


0 0 0 1/4

0 0 −1 0

0 1/2 0 0

1 0 0 0

，则

A = (det(A∗))
1

n−1 (A∗)−1 =


0 0 0 −1/2

0 0 2 0

0 −1 0 0

−2 0 0 0

 (2.65)

注原矩阵在复数域上不唯一，解答只给出了其中一种实方阵.

(2) rank(A∗) = 1时，rank(A) = n− 1，A∗A = O，由此可见 A的 n个列向量均为方程组 A∗x = O的解，

这个齐次方程组的解空间维数为 dim(V ) = n− rank(A∗) = n− 1，可选出 n− 1个基来进行线性组合得到 A的

各个列向量，并进一步由 AA∗ = O确定组合系数的约束，可最终确定 A的形式.

(3) A∗ = O时，任意秩小于 n− 1的 n阶方阵均可作为原矩阵 A.
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¶满秩分解

习题 2.27 (2014-2015第二学期期中 8.)

♠

若 A ∈ Fm×n, rank(A) = r，则 A可分解为一个列满秩矩阵 B ∈ Fm×r 和一个行满秩矩阵 C ∈ F r×n

的乘积 A = BC. 特别地，当 A行满秩时，有 A = ImA，当 A列满秩时，有 A = AIn.

证明 rank(A) = r ⇒ A = P

(
Ir O

O O

)
Q，其中 P ∈ Fm×m, Q ∈ Fn×n 均为可逆方阵，则有

A = P

(
Ir O

O O

)
Q = P

(
Ir

O

)
(Ir O)Q = P ′Q′ (2.66)

其中 P ′ = P

(
Ir

O

)
, Q′ = (Ir O)Q分别为列满秩矩阵和行满秩矩阵.

线性空间

当我们用线性空间的思想去回看前几章的一些内容，会得到一些新的理解.
1.线性方程组

线性方程组 Ax = β 有解

⇐⇒ x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn = β 有解，其中 αi 为系数矩阵 A的第 i列

⇐⇒ β ∈< α1, α2, · · · , αn >

⇐⇒ < α1, α2, · · · , αn, β >=< α1, α2, · · · , αn >

⇐⇒ dim < α1, α2, · · · , αn, β >= dim < α1, α2, · · · , αn >

⇐⇒ rank(A β) = rank(A)

也就是说，我们求解线性方程组等价于求解满足 x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn = β的线性组合系数，亦即：求

某一个向量能否表示成一些向量的线性组合的方法是：把这些向量摆在一起得到一个线性方程组并求解.

2.矩阵乘法
矩阵等式 AB = C 可以有新的理解角度：

C 的每一行都是 B 的行向量的线性组合，C 的每一列都是 A的列向量的线性组合

进一步地，B的第 i列 bi是方程 Ax = ci的解，其中 ci是 C 的第 i列，从这个角度，我们可以给出作业题

25.的另一种解法：

解由于 A的每行、每列元素求和都为 0，则 det(A) = 0.下面分类讨论：
(1) rank(A) < n− 1，有 rank(A∗) = O，即 A∗ = O;
(2) rank(A) = n−1，有Ax = O的解空间 V 的维数 dimV = n− rank(A) = 1，而 (1, 1, · · · , 1)T 为Ax = O

的一个非零解，故 Ax = O的通解为 x = λ(1, 1, · · · , 1)T .
另一方面，AA∗ = det(A)I = O，则 A∗ 的每一列均为 Ax = O的解，即正比于 (1, 1, · · · , 1)T

又注意到 A∗A = O，故 AT (A∗)T = O，即 (A∗)T 的每一列 (对应 A∗ 的每一行)也正比于 (1, 1, · · · , 1)T

综上，有 A∗ 正比于


1 1 · · · 1

1 1 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 1


3.秩
矩阵的秩等于它的列向量组的秩，也等于它的行向量组的秩

我们可证明以下性质：

102



2.4 第四次习题课

命题 2.17

♠

(1)若向量组 {b1, b2, · · · , bs}可由 {a1, a2, · · · , ar}线性表示，则 rank(b1, b2, · · · , bs) ≤ rank(a1, a2, · · · , ar)
(2)若向量组 {b1, b2, · · · , bs}与 {a1, a2, · · · , ar}等价，则 rank(b1, b2, · · · , bs) = rank(a1, a2, · · · , ar)

由此，我们可以轻易给出很多秩不等式的证明，例如：

例题 2.30证明：rank(AB) ≤ min{rank(A), rank(B)}
证明 AB 的每个列向量都是 A的列向量的线性组合，每个行向量都是 B 的行向量的线性组合，故结论成立.

2.4.2 期中考试知识点整理

线性代数的题目具有技巧性，很多时候虽然弄明白了上课讲的知识点，但做题仍然无从下手，这就需要同学

们进行一定的题目练习巩固知识点、积累技巧，毫无疑问，课后习题和往年试卷提供了很好的练习样本。总览一

遍往年试卷会发现，考试题目的难度普遍不是很大 (不高于作业题和上课例题)，且每年的题型和考点大同小异，
因此，在考前刷上几套往年卷来熟悉考试内容，会有很大帮助。为梳理知识点，我在下面按章节列出了一些重要

内容供大家参考，可以根据我列出的条目回想具体内容，想不起来的去查看讲义，以此提高复习效率。期中复习

建议至少抽出三个半天 (各 4h，周末或周内晚上)的时间来进行：知识点回顾→对照参考答案过一遍作业题 (作
业题中有不少很有用的结论，记住它们可以帮助你更快地解题)→刷往年题 (每套限制在 2h之内)。由于 11月 16
日要考线代和数分两门期中 (加起来 10学分，比助教本学期所有课加起来还多 (bushi))，所以考试前一天晚上要
保证充足睡眠，不要熬夜；考试当天按时起来吃早饭，并至少提前二十分钟到考场 (做准备、查看座位号等)。预
祝大家取得理想成绩！

线性方程组

一般会考一道含参的线性方程组求解问题，并依据参数讨论解的情况。

¶ Gauss消元法

实质就是初等行变换，因为初等变换不改变方程组的解。

一般的步骤是：写出方程组的增广矩阵→通过初等行变换化为阶梯形式→根据阶梯形矩阵判断方程组有
无解 (最后的非零行是否只有最后一列的元素非零)，若有解，从下到上依次回代求解。

¶解的情况判别

无解：最后的非零行只有最后一列元素非零；

唯一解：有解，且非零行个数 (即秩) r =未知数个数 n；

无穷多解：有解且 r < n，通解需要设 (n− r)个参数来表示；

齐次线性方程组：方程右边都为 0的线性方程组，方程一定有零解，有非零解 ⇐⇒ 有无穷多解

行列式

一般会有一道大题直接考察计算行列式，且由于行列式在其他很多地方有应用，故可能会出现在算其他东

西的过程中

¶定义

行列式的行、列数目要相同，运算结果是一个数。

书上采用代数余子式递归定义，也可以采用完全展开式定义，也可以按照函数定义：满足多重线性性、反对

称性、规范性的方阵函数。
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行列式几何意义：平行多面体的有向体积 (注意四面体体积是平行六面体的 1/6)
直接考察行列式定义的考题不多，可能会考到体积计算

¶性质

行列等价 det(A) = det(AT )，由于行列等价，下面的性质只描述行

交换两行出负号

某行的公因子可以提出去

若某行可写为两个向量相加，则行列式等于分别把这行替换为这两个向量的行列式相加

若有两行成比例 (含相等)，行列式为 0
把某行乘一个常数倍加到另一行，行列式不变

三角阵 (准三角阵)的行列式等于对角元素 (的行列式)相乘

¶展开式

单行展开：det(A) =
n∑

k=1

aikAik =
n∑

k=1

(−1)i+kaikMik

回忆子式、余子式、代数余子式的概念

反之，
n∑

k=1

ajkAik =

det(A) j = i

0 j 6= i
，这在涉及子式的计算的题可能会用到

多行展开 (即 Laplace展开)，按选定的 i1, i2, · · · , ir 行展开：

det(A) =
∑

1≤k1<k2<···<kr≤n

(−1)i1+i2+···+ir+k1+k2+···+krA

(
i1 · · · ir

k1 · · · kr

)
A

(
ir+1 · · · in

kr+1 · · · kn

)
完全展开：det(A) =

∑
(j1,j2,··· ,jn)∈Sn

(−1)τ(j1,j2,··· ,jn)a1j1a2j2 · · · anjn

回忆全排列、逆序数

¶一些计算技巧

利用初等变换化为上三角行列式 (注意交换两行出负号)
按多重线性拆成多个行列式的求和

行和/列和有特殊性时，将其余 (n− 1)行 (列)加到某一行 (列)
利用 Laplace公式
归纳法

递推法 (三对角行列式)
利用 Binet-Cauchy公式 (两矩阵相乘的行列式算法)
利用分块矩阵降阶 (降阶公式)
将行列式视为一些元素的多项式 (例如问你展开式中 xk 的系数是多少)
加边法 (行列式每行/列都有相同的数)
利用 Vandermonde行列式 (熟悉 Vandermonde行列式求法)

¶ Cramer法则

对于 n个方程 n个未知数的线性方程组，若其系数矩阵的行列式不为 0，则方程组有唯一解，特别地，对齐
次方程组系数行列式不为零代表着只有零解。

实际就是 Ax = β 在 detA 6= 0时有 x = A−1β
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矩阵

矩阵这一章有很多知识点，考题也较多样，分布在各个题型中

¶定义及一些特殊矩阵

矩阵即由m行 n列共 (m× n)个数排成的矩形列表，它可以与线性映射建立一一对应关系。
回忆一些特殊矩阵的定义：零矩阵 O、方阵、单位阵 I、数量阵 aI、(准)对角阵、(准)三角阵、对称阵、反

对称阵、基础矩阵 Eij

¶矩阵的运算

1.加法：需两个矩阵大小相同，二者对应位置元素相加；
数乘：矩阵每个位置的元素都乘上相同的数

2.乘法：需左边矩阵列数等于右边矩阵行数，满足乘法结合律、数乘结合律、分配律，不满足交换律、消去律
(AB = AC 且 A 6= O不能推出 B = C)，矩阵乘积的行列式满足 Binet-Cauchy公式，矩阵乘法对应于线性映射
的复合

3.由矩阵乘法自然地给出矩阵幂次的概念，一些求幂次的方法：
归纳

分块

拆分为容易求幂且对易的矩阵之和：Ak = (B + C)k =
k∑

i=0

Ci
kB

k−iCi，其中 BC = CB

转化为低阶矩阵乘积

相似对角化：A = P−1BP，其中 B = diag(b1, b2, · · · , bn)，则 Ak = P−1BkP = P−1diag(bk1 , b
k
2 , · · · , bkn)P

4.转置：矩阵的行列互换，记作 AT，满足：

(A+B)T = AT +BT

(λA)T = λAT

(AB)T = BTAT

(A−1)T = (AT )−1

5.共轭：矩阵每个元素求复共轭，记作 Ā

6.迹：方阵对角元的和，记作 tr(A)，满足：

tr(A+B) = tr(A) + tr(B)

tr(λA) = λtr(A)

tr(AB) = tr(BA)

tr(AT ) = tr(A), tr(Ā) = tr(A)

tr(AĀT ) = 0 → A = O

7.分块：对分块矩阵进行运算，可以先将每个矩阵块当做元素运算，再对每个矩阵块进行相同的运算 (有的同学
求转置等运算时会忘了这一步)

分块矩阵可用于求行列式、求逆、求秩等 (具体见“分块矩阵初等变换”章节)
回顾准三角阵的逆、Schur公式等

8.初等变换：熟悉三种初等变换矩阵的形式；左乘代表行变换，右乘代表列变换
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初等变换不改变方程组的解，可用于化简方程；与行列式性质相关，可用于求行列式；不改变矩阵的秩，可

用于求秩与相抵标准形。

9.逆矩阵：A−1A = AA−1 = I，不可逆的方阵又称奇异阵

矩阵可逆的充要条件：可逆 ⇐⇒ det(A) 6= 0 ⇐⇒ rank(A) = n ⇐⇒ A等于一些初等矩阵相乘 ⇐⇒ A的

行 (列)向量组线性无关
A的伴随阵 A∗满足 A∗A = AA∗ = det(A)I，注意 A∗

ij = Aji，伴随阵的相关性质见课后习题及本讲义“伴

随矩阵 A∗ 相关”小节

逆矩阵的求解技巧见本讲义“求逆矩阵”章节

10.穿脱规则及复合规则
穿脱规则：(AB)T = BTAT , (AB)−1 = B−1A−1, (AB)∗ = B∗A∗

复合规则：(A−1)T = (AT )−1, (A−1)∗ = (A∗)−1, (A∗)T = (AT )∗

¶秩与相抵

回顾行秩、列秩、矩阵的秩及满秩的概念，行秩 =列秩 =矩阵的秩
矩阵的秩等于其最高阶非零子式的阶数

大小相等的两个矩阵 A,B若秩相等则称二者相抵，可通过一系列初等变换互相转化，属于同一相抵等价类，

具有相同的相抵标准型

相抵标准型：与秩为 r的矩阵大小相同，且形式为

(
Ir O

O O

)
的矩阵，注意一个常见的错误：A ∈ Fm×n的

秩为 r，它的相抵标准型不为 Ir(只有 r = m = n成立)
线性方程组 Ax = β 有解 ⇐⇒ rank(A) = rank(A β) = r

每个秩为 r的矩阵都可以写为 r个秩为 1的矩阵之和

秩的一些常用等式和不等式及秩的求法详见本讲义“矩阵秩的相关性质”章节

线性空间

¶数组空间与一般线性空间

线性空间即数域 F上定义了加法和数乘，且满足八条运算性质的集合 V (有的题目让验证集合构成线性空间，
即验证这八条运算性质)

由一般线性空间的定义出发，可以给出子空间 (更多的题目其实是在证明线性空间里满足一定性质的元素的
集合构成子空间，这即是证明这个集合对数乘和加法封闭)、生成子空间 (由一些元素进行线性组合得到的子空
间)、生成元、线性组合、线性相关、线性无关、极大无关组与秩、基与维数的概念

几乎每年都会有一道验证一般线性空间并延续讨论的大题，不会很难，理解好各概念与数组空间中概念的

对应关系就很容易求解

¶线性相关与线性无关

一组向量线性相关 ⇐⇒ 存在一组不全为 0的组合系数使它们组合出零向量 ⇐⇒ 存在其中一个向量可以

被其他向量线性表示，反之线性无关

给定向量组判断线性相关/无关一般需要将向量组写在一起形成一个矩阵然后求秩，当然，有很多其他的判
断方法

回忆众多的判断方法及相关说法的正确性 (老师上课讲过的及作业题中的)，相关说法的正确性经常在判断
题中考察
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¶极大无关组与秩

极大无关组：向量组的一个子向量组，满足自身线性无关，且外加任何一个子向量组外的向量都线性相关

极大无关组求法：将列向量组摆在一起，经过初等行变换化为更简单的向量组，找出变换后向量组的极大

无关组，其对应变换前的极大无关组

秩：一个向量组的极大无关组可以不唯一，但每个极大无关组包含的向量数目相同，记为向量组的秩

m个向量线性无关 ⇐⇒ 向量组的秩为m

回忆行秩和列秩的定义，初等变换不改变秩，矩阵的秩 =行秩 =列秩

¶基与维数

基：n维数组空间的子空间 V 中一组向量称为 V 的一组基，如果它们线性无关且 V 中任意向量 a可以表示

成这组向量的线性组合，组合系数称为 a在这组基下的坐标.
维数：V 的一组基的向量个数称为 V 的维数，有 dimV = rank(V )

基变换与坐标变换：向量在不同基下的坐标一般不同，选定两组基 a1, a2, · · · , an 和 b1, b2, · · · , bn，两组基
可以通过一个矩阵联系：(b1, b2, · · · , bn) = (a1, a2, · · · , an)T，称 T 为基 a1, a2, · · · , an 到基 b1, b2, · · · , bn 的过
渡矩阵；基线性无关→矩阵 T 可逆，设一个向量在两组基下的坐标分别为 X 和 Y，则有 (a1, a2, · · · , an)X =

(b1, b2, · · · , bn)Y ⇒ X = TY ⇒ Y = T−1X，即从老坐标到新坐标的坐标变换公式

求过渡矩阵即是解矩阵方程 (b1, b2, · · · , bn) = (a1, a2, · · · , an)T
⇒T = (a1, a2, · · · , an)−1(b1, b2, · · · , bn)

定理 2.2 (扩充基定理)

♥
r维子空间 V 中任意 s(< r)个线性无关的向量可以加 r − s个向量扩充为 V 的一组基 (回顾证明)

¶线性方程组解的结构

线性方程组 Ax = β 有解 ⇐⇒ rank(A) = rank(A β)

n元线性方程组有唯一解 ⇐⇒ rank(A) = n

n元齐次线性方程组 Ax = O有非零解 ⇐⇒ rank(A) < n

齐次线性方程组解的结构：Ax = O 的解空间 V 为 Fn 的子空间，且 dimV = n − rank(A)，解空间的一

组基 α1, α2, · · · , αn−r 称为线性方程组的一个基础解系，通解可写为基础解系的线性组合形式 x = t1α1 + · · · +
tn−rαn−r.基础解系的求法类似于 Gauss消元法，化为阶梯形矩阵后将 (n− r)个多余自变量移到等号右边设为
参数，由此求得参数解对应的向量组即基础解系.

非齐次线性方程组解的结构：Ax = β 的解空间即对应的齐次方程组 Ax = O 的解空间进行了平移的结果，

通解即对应的齐次方程组通解 +任意一个特解

题型与技巧

考试的题型分为填空题 (5− 6道)、判断题 (4− 5道)、解答题 (一般为 4道)

¶填空题

1.一般的考点：
矩阵的乘法与方阵的幂

行列式的基本性质与按一行（列）的展开

矩阵的伴随与逆的基本性质

矩阵与向量组的秩，线性相关与线性无关
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线性方程组解空间的维数

基的坐标变换

2.技巧：填空题只需要答案不需要过程，有些题可以直接使用相关的结论 (不用证明)快速得到答案，甚至有的
题可以直接使用特例来计算结果，例如：

例题 2.31（2018-2019第一学期 1.(2)）设 α1, α2, α3 为三维列向量，记矩阵 A = (α1, α2, α3)，B = (α1 + α2 +

α3, α1 + 2α2 + 4α3, α1 + 3α2 + 9α3).若 |A| = 1，求 |B|

解不妨设 α1, α2, α3 分别为 (1, 0, 0)T , (0, 1, 0)T , (0, 0, 1)T，则 |B| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

1 2 3

1 4 9

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (2− 1)(3− 1)(3− 2) = 2

¶判断题

1.一般的考点：
矩阵的乘法，转置，共轭，迹等及初等变换

行列式及矩阵的秩，相抵关系等

向量组的线性关系和极大无关组

线性方程组的解的结构相关

一般线性空间

2. 判断题一直以来都是比较棘手的题型，一旦判断错误就没有分，并且有的题完全是在玩文字游戏，所以建议
同学们谨慎判断严格证明，判断的准确度依赖于平时对各种二级结论的积累，可能某道题正好是之前碰到过的

结论，那就非常令人安心了。建议同学们熟悉各种定义、定理和运算的内容及适用的条件，对一些见过的结论留

下印象。

判断题的做题步骤一般为：在最开始写下命题正确/错误，若正确则在后面进行证明，若错误则找出反例/进
行一定说明即可。

¶解答题

1.一般的考点：
线性方程组有解的条件

行列式和逆矩阵的计算

有关秩的恒等式与不等式

线性空间的基与坐标变换

线性方程组的解的结构

一般线性空间的验证

一些性质的证明

2.解答题将各种知识点综合考察，书上出现过的定理、例题等大概率可以直接使用，老师上课的例题和助教在
习题课的补充拿来使用应视情况而定：如果题目本身就是补充的一些结论或只有少许延伸，那就需要进行证明；

如果用到的结论只是题目解答的一小部分，那就可以直接使用。
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2.5 第五次习题课

2.5.1 作业选讲

首先我挑了几道作业中我个人认为有必要讲的题目来讲解，其他作业题则根据现场同学需求来决定是否讲

解，没讲的题可以参考群里发的作业答案。

�
笔记由于作业答案都会单独发布，所以下面要讲的几道题就不在讲义里把答案过程抄过来了，而是呈现一个思

考的过程，或者是这道题里的某个点值得注意。

习题 2.28 (第五章第 36题)

♠

将三维几何空间中的直角坐标系 [O; e1, e2, e3]绕单位向量 e = 1√
3
(1, 1, 1)逆时针旋转 θ角，求新坐标与原

坐标之间的关系。

这道题其实可以不使用基变换的方法来做，可以用一些更偏几何的办法来算出答案。另外本周作业中第六

章第 8题也可以通过这样的方法来做，具体的过程可以参考过两天会发的作业答案。大致的思路就是任取一点，
旋转即是其与原点相连的向量绕着旋转轴旋转，这个旋转的轨迹实际上是个圆锥侧面的一部分，那么我们可以只

考虑在这个圆锥的底面圆上旋转，以底面圆心为原点建立坐标系，算出三个标准正交基，即 e1 = (1, 0, 0)T , e2 =

(0, 1, 0)T , e3 = (0, 0, 1)T 旋转后的像，再由旋转变换的线性性，就可以写出这个旋转变换的表达式了。

习题 2.29 (第五章第 44题)

♠

设 Fn[x]是次数小于或等于 n的多项式全体构成的线性空间。

(1)证明 : S = {1, x− 1, (x− 1)2, · · · , (x− 1)n}构成 Fn 的一组基；

(2)求 S 到基 T = {1, x, · · · , xn}的过渡矩阵；
(3)求多项式 p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n ∈ Fn[x]在基 S 下的坐标

这里要注意这不是一般的数组空间，在数组空间里求过渡矩阵时，基向量可以排列成一个可逆方阵，两边

乘上其逆矩阵便能得到过渡矩阵。但这里空间里的元素都是多项式，我们没法把 n个多项式排列成一个 n阶可

逆矩阵，这种做法也就失效了，所以有同学作业里出现如下这样的：

T = (1, x− 1, (x− 1)2, · · · , (x− 1)n)−1(1, x, · · · , xn)

显然是错误的，甚至是没有意义的写法。此外，更多关于一般线性空间的理解在下一节“拓展内容”中会讲到。

习题 2.30 (第五章第 46题)

♠

给定矩阵

A =


0 0 1

1 0 0

4 −2 1


令 V 是与 A乘法可交换的三阶实方阵全体.证明 : V 在矩阵加法与数乘下构成实数域上的线性空间，并

求 V 的一组基与维数。

这道题参考答案中的方法是因为 A,A−1, I 均与 A可交换，并且这里 V 恰好维数为 3，对于一般的这类题

目，其实通法还是设出九个未知数解方程计算，其实这个矩阵 A里有很多 0，所以实际上并不算太过复杂。

习题 2.31 (第六章第 5题)

♠证明：R2 上的可逆线性变换可以分解为关于坐标轴的伸缩、反射及旋转变换的复合。
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这道题在群里给过提示，但还是有不少同学在问，思路就是把任意一个可逆方阵 A通过那三种变换一步步

变成单位阵，比如如果有 P1P2 · · ·PnAQ1Q2 · · ·Qm = I，其中 Pi, Qi都是伸缩、旋转、反射变换对应的矩阵，那

么 A = P−1
n · · ·P−1

1 Q−1
m · · ·Q−1

1 ，从而 A (x) = Ax就是这三种变换的复合。

那么我们可以先通过右乘伸缩矩阵来使 A的列向量长度相等，为什么不是左乘呢？因为伸缩矩阵实际上是

在拉伸 x轴和 y轴，左乘就相当于是先作用变换 A，再复合一个伸缩变换，把矩阵左乘一个伸缩矩阵也能看出

来，作用后的结果是原矩阵列向量的 x分量和 y 分量分别作了伸缩，而不是列向量本身，这个时候想让两个列

向量相等的话，我们就不好控制伸缩的比例，甚至还有可能是无解的。但右乘就是先拉伸坐标轴再复合变换A，

就能达到伸缩列向量本身的目的。继续下去就是复合一个旋转，把两个列向量旋转到关于 y 轴对称，这样的话

我们伸缩 y 轴，就能很好地控制两个列向量之间的夹角，从而让它们正交，再通过伸缩单位化，最后用旋转和

反射就能变为 (1, 0)T , (0, 1)T，从而就得到单位阵了。

其实由于矩阵可以分解成初等方阵的乘积，我们也可以仅对初等方阵验证这个命题，但其实没简化多少。

习题 2.32 (第六章第 8题)

♠
在三维几何空间的直角坐标系中，求绕向量 e = (1,−1, 1)T 逆时针旋转 30◦ 角的变换。

与第五章第 36题基本一致，但注意这里的旋转轴不是单位向量（应该是漏了个系数），如果要用旋转公式
要先单位化，好几个同学都是直接带的公式，具体过程见后续发布的作业答案。

还有同学想听第六章那两个求对称变换的题目，其实习题课这会儿第六章这次作业还没截止）所以我只能

说一下思考的过程（包括上面两个题目），对称这种性质比较好的其实可以直接算，设任意一点 (x, y, z)T，其对

称点为 (u, v, w)，我们要做的就是用 x, y, z线性表示出 u, v, w，由于对称，两个点的中点落在对称轴（或对称平

面）上，而且二者连线段对应的向量与对称轴（或对称平面）垂直，这样列出两个方程就能解出关系了。

2.5.2 拓展内容

一般线性空间

一般线性空间，也叫做向量空间，但是这里的“向量”不一定就是通常所指的有方向、有长度的线段，而是

一种抽象的概念。线性空间实质上是一个集合M，只不过是在这个集合上再加上一些运算与结构。考虑一个数

域 F，我们在M 上赋予两个运算：加法与数乘，这里的加法也不一定就是我们通常认为的数字之间的加法，而

是我们定义的一种映射关系，这个映射的定义域是M ×M，值域是M，f :M ×M →M, (α, β) 7→ γ，也就是

把M 上的任意两个元素映到M 上的另外一个元素，我们把这个映射定义为“加法”运算。数乘也同理，它是

定义在 F×M 上的映射，值域为M，也就是把M 上一个元素，及数域 F上一个数，映到M 上另一个元素，我

们把这个映射定义为“数乘”运算。

接下来我们需要对这两个映射做一些限制，以保证它们具有我们想要的好的性质，这也就是所谓构成线性

空间的八条公理，我们可以随便定义“加法”与“数乘”，只要它们能满足这八条公理，我们就可以说：在定义

了这样的“加法”与“数乘”后，M 是数域 F上的线性空间（向量空间），并且把M 中的元素都叫做“向量”。

接下来我们通过几个例子来加深一下理解：

例题 2.32矩阵空间 Fm×n，取数域为 F，我们定义加法为矩阵加法，数乘为矩阵的数乘，那么不难验证 Fm×n就

是数域 F上的线性空间，这里数域为什么取 F？其实我们也可以取 F的任意子域，这是因为我们要保证“加法”
与“数乘”的封闭性，即我们定义的映射仍是要映入 Fm×n内的。比如考虑实矩阵空间 Rm×n，如果取数域为 Q
或 R等等 R的子域，那么数域上的任何数和实矩阵相乘仍然是实矩阵，也就是所谓“封闭”。但如果把数域取为
复数域 C，复数与实矩阵的数乘并不都是实矩阵，这时候实矩阵空间在数乘运算下就不封闭，所以 Rm×n 不是

数域 C上的线性空间，但是是 Q或 R上的线性空间。
同时这个向量空间里的“向量”是一个个 m × n的矩阵，并且容易得到这个空间的维数是 m × n，一组基

为 {Eij : 1 ⩽ i ⩽ m, 1 ⩽ j ⩽ n}，很多同学在刚接触到这个空间时会把它与数组空间搞混，这两个空间里“向
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量”的定义都是完全不同的，从本质上来说就是两个完全不同的空间，在理解了这一点后，相信大家就不会再弄

混这两个空间了。�
笔记但其实也可以把 Fm×n 看作是数组空间 Fmn，我们可以把矩阵的每一列顺次移动到第一列下面，得到一个

mn维的列向量，并且这样的操作显然是一一对应的。

例题 2.33连续函数空间 C[a, b]，是定义在区间 [a, b]上的连续函数全体，加法与数乘就是函数的逐点加法与数乘，

这也是一个向量空间，这时候空间里的“向量”就是一个个连续函数。那么这个空间的维数是什么？回想一下上

面的第五章第 44题，多项式都是连续的，所以多项式空间是其一个子空间，并且 {1, x, x2, · · · }是一组基，也就
是说多项式空间是无穷维的，并且是可数无穷。那么 C[a, b]也是无穷维向量空间。�
笔记实际上 C[a, b]的基的“个数”是不可数无穷的，也就是维数是不可数无穷。

例题 2.34对偶空间 V ∗以及二次对偶空间 V ∗∗，其中 V 是线性空间，V ∗指的是定义在 V 上的线性函数全体构成

的集合，这也是一个向量空间，并且空间里的“向量”是一个个线性函数，我们取 V 的一组基 α1, · · · , αn，那么根

据第六章第 43题的推广，对任意给定的 1 ⩽ i ⩽ n，取 βj = δij 存在线性函数Ai满足Ai(αj) = βj , j = 1, · · · , n，
也就是 Ai 只把 αi 映为 1，把 αj(j 6= i)映为 0，那么我们把 Ai 记为 α∗

i，这也就得到了对偶基。

为什么要这样取对偶基呢？我们把 V ∗ 上任意一个线性函数写成对偶基的线性组合，即 A = λ1α
∗
1 + · · · +

λnα
∗
n，任取 V 中元素 α = µ1α1 + · · ·+ µnαn，那么A (α) = λ1α

∗
1(α) + · · ·+ λnα

∗
n(α) = λ1µ1 + · · ·+ λnµn，可

以看出来我们得到了一种类似向量内积的美观的表示形式！

二次对偶空间 V ∗∗ 就是对偶空间的对偶空间，也就是定义在 V ∗ 上的线性函数全体构成的集合，V ∗∗ 中

的“向量”也是函数，但是这些函数作用的对象是 V ∗ 里的线性函数，任意取定 V 中一个元素 α，定义映射

α∗∗ : V ∗ → R, α∗∗(A ) = A (α)，容易验证线性性，这样我们得到了一个映射 i : V → V ∗∗, α → α∗∗，称这个映

射为 V 到 V ∗∗ 的自然映射或自然嵌入。

例题 2.35不寻常的加法与数乘例子：考虑 R+ = {x ∈ R : x > 0}，取数域为 R，定义加法为 x ⊕ y = xy，数乘

为 λ� x = xλ，容易验证 R+ 是数域 R上的向量空间，这时候“向量”指的是一个个正实数，并且这里加法的
零元是 1，x的加法负元是 1/x，在这个空间里任意不为 1的正实数都可以作为一组基，也就是维数为 1。

商空间

商空间也是一种特殊的线性空间，引入商空间需要先回顾一下第一章所涉及过的等价关系的定义：

定义 2.27 (等价关系)

♣

若集合 A上的一个关系 ∼满足如下三条性质：
(1)自反性：对于任意 x ∈ A，均有 x ∼ x；

(2)对称性：对于任意 x, y ∈ A，若 x ∼ y，则 y ∼ x；

(3)传递性：对于任意 x, y, z ∈ A，若 x ∼ y, y ∼ z，则 x ∼ z，

则称 ∼为 A上的一个等价关系。

等价关系的例子非常多，比如“同班同学关系”、“性别相同关系（我们假定每个人只有一种性别）”都是常

见的等价关系。矩阵的相抵、相似等等也都是等价关系。给定集合上的一个等价关系，我们就能将集合划分为一

个个非空且互不相交的“等价类”：

定义 2.28 (等价类、商集、商映射)
设 ∼是集合 A上的一个等价关系。

(1)对于任意的 x ∈ A，称 [x] ≜ {y ∈ A : x ∼ y}为元素 x所在的等价类，（注意等价类是一个集合，集合

中的元素互相等价）。[x]中任意一个元素都被称为 [x]的一个代表元。

(2)称所有等价类的集合 A/ ∼≜ {[x] : x ∈ A}为集合 A在该等价关系下的商集。

111



2.5 第五次习题课

♣
(3)称映射 p : A→ A/ ∼, x→ [x]为商映射（容易看出 p一定是满射）。

接下来，考虑数域 F上的线性空间 V，任取 V 的一个子空间W，∀α, β ∈ V，若 α− β ∈W，则称 α与 β模

W 同余，记作 α ≡ β(mod W )，那么不难看出模W 同余是 V 上的一个等价关系，等价类便是模W 的同余类。

记 Aα = {α+ γ : γ ∈W}，显然 Aα ⊂ [α]，而任取 β ∈ [α]，记 γ0 = β − α ∈W，则 β = α+ γ0 ∈ Aα，从而有

[α] ⊂ Aα，所以 [α] = Aα，从而我们得到了在这个等价关系下的等价类的表示。

并且我们定义等价类之间的加法和数乘：[α] + [β] = [α + β], λ[α] = [λα]，且由于W 是 V 的子空间，那么

也是线性空间，由此容易验证我们定义的加法和数乘不依赖于代表元的选取，即是良定的。

那么根据上述结果，等价类构成的集合也构成了一个线性空间，我们便可以给出商空间的定义：

定义 2.29 (商空间)

♣

对于数域 F上的线性空间 V，W 是 V 的一个子空间，记所有模W 的同余类（等价类）的集合为 V/W，

其在等价类的加法与数乘下也构成数域 F上的线性空间，称为 V 关于W 的商空间。

上面的叙述可能比较抽象，下面我们通过一个简单的例子来辅助理解：

考虑二维平面，即 R2，记W = {(x, 0) : x ∈ R}，即为 x轴，则W 为 R2 的一个子空间，我们考虑 R2/W 是什

么，容易看出 α− β ∈W 当且仅当 α与 β 有相同的纵坐标，那么等价类 [α]就是过 α且和 x轴平行的直线。

β

α

α+ β

x

y

[α]

[β]

[α+ β]

图 2.5: R2/W

我们在每个等价类中取一个代表元，定义一个映射把每个等价类映回这个代表元，这样就能得到商空间

R2/W 到 R2的一个嵌入，比如我们可以取代表元为这些直线与 y轴的交点，那么我们得到的嵌入映射的像是什

么？是 y轴！而 y轴与 x轴 (W )的直和恰好就是全空间 R2，这是不是可以给我们一些启发？

事实上，我们有如下的结论：

定理 2.3

♥

设W 是线性空间 V 的子空间，W ′ 为其补空间，即 V =W ⊕W ′, V/W 是 V 模W 的商空间。定义映射

η :W ′ → V/M 如下：对任意 α ∈W ′, η (α) = [α]，则 η是W ′ 到 V/M 的线性同构（一一对应）。

证明 显然 η 是线性映射，任取 [α] ∈ V/W，那么 α ∈ V = W ⊕W ′，因此存在唯一的 β ∈ W,γ ∈ W ′ 满足

α = β + γ，由于 α− γ = β ∈ W，所以 α ≡ γ (mod W ) . 故 [γ] = [α] . 即对任意 [α] ∈ V/W，存在 γ ∈ W ′，使

得 η(γ) = [γ] = [α]，故 η是满射。

其次，设 γ1, γ2 ∈ W ′，且 η (γ1) = η (γ2)，则 [γ1] = [γ2]，从而 γ1 ≡ γ2 (mod W )，即 γ1 − γ2 ∈ W，而

γ1, γ2 ∈W ′，故 γ1 − γ2 ∈W ′，因此, γ1 − γ2 ∈W ∩W ′。由于W ′是W 的补空间，所以W ∩W ′ = {0}，那么
只有 γ1 − γ2 = 0，即 γ1 = γ2，从而 η是单射。

因此，η是线性同构3，从而W ′ 和 V/W 同构。

由上述定理我们还能得到下面这样一个自然的推论：

3两个线性空间线性同构是指存在它们之间的线性双射，将这个双射称为同构映射，简称同构，同构空间具有很多相同的性质。
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推论 2.3

♥
设W 是线性空间 V 的子空间，则 V 关于W 的商空间 V/W 的维数为 dim (V/W ) = dimV − dimW.

证明 由定理2.3，dim(V/W ) = dim(W ′) = dimV − dimW，其中W ′ 为W 的补空间。

不变子空间

上次课我们初次学习到了特征值和特征向量的概念，线性映射把它的特征向量映为其常数倍，那么特征向

量的任意常数倍也都是特征向量，且相同特征值对应的特征向量的和仍然是该特征值对应的特征向量，那如果

我们考虑某个特征值对应的所有特征向量全体构成的集合，这个集合就也是一个线性空间，我们称其为特征子

空间。并且特征子空间在映射下的像仍然落在特征子空间里。

那么我们来研究一个更广泛的有类似性质的子空间，即不变子空间：

定义 2.30 (不变子空间)

♣

设 A : V → V 是线性变换，U 是 V 的子空间，如果对任意 α ∈ U，都有 A (α) ∈ U，即 A (U) ⊂ U，则

称 U 为线性变换 A 的一个不变子空间。

研究不变子空间有什么用处呢？我们取不变子空间上的一组基，并把它们扩充成全空间的基，我们发现线

性变换在这组基下的矩阵具有很好的形式：

定理 2.4

♥

设 A 是 V 上的线性变换，U 是 A 的不变子空间。设 {α1, α2, · · ·，αk}是 U 的一组基，则 A 在 V 的基

{α1, α2, · · · , αk, αk+1, · · · , αn}下的方阵是准上三角方阵。

证明 因为 U 是 A 的不变子空间，所以对 1 ⩽ i ⩽ k,A (αj) ∈ U，由于 {α1, α2 , · · · , αk}是 U 的基，因此设

A (αi) = ai1α1 + ai2α2 + · · · + aikαk.而当 k + 1 ⩽ j ⩽ n时，由于 {α1, α2, · · · , αk, αk+1, · · · , αn}为 V 的基，

故设 A (αj) = aj1α1 + aj2α2 + · · ·+ ajnαn，因此：

A (α1, · · · , αn) = (α1, · · · , αn)



a11 · · · ak1 ak+1,1 · · · an1
...

. . .
...

...
...

a1k · · · akk ak+1,k · · · ank

0 · · · 0 ak+1,k+1 · · · an,k+1

...
. . .

...
...

. . .
...

0 · · · 0 ak+1,n · · · ann


,定理得证。

同时反过来也容易发现：如果线性变换 A 在基 {α1, α2, · · · , αn}下的方阵是准上三角的，且其左上角的块
是一个 k阶的方阵，那么由 {α1, α2, · · · , αk}生成的子空间是 A 的一个不变子空间。

那么我们就会发现，如果可以把 V 分解成一系列A 的不变子空间的直和，那么这些不变子空间的基的并集

构成 V 的一组基，并且A 在这组基下的矩阵是准对角阵！这个时候，你可能就会对相似标准形的求解产生一些

想法，其实求解相似标准形的过程中很重要的一步实质上就是一个不变子空间分解的过程。

2.5.3 补充题目

习题 2.33
将数域 F上 n维 (n ⩾ 2)数组空间 Fn 中的每个向量 α = (a1, a2, · · · , an)看作一个具有 n项的数列，如

下集合W 是否构成 Fn 的一个子空间？如果是，求出它的维数及一组基。

(1) Fn 中所有的等比数列组成的集合。
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♠(2) Fn 中所有的等差数列组成的集合。

解 (1)不是子空间，对加法不封闭，如取等比数列 (1, q, · · · , qn−1)与 (−1, q, · · · , (−1)nqn−1)其和 (0, 2q, 0, · · · )
显然不是等比数列，从而不是子空间。

(2)是子空间，显然任意两个等差数列之和、任意等差数列的常数倍仍是等差数列，且任意等差数列

(a, a+ d, · · · , a+ (n− 1)d) = a(1, 1, · · · , 1) + d(0, 1, 2, · · · , n− 1)

都是两个线性无关等差数列 (1, 1, · · · , 1)及 (0, 1, 2, · · · , n− 1)的线性组合，从而这两个等差数列构成一组基，那

么该子空间的维数是 2.

习题 2.34

♠

设W1,W2 分别是数域 F上齐次线性方程组 x1 + x2 + · · ·+ xn = 0与 x1 = x2 = · · · = xn 的解空间。

求证：Fn =W1 ⊕W2。

证明 设X0 = (x1, · · · , xn) ∈W1 ∩W2，由X0 ∈W2知X0 = (x1, · · · , x1)，由X0 ∈W1知 nx1 = 0，则 x1 = 0，

X0 = 0。那么W1 ∩W2 = {0}，W1 +W2 =W1 ⊕W2。对每个X = (x1, · · · , xn) ∈ Fn，令 c = 1
n (x1 + · · ·+ xn)，

X2 = (c, · · · , c)，X1 = X −X2 = (x1 − c, · · · , xn − c)，由 (x1 − c) + · · ·+ (xn − c) = (x1 + · · ·+ xn)− nc = 0

知 X1 ∈W1, X2 ∈W2，而 X = X1 +X2 ∈W1 +W2。从而 Fn =W1 +W2 =W1 ⊕W2.

习题 2.35

♠

设 f 是 Fn×n上的线性函数，且 f(AB) = f(BA)，对任意 n阶方阵 A,B都成立，证明：存在常数 c ∈ F，
使 f(A) = c · tr(A).

证明 取 Fn×n 上的一组自然基 {Eij : 1 ⩽ i, j ⩽ n}，其中 Eij 为 (i, j)位置元素为 1，其余位置均为 0的 n阶方

阵。那么对任意的 i, j, k, t，有 EkiEij = Ekj，而 i 6= t时，有 EkiEtj = O，因此有：

f(Eij) = f(EiiEij) = f(EijEii) = f(O) = O (i 6= j);

f(Eii) = f(Ei1E1i) = f(E1iEi1) = f(E11)

那么对于任意的 n阶方阵 A =
∑

1⩽i,j⩽n

aijEij，有 f(A) =
∑

1⩽i,j⩽n

aijf(Eij) = (a11+ · · ·+ann)f(E11) = c · tr(A).

其中 c = f(E11)为常数，这样就证明了命题。

习题 2.36

♠

设 A : U → U 是线性变换，证明存在线性变换B : U → U，使得 A B = 0，且 rank(A ) + rank(B) =

dimU.

证明 取 U 的一组基 {α1, · · · , αn}，设A 在这组基下的矩阵是A，那么存在可逆方阵 P,Q使A = P

(
Ir O

O O

)
Q，

rank(A ) = rank(A) = r，取 B = Q−1

(
O O

O In−r

)
，则 AB = O，那么由第六章作业第 43题，可以定义线性

变换B，满足其在基 {α1, · · · , αn}下的矩阵为 B，则 rank(B) = rank(B) = n− r，那么有：

A B(α1, · · · , αn) = A (α1, · · · , αn)B = (α1, · · · , αn)AB = O

于是 A B = 0，且 rank(A ) + rank(B) = r + n− r = n = dimU，即证。�
笔记涉及线性变换的秩的题目一般都是转化到矩阵会更好处理。这道题其实就是想办法让 0和 1交错开.
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习题 2.37

♠

已知线性空间 V 上的线性变换 A 满足条件 A 2 = A，求证：

(1) V = ImA ⊕ kerA；

(2) A 在任何一组基下的矩阵 A满足条件 rank(A) = tr(A)；

(3)在适当的基下将 V 的向量用坐标表示，可以使 A 具有投影变换的形式，即：

(x1, · · · , xr, xr+1, · · · , xn)T → (x1, · · · , xr, 0, · · · , 0)T

证明 (1)设 α ∈ ImA ∩ kerA，则由 α ∈ ImA , ∃β ∈ V 使 α = A (β)。再由 α ∈ kerA 知 A (α) = 0，于是

α = A (β) = A 2(β) = A (A (β)) = A (α) = 0。那么 ImA ∩ kerA = {0}。故 ImA + kerA = ImA ⊕ kerA。

而 dimV = dim ImA + dimkerA，故 V = ImA ⊕ kerA .

(2)由 V = ImA ⊕ kerA 知 ImA 的任意一组基 S1 = {α1, · · · , αr}与 kerA 的任一组基 S0 = {β1, · · · , βk}的
并M1 = {α1, · · · , αr, β1, · · · , βk}是 V 的一组基，其中每个 βj ∈ kerA 满足 A (βj) = 0，每个 αi ∈ ImA 能写

成 A (γi)的形式 (γi ∈ V )，于是 A (αi) = A 2(γi) = A (γi) = αi，那么有：

A (α1, · · · , αr, β1, · · · , βk) = (α1, · · · , αr, β1, · · · , βk)

(
Ir O

O O

)
即 A 在这组基下的矩阵为 A1 = diag(Ir, O)，其满足 tr(A1) = r = rank(A1)。而在任意一组基 M 下的矩阵

A = P−1A1P，其中可逆方阵 P 是M1 到M 的过渡矩阵。那么有 rank(A) = rank(P−1A1P ) = rank(A1)，且

tr(A) = tr(P−1A1P ) = tr(A1) = rank(A1) = rank(A).

(3)由 (2)，A 在基M1 下的矩阵为 A1 = diag(1, · · · , 1, 0, · · · , 0)。那么坐标为 X = (x1, · · · , xn)T 的向量被 A

映到坐标为 A1X = (x1, · · · , xr, 0, · · · , 0)T 的向量，即具有所要求的投影变换形式。
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2.6 第六次习题课

2.6.1 不可对角化矩阵

习题 2.38

♠

设

Jn(λ) =



λ 1

λ 1

. . . . . .
λ 1

λ


n×n

.

证明：Jn(λ)不可对角化，其中 n > 1.

证明 注意到 Jn(λ) 的特征值为 λ，若 Jn(λ) 可对角化，则矩阵 Jn(λ) 有 n 个线性无关的特征向量，即方程组

(λI − Jn(λ))x = 0的解空间维数为 n,但注意到 r(λI − Jn(λ)) = n− 1,故解空间维数为 1，矛盾！

注以上证明过程说明：Jn(λ)可对角化当且仅当 n = 1.

习题 2.39

♠

设 A =

(
0 1

−2 2

)
,证明:A在实数域上不可对角化.

证明 特征多项式 det(λI −A) = λ2 − 2λ+ 2在实数域上无解，因此矩阵 A在实数域上不可对角化.

注注意到矩阵 A在复数域上有两个不同的根，因此 A在复数域上可以对角化.�
笔记以上两个例子说明，矩阵是否可以对角化不仅与矩阵本身有关，而且和数域也有关.

2.6.2 矩阵多项式，逆矩阵及伴随矩阵的特征值

习题 2.40

♠

设 A ∈ Fn×n, λ1, λ2, · · · , λn 是矩阵 A的全部特征值，f(x)是一个多项式.证明：f(λ1), f(λ2), · · · , f(λn)
是 f(A)的全部特征值.

证明 存在一个复可逆矩阵 P ,使得

P−1AP =


λ1 ∗ · · · ∗
0 λ2 · · · ∗
...

...
...

0 0 · · · λn

 .

通过矩阵运算不难得到

P−1f(A)P = f(P−1AP ) =


f(λ1) ∗ · · · ∗
0 f(λ2) · · · ∗
...

...
...

0 0 · · · f(λn)

 .

于是 f(λ1), f(λ2), · · · , f(λn)是 f(A)的全部特征值.
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习题 2.41

♠

设 A ∈ Fn×n,且 A可逆，λ1, λ2, · · · , λn是矩阵 A的全部特征值.证明：λ−1
1 , λ−1

2 , · · · , λ−1
n 是 A−1的全部

特征值.

证明 存在一个复可逆矩阵 P ,使得

P−1AP =


λ1 ∗ · · · ∗
0 λ2 · · · ∗
...

...
...

0 0 · · · λn

 .

注意到 det(A) = λ1λ2 · · ·λn 6= 0,因此对任意 λi 6= 0.由于上三角矩阵的逆矩阵仍然是上三角矩阵，于是

P−1A−1P =


λ−1
1 ∗ · · · ∗
0 λ−1

2 · · · ∗
...

...
...

0 0 · · · λ−1
n

 .

故 λ−1
1 , λ−1

2 , · · · , λ−1
n 是 A−1 的全部特征值.

习题 2.42

♠

设 A ∈ Fn×n，λ1, λ2, · · · , λn 是矩阵 A的全部特征值,A∗ 是矩阵 A的伴随矩阵.
证明：

∏
i ̸=1

λi,
∏
i ̸=2

λi, · · · ,
∏
i ̸=n

λi 是 A∗ 的全部特征值.

证明 存在一个复可逆矩阵 P ,使得

P−1AP =


λ1 ∗ · · · ∗
0 λ2 · · · ∗
...

...
...

0 0 · · · λn

 .

上式两边同时取伴随矩阵，有存在一个复可逆矩阵 P ,使得

P ∗A∗(P ∗)−1 = (P−1AP )∗ =



∏
i ̸=1

λi ∗ · · · ∗

0
∏
i ̸=2

λi · · · ∗

...
...

...
0 0 · · ·

∏
i ̸=n

λi


.

因此
∏
i ̸=1

λi,
∏
i ̸=2

λi, · · · ,
∏
i ̸=n

λi 是 A∗ 的全部特征值.

习题 2.43

♠
设 A ∈ Fn×n,g(x)为多项式，λ为 A的特征值.证明：若 g(A) = 0,则 g(λ) = 0.

证明 设 x是 A的属于 λ的特征向量，即 Ax = λx.于是 g(λ)x = g(A)x = 0，又 x 6= 0，因此 g(λ) = 0.
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2.6.3 矩阵对角化的应用

习题 2.44

♠

设矩阵 A =


1 −1 1

2 4 −2

−3 −3 5

,求 An.

解 det(λI−A) = (λ−2)2(λ−6),因此A的特征值为 2，6.解线性方程组 (2I−A)x = 0与 (6I−A)x = 0,分别得到

三个线性无关的特征向量 (−1, 1, 0)T , (1, 0, 1)T , (1,−2, 3)T .因此可设 P =


−1 1 1

1 0 −2

0 1 3

,于是 B = P−1AP =

diag(2, 2, 6).故

An = PBnP−1 =
1

4


5 · 2n − 6n 2n − 6n 6n − 2n

2 · 6n − 2n+1 2 · 6n + 2n+1 2n+1 − 2 · 6n

3 · 2n − 3 · 6n 3 · 2n − 3 · 6n 2n + 3 · 6n

 .

注小测第二题可以同上作类似处理.

习题 2.45

♠设数列 an 的递推公式为 an+2 = an+1 + an,其中 a0 = 0, a1 = 1.试求 an 的通项公式.

解注意到 (
an+1

an

)
=

(
1 1

1 0

)(
an

an−1

)
.

记 A =

(
1 1

1 0

)
,于是

(
an+1

an

)
= A

(
an

an−1

)
= A2

(
an−1

an−2

)
= · · · = An

(
a1

a0

)
= An

(
a1

a0

)
= An

(
1

0

)
.

进而问题转化为求 An.由于 det(λI −A) = λ2 − λ− 1,故矩阵 A的两个特征值分别为 λ1 = 1+
√
5

2 ,λ2 = 1−
√
5

2 .对

应的特征向量分别是 ( 1+
√
5

2 , 1)T , ( 1−
√
5

2 , 1)T 可以记 P =

(
1+

√
5

2
1−

√
5

2

1 1

)
.类似于上一题过程，可以算得

An =
1√
5

(
( 1+

√
5

2 )n+1 − ( 1−
√
5

2 )n+1 ( 1+
√
5

2 )n − ( 1−
√
5

2 )n

( 1+
√
5

2 )n − ( 1−
√
5

2 )n ( 1+
√
5

2 )n−1 − ( 1−
√
5

2 )n−1

)
.

于是有 an = 1√
5
(( 1+

√
5

2 )n − ( 1−
√
5

2 )n).

注我们可以用这个方法处理第五周作业第 16题的第三问（第三章习题第 16题第三问），注意到Dn = 2 cos θDn−1−
Dn−2，且 D1 = 2 cos θ,D2 = 4 cos2 θ − 1,同样可以利用矩阵对角化求 Dn 的通项公式.

作为变式，我们给出下面例题，请读者自己完成证明.

习题 2.46

♠

有两个数列 {an},{bn},a1 = 1, b1 = −1, an = an−1 + 2bn−1, bn = −an−1 + 4bn−1. 求证：

an = 2n+1 − 3n, bn = 2n − 3n.
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2.6.4 Jordan标准形及其应用

首先我们不加证明的给出下面定理

定理 2.5

♥

任何一个复方阵 A均相似于一个 Jordan矩阵 J ,其中 J = diag(Jr1(λ1), · · · , Jrs(λs)).若不计 Jordan块

次序，则 J 是唯一的.(也即在相似意义下唯一)

注此时 λ1, · · · , λs 即为矩阵 A的全部特征值.

推论 2.4

♥复方阵 A可对角化当且仅当他的每个 Jordan块是一阶的.

证明 由矩阵的 Jordan标准形立明.

推论 2.5

♥

设 λ0 是 n阶矩阵 A的特征值.则对任意的正整数 k，特征值为 λ0 的 k阶 Jordan块出现的个数为

r((A− λ0I)
k−1) + r((A− λ0I)

k+1)− 2r((A− λ0I)
k),

其中 (A− λ0I)
0 = I .

证明 存在可逆矩阵 P ,使得 P−1AP = diag(Jr1(λ1), · · · , Jrs(λs)).注意到

(A− λ0I)
k = Pdiag(Jk

r1(λ1 − λ0), · · · , Jk
rs(λs − λ0))P

−1.

因此 r((A − λ0I)
k) =

s∑
i=1

r(Jk
ri(λi − λ0)). 当 λi 6= λ0 时，r(J

k
ri(λi − λ0)) = ri; 当 λi = λ0 时，若 ri < k, 则

r((A − λ0I)
k) = 0,若 ri ≥ k,则 r((A − λ0I)

k) = ri − k.因此 r((A − λ0I)
k−1) − r((A − λ0I)

k)等于特征值为

λ0 且阶数大于等于 k 的 Jordan块个数.同理 r((A − λ0I)
k) − r((A − λ0I)

k+1)等于特征值为 λ0 且阶数大于等

于 k + 1的 Jordan块个数.从而特征值为 λ0 的 k阶 Jordan块出现的个数为

r((A− λ0I)
k−1)− r((A− λ0I)

k)− (r((A− λ0I)
k)− r((A− λ0I)

k+1))

= r((A− λ0I)
k−1) + r((A− λ0I)

k+1)− 2r((A− λ0I)
k).

推论 2.6

♥

设 A,B ∈ Cn×n, 则 A,B 相似等价于对 A,B 的任意特征值 λ0 及任意正整数 k，有 r((A − λ0I)
k) =

r((B − λ0I)
k).

证明 必要性显然，下面我们证明充分性.
由推论2.5知矩阵 A,B 特征值为 λ0 的 k 阶 Jordan块出现的个数相同，因此 A,B 相似于同一个 Jordan矩阵，

故 A,B 相似.

推论 2.7

♥
设 A ∈ Cn×n,若存在正整数 k，使得 r(Ak) = r(Ak+1).则 r(Ak) = r(Ak+1) = r(Ak+2) = · · · .

证明 (法一)存在可逆矩阵 P ,使得 P−1AP = diag(Jr1(λ1), · · · , Jrs(λs)).因此 r(Ak) =
s∑

i=1

r(Jk
ri(λi)). 当 λi 6= 0

时，r(Jk
ri(λi)) = r(Jk+1

ri (λi));当 λi = 0时，若 k ≥ ri,则 r(Jk
ri(λi)) = r(Jk+1

ri (λi)) = 0，若 k < ri则 r(Jk
ri(λi)) >

r(Jk+1
ri (λi)).因此 r(Ak) = r(Ak+1)时，k一定大于等于特征值为 0的 Jordan块阶数，分析每个 Jordan块的秩

（考虑特征值是否非零），自然有 r(Ak) = r(Ak+1) = r(Ak+2) = · · · .

(法二) 设 VAk = {x ∈ Fn×1 : Akx = 0}，同理有 VAk+1 . 易知 VAk ⊆ VAk+1 , 又 dimVAk = n − r(Ak) 及

r(Ak) = r(Ak+1), 知 VAk = VAk+1 . 因此事实上，证明 r(Ak+1) = r(Ak+2) 等价于证明 VAk+1 = VAk+2 . 又
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2.6 第六次习题课

显然有 VAk+1 ⊆ VAk+2 , 下面只需证明 VAk+1 ⊇ VAk+2 . 对任意 x ∈ VAk+2 , 有 Ak+1(Ax) = Ak+2x = 0, 因此
Ax ∈ VAk+1 = VAk ,故 Ak+1x = Ak(Ax) = 0,因此 x ∈ VAk+1 ,于是 VAk+1 ⊇ VAk+2，命题得证.

推论 2.8

♥
设 A ∈ Cn×n,则 A可对角化等价于对任意 λ，r(A− λI) = r(A− λI)2.

证明 必要性显然，由推论2.5及推论2.7必要性也显然.

习题 2.47

♠

设 A =


2 −2 3

10 −4 5

5 −4 6

,求 A的 Jordan标准形.

解 det(λI −A) = (λ − 1)2(λ − 2).经计算易得 r(2I − A) = r(2I − A)2 = 2，由推论2.5及推论2.7特征值为 2的
Jordan 块只有一个且为 1 阶.r(I − A) = 2, r(I − A)2 = r(I − A)3 = 1, 由推论2.5 及推论2.7知特征值为 1 的

Jordan块只有一个且为 2阶.因此 A的 Jordan形为


1 1 0

0 1 0

0 0 2

 .
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2.7 第七次习题课

2.7.1 正交投影与最小二乘法

正交投影

在三维几何空间中，设 U 是过原点的一个平面 (则其为一个二维子空间)，l为过原点且垂直于 U 的直线 (其
为一个一维子空间)，则 l中的每个向量与 U 中的每个向量都正交，称 l为 U 的正交补，类似地，定义一般欧几

里得空间的一个子空间的正交补：

定义 2.31 (正交补)

♣

设 V 是一个欧式空间，S 是 V 的一个非空子集，则 V 中与 S 里每个向量都正交的所有向量组成的集合

称为 S 的正交补，记作 S⊥.即

S⊥ def
= {α ∈ V |(α, β) = 0, ∀β ∈ S}.

容易验证 S⊥ 是 V 的一个子空间.

定理 2.6

♥设 U 是欧式空间 V 的一个有限维子空间，则有 V = U ⊕ U⊥.

证明 首先说明 U ∩ U⊥ = 0，这是因为：∀a ∈ U ∩ U⊥, (a, a) = 0 ⇒ a = 0.
其次说明 ∀α ∈ V，有 α = α1 + α2，其中 α1 ∈ U,α2 ∈ U⊥：

取 U 的一组标准正交基 e1, e2, · · · , em，令 α1 =
m∑
i=1

(α, ei)ei ∈ U，则有 α2 = α− α1,

(α2, ei) = (α, ei)− (α1, ei) = (α, ei)− (α, ei) = 0,即 α2 ∈ U⊥,得证.

从上述证明过程我们可以看到，V 中的任意向量 α可以唯一地表示为 α = α1 +α2, α1 ∈ U,α2 ∈ U⊥，从而：

定义 2.32 (正交投影)

♣V 上的线性变换 PU : α→ α1 称为 V 在 U 上的正交投影，α1 称为 α在 U 上的正交投影.

在三维几何空间中，求一个向量 α到一个过原点平面的正交投影即从这个向量端点向平面做垂线得到垂足，

连接原点与垂足的向量即为正交投影.同时可以看到，平面内其他向量到 α的距离都大于正交投影到 α的距离.
类似地，对于一般欧式空间，有：

定理 2.7

♥

对于 α ∈ V, α1 ∈ U,α1 是 α在 U 上的正交投影当且仅当

d(α, α1) ≤ d(α, γ), ∀γ ∈ U.

证明 必要性：设 α1 为 α在 U 上的正交投影，则 α− α1 ∈ U⊥.对 ∀γ ∈ U ,有 α1 − γ ∈ U ,(α− α1, α1 − γ) = 0,
则有 |α− α1|2 + |α1 − γ|2 = |α− γ|2 ⇒ d(α, α1) ≤ d(α, γ).等号成立当且仅当 γ = α1.
充分性：设 β 为 α 在 U 上的正交投影，则由必要性知 d(α, β) ≤ d(α, α1)，又在式 (2.67) 中取 γ = β 得

d(α, α1) ≤ d(α, β),结合两式得 d(α, α1) = d(α, β),这等价于 α1 = β.

最小二乘法

¶离散数据的多项式拟合

对于观察/测量得到的一组离散数据(xi, yi), i = 1, 2, · · · ,m，我们通常采用插值/拟合的方式来构造它的逼近
函数 ϕ(x)，插值的原则是 ϕ(xi) = yi，在此不做详述；而为给出拟合遵循的原则，首先给出向量范数的定义：
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定义 2.33 (范数)

♣

对 ∀X ∈ Rn，它对应一个实数 ||X||，满足下面三条性质：
(1) (非负性) ||X|| ≥ 0，等号成立当且仅当 X = 0;
(2) (齐次性) ∀α ∈ R，有 ||αX|| = |α|||X||;
(3) (三角不等式) ||X + Y || ≤ ||X||+ ||Y ||,
则称 ||X||为 X 的范数.

易见，欧式空间中定义的向量模长即为向量的一种范数，称为欧几里得范数，记作 ||X||2.

利用不同的范数可以定义出向量 Z = (ϕ(x1), ϕ(x2), · · · , ϕ(xm))与 Y = (y1, y2, · · · , ym)之间的误差，进而

给出拟合方法，特别地，对欧几里得范数 ||X||2，有：

定义 2.34

♣

拟合的误差平方和记为 Q = ||Z − Y ||22 =
m∑
i=1

(ϕ(xi)− yi)
2.按误差平方和达到极小来构造拟合曲线的方法

称为最小二乘法.

定义 2.35

♣

多项式拟合：当拟合函数 ϕ(x) 形如 a0 + a1x + · · · + anx
n 时，拟合问题称为 n 次多项式拟合，即求

α = (a0, a1, · · · , an)T 使得 Q(α) =
m∑
i=1

(a0 + a1xi + · · ·+ anx
n
i − yi)

2取到最小.我们将会在下一节讨论具

体做法.

¶矛盾方程组

对于多项式拟合问题，取矩阵 A =


1 x1 · · · xn1

1 x2 · · · xn2
...

...
...

1 xm · · · xnm

，有 Q(α) = ||Aα − Y ||22.当方程组 Aα = Y 有解

时，拟合函数过所有数据点，误差平方和为 0.
然而，实际的大多数情况数据点或多或少会存在误差 (“噪声”)，这导致方程组 Aα = Y 无解，这时我们称

它为矛盾方程组，使 ||Aα− Y ||2 最小的 α称为矛盾方程组的最小二乘解.
我们下面讨论对一般的线性方程组，求其最小二乘解：

设 A ∈ Rm×n，线性方程组 Ax = β的最小二乘解设为 α，A的列向量组记为 {α1, α2, · · · , αn}，它们张成的
子空间记为 U，则有：

α是 Ax = β 的最小二乘解

⇐⇒ |Aα− β| ≤ |Aα′ − β|∀α′ ∈ Rn

⇐⇒ |Aα− β| ≤ |γ − β|, ∀γ ∈ U

⇐⇒ Aα是 β 在 U 上的正交投影

⇐⇒ αT
j (β −Aα) = 0, j = 1, 2, · · · , n

⇐⇒ AT (β −Aα) = 0

⇐⇒ ATAα = ATβ

⇐⇒ α是 ATAx = ATβ(称为方程组 Ax = β 的法方程)的解.
进一步地，由于 rank(ATA) ≤ rank(ATA,ATβ) ≤ rank(AT ) = rank(ATA)，则 rank(ATA) = rank(ATA,ATβ)，

即法方程一定有解.
综上，我们将求一个线性方程组的最小二乘解问题等价为了求解法方程的问题.
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回到多项式拟合问题，取相应的矩阵 A，可得其对应的法方程为：

m
m∑
i=1

xi · · ·
m∑
i=1

xni
m∑
i=1

xi
m∑
i=1

x2i · · ·
m∑
i=1

xn+1
i

...
...

...
m∑
i=1

xni
m∑
i=1

xn+1
i · · ·

m∑
i=1

x2ni




a0

a1
...
an

 =



m∑
i=1

yi
m∑
i=1

xiyi

...
m∑
i=1

xni yi


(2.67)

实际在进行离散数据拟合的时候，数据点的个数m一般远大于 n，需要借助计算机来得到矩阵元并进一步

通过算法求解法方程组.

例题 2.36对于给定的一组数据点 (xi, yi), i = 1, 2, · · · ,m进行线性拟合.
解列出相应的法方程为  m

m∑
i=1

xi
m∑
i=1

xi
m∑
i=1

x2i


(
a0

a1

)
=


m∑
i=1

yi
m∑
i=1

xiyi

 (2.68)

解之得 a0 =

(
m∑
i=1

x2i )(
m∑
i=1

yi)− (
m∑
i=1

xi)(
m∑
i=1

xiyi)

m
m∑
i=1

x2i − (
m∑
i=1

xi)2
, a1 =

m
m∑
i=1

xiyi − (
m∑
i=1

xi)(
m∑
i=1

yi)

m
m∑
i=1

x2i − (
m∑
i=1

xi)2
.

2.7.2 酉空间

酉空间与酉变换

考虑定义在复数域上的线性空间 V，为引进度量，不能单纯地定义内积为：(α, β) = αTβ，因为这样无法保

证内积的正定性，从而无法给出长度的概念.因此，我们舍弃实内积空间关于内积的对称性，改为如下定义：

定义 2.36 (酉空间)

♣

a在复数域上线性空间 V 中定义一个二元函数 (α, β)，若它满足下列四条性质:∀α, β, γ ∈ V, k ∈ C,有
(1) (Hermite性) (α, β) = (β, α);
(2) (线性性 1) (α+ γ, β) = (α, β) + (γ, β);
(3) (线性性 2) (kα, β) = k(α, β);
(4) (正定性) (α, α) ≥ 0,取等当且仅当 α = 0，

则称这个二元函数为 V 上的一个内积，定义了内积的复线性空间 V 称为酉空间.

a此处的定义与课本稍有区别

由内积的 Hermite性及对第一个变量的线性，可得

(α, k1β + k2γ) = (k1β + k2γ, α) = k1(β, α) + k2(γ, α) = k̄1(α, β) + k̄2(α, γ).

类似于欧几里得空间，可以在酉空间中给出长度、角度 (< α, β >
def
= arccos |(α,β)||α||β| )、正交、距离等度量概念，

酉空间也同样有 Cauchy不等式、三角不等式、勾股定理等，也可以仿照 Schmidt正交化过程构造标准正交基.

定义 2.37 (酉矩阵)

♣

复数域上的 n级矩阵 P 若满足 P ∗P = PP ∗ = I，则称 P 为酉矩阵.
其中 P ∗ = P̄T 称 P 的共轭转置 (厄米共轭)，有时为了区别于伴随矩阵，也将其记为 PH , P †.

例题 2.37我们曾在课本习题三.17.求得所有的二阶酉矩阵.
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2.7 第七次习题课

定理 2.8

♥n级复方阵 P 为酉矩阵 ⇐⇒ P 的行 (列)向量组构成酉空间的一组标准正交基.

命题 2.18

♠

酉矩阵的性质：

(1)单位阵是酉方阵;
(2) A,B 为同阶酉方阵，则 AB 也是酉方阵;
(3)设 A是酉方阵，则 Ā, AT , A−1 也是酉方阵;
(4)酉方阵的行列式、特征值模长均为 1.

定义 2.38 (酉变换)

♣

酉空间 V 中保持内积的线性变换 A 称为酉空间的一个酉变换，即：

(A α,A β) = (α, β), ∀α, β ∈ V.

定理 2.9

♥

下列命题等价：

(1) A 是酉变换;
(2) A 保内积;
(3) A 保模长;
(4) A 把标准正交基变为标准正交基;
(5) A 在标准正交基下的矩阵是酉矩阵.

证明 完全类似实内积空间的正交变换.

定理 2.10

♥

设 A 是酉空间 V 上的酉变换，则 V 中存在一个标准正交基，使得 A 在此基下的矩阵为对角阵，且主对

角元都是模长为 1的复数.

证明 对酉空间的维数 n进行归纳：

n = 1时酉空间的基为 A 的特征向量，命题成立.
假设对 n− 1维酉空间命题成立，对于 n维酉空间：取A 的一个特征值 λ1，其模长为 1，设 η1是A 属于特

征值 λ1的一个单位特征向量，则 < η1 >是A 的一个不变子空间.V =< η1 > ⊕ < η1 >
⊥.< η1 >

⊥也是A 的一

个不变子空间 (证明类似于正交变换)，则A | < η1 >
⊥是< η1 >

⊥上的酉变换，根据归纳假设，存在< η1 >
⊥中

的一个标准正交基 η2, · · · , ηn 使得 A | < η1 >
⊥ 在这组基下的矩阵为对角矩阵 diag{λ2, · · · , λn}，且 λ2, · · · , λn

模为 1.于是A 在标准正交基 λ1, λ2, · · · , λn下的矩阵为对角阵 diag{λ1, λ2, · · · , λn}，且对角元模长都为 1.由归
纳法原理命题得证.

推论 2.9

♥n级酉矩阵 A一定酉相似于一个对角矩阵，其对角元模长均为 1.

证明 只需取 A对应的酉变换在定理 2.3中对应的对角阵即可.

厄米 (Hermite)变换与厄米矩阵

类似于欧式空间的实对称变换，我们定义厄米变换：
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2.7 第七次习题课

定义 2.39

♣

酉空间 V 上的变换 A 满足：

(A α, β) = (α,A β), ∀α, β ∈ V,

则称 A 为 V 上的一个 Hermite变换或自伴随变换.

定义 2.40

♣n阶方阵 A若满足 A∗ = A，则称其为 Hermite矩阵或自伴随矩阵.

定理 2.11

♥

n维酉空间 V 上的线性变换A 是 Hermite变换 ⇐⇒ A 在 V 的一个标准正交基下的矩阵 A为 Hermite矩
阵

定理 2.12

♥Hermite变换 (矩阵)的特征值为实数.

证明 设 λ1 为 Hermite变换的一个特征值，其对应的特征向量为 η，则有

λ1(η, η) = (λ1η, η) = (A η, η) = (η,A η) = (η, λ1η) = λ̄1(η, η). (2.69)

故 λ1 = λ̄1，即 λ1 为实数.

定理 2.13

♥Hermite变换在 V 中的某个标准正交基下的矩阵为对角阵，且对角元均为实数.

证明 证明过程与定理2.10类似.

推论 2.10

♥Hermite矩阵可以酉相似到一个实对角阵.

在许多物理问题中，我们需要在复数空间讨论问题，但得到的物理量又要求是实数，这时，Hermite矩阵特
征值为实数这一特点便能得到很好的应用.

例题 2.38量子力学第三条基本假设：量子力学体系的力学量由态矢量空间 H中的线性厄米算符表示；其本征矢
量的全体构成 H的一组完备基；在任一量子态下观测此力学量，总是以一定概率得到对应厄米算符的某一个本
征值.
用数学语言描述为：Â = Â †, Â |ai〉 = ai |ai〉 , |Ψ〉 =

∑
i

ci |ai〉.

上述式 1即 Â 为厄米变换，式 2即变换的特征方程 (由厄米变换知 ai为实数)，式 3为任一态矢量在本征矢
量构成的基下展开，其中 |ci|2代表了 |Ψ〉态坍缩到本征态 |ai〉的概率，亦即观测到力学量 Â 的值为 ai的概率.

2.7.3 矩阵的分解

将一个矩阵分解为数个矩阵相乘是我们处理实际问题时常用的简化手段，良好的分解方法可以使解决问题

事半功倍，本节列举几种分解方法的实际应用.

QR分解

定理 2.14

♥QR分解：n阶可逆实矩阵 A可分解为一个正交阵 Q和一个上三角阵 R的乘积，A = QR.
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证明 证明过程即 Schmidt正交化过程.

QR分解在计算数学中常用于求矩阵的特征值和特征向量，因其具有数值稳定性高、可通过优化算法加速收
敛等特点被广泛使用，下面不加证明地给出求特征值的原理：

例题 2.39 A为给定的 n阶实矩阵，记 A1 = A，对 A1进行 QR分解得 A1 = Q1R1，令 A2 = R1Q1，对 A2进行

QR分解得到 A2 = Q2R2，令 A3 = R2Q2，依此类推，若 Ak = QkRk，则令 Ak+1 = RkQk，这样迭代得到 n阶

矩阵序列 {Ak}，满足：
(1) {Ak}为正交相似序列.事实上，有 QkAk+1Q

T
k = QkRkQkQ

T
k = QkRk = Ak.

(2)记 Ak 的元素为 (a
(k)
ij )n×n，若矩阵序列 {Ak}基本收敛，则有

a
(k)
ij → 0, k → ∞, 1 ≤ i < j ≤ n

a
(k)
ii → λi, k → ∞, i = 1, 2, · · · , n (2.70)

这样便得到了 A的全部特征值 λi.

例题 2.40除 Schmidt正交化外，还可利用 Givens旋转变换、Householder反射变换等方法实现 QR分解.

奇异值分解 (SVD)

本小节参考 (https://zhuanlan.zhihu.com/p/480389473)

定理 2.15

♥

奇异值分解 (SVD)：对 ∀A ∈ Cm×n，存在酉矩阵 U ∈ Cm×m, V ∈ Cn×n，使得 A = UΣV H，其中

Σ = diag{σ1, · · · , σr, 0, · · · , 0}，其中 σi =
√
λi，λi 为 AHA的非零特征值且 λ1 ≥ · · · ≥ λr > 0.

奇异值分解有很多应用，本节以图像压缩为例给出 SVD在图像处理中的一个应用：

例题 2.41利用 SVD对下图进行压缩：

图 2.6: Kobe(612× 408)

图像一般被存储为一个 Rm×n×3 的矩阵，前两个指标代表像素点的位置，最后一个指标包含了这个像素点

的 RGB信息，决定了像素的颜色，我们可以分别处理三种颜色，每种颜色对应一个 Rm×n的矩阵，可分别进行

奇异值分解.
对于一个矩阵 A，较大的奇异值 (位于 Σ矩阵的左上)及其对应的行、列向量对 A的影响比重大，所以我

们可以扔掉 0及靠后的奇异值，仅保留较大的一些奇异值及其对应的行、列向量来实现对图片的压缩.对于本图，
A有 408个奇异值，下面给出仅保留前 1，4，20，40，200个奇异值得到的图像压缩结果：

可以看到，仅取 1个奇异值时，得到的图片有明显的色块分布，几乎看不出图片内容；取 4个奇异值时初具
人形；取 20个奇异值时已经能看清面部表情，但图片还是很糊；取 40个奇异值时效果已经很好了，但还存在一
些噪点；取 200个 (一半)奇异值时已经和原图十分接近.
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2.7 第七次习题课

(a) num=1 (b) num=4 (c) num=20 (d) num=40 (e) num=200
图 2.7: 图像压缩结果

我们选出取 40个特征值的情况进行详细计算：
原图所需存储的矩阵大小为 612× 408× 3 = 749088，对三个 612× 408的矩阵分别进行奇异值分解，每个

矩阵得到 U ∈ R612×612, V T ∈ R408×408，奇异值有 408个，选 U 的前 40列得到 U ′ ∈ R612×40，选 V T 的前 40行
得到 V ′T ∈ R40×408，这样我们构造出新的矩阵 A′ = U ′diag{λ1, λ2, · · · , λ40}V ′T，这样压缩后我们仅需要存储

U ′, V ′T 及 40个奇异值，相应的存储空间大小为 40× (612+ 408+ 1)× 3 = 122520，为原本的 1/6.可以看到，我
们通过这种方法将图片压缩了六倍，且得到的图片仍较为清晰 (虽然丢掉较小的奇异值不可避免地丢失了信息).

LU分解

定理 2.16

♥

LU 分解：n级矩阵 A可以分解为一个下三角矩阵 L和一个上三角矩阵 U 的乘积：A = LU，这实际上与

高斯消元法对应.

不同形式的 LU 分解常用于求解线性方程组，相比于高斯消元法可以节省部分运算量.其大致的计算思路为：
求解线性方程组 Ax = β ⇐⇒ 求解 Ly = β, Ux = y (这两个方程都是很容易求解的).

例题 2.42几种 LU 分解的求解步骤.

(1) Doolittle分解：


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

 =


1

l21 1
...

...
. . .

ln1 ln2 · · · 1




u11 u12 · · · u1n

u22 · · · u2n
. . .

...
unn


用以下顺序可以逐层求解出 L,U 矩阵的矩阵元：计算 U 的第一行元素，计算 L的第一列元素，计算 U 的

第二行元素，计算 L的第二列元素，· · ·，计算 U 的第 n行元素，计算 L的第 n列元素.

(2) Crout分解：


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

 =


l11

l21 l22
...

...
. . .

ln1 ln2 · · · lnn




1 u12 · · · u1n

1 · · · u2n
. . .

...
1


求解方法与 Doolittle分解完全类似，只是先计算 L的列，再计算 U 的行.

(3) LDLT 分解：对正定阵 A进行 Doolittle分解，再提取出 U 的对角元 D = diag{u11, u22 · · · , unn}，可证
U = DLT，从而 A被分解为 LDLT，且 D为正定阵的标准型，分解步骤与 Doolittle分解完全相同.
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例题 2.43利用 Doolittle分解求解方程组 
2x1 + x2 + x3 = 4

x1 + 3x2 + 2x3 = 6

x1 + 2x2 + 2x3 = 5

(2.71)

解系数矩阵经 Doolittle分解得到：


2 1 1

1 3 2

1 2 2

 =


1 0 0

0.5 1 0

0.5 0.6 1



2 1 1

0 2.5 1.5

0 0 0.6


解 Ly = β 得 y = (4, 4, 0.6)T，解 Ux = y得 x = (1, 1, 1)T .

2.7.4 利用初等变换将二次型化为标准型

定理 2.17

♥

每一个实对称阵 A都相合于对角阵，即存在初等阵 P1, P2, · · · , Pr 使得

PT
r P

T
r−1 · · ·PT

1 AP1P2 · · ·Pr = diag(µ1, µ2, · · · , µn). (2.72)

这里 µ1, µ2, · · · , µn 为实数.

证明 定理的证明即初等变换法的具体操作过程：

(1)若 a11 6= 0则利用 a11 将第一行、第一列的其他位置消为零，得

(
a11 0

0 An−1

)
，继续对 An−1 做类似操

作即可.
(2)当 a11 6= 0，第一行其他位置一定有一个非零元素，设为 a1i，则将 A的第 i列加到第一行，再将第 i行

加到第一行，即令 A′ = T1i(1)AT1i(1)
T，则转化为第一种情况.

例题 2.44利用初等变换将二次型 x21 + 4x22 + x23 − 4x1x2 − 8x1x3 − 4x2x3 化为标准型，并求变换矩阵.

解写出二次型对应的矩阵 A =


1 −2 −4

−2 4 −2

−4 −2 1

，将其与单位阵 I 上下写在一起，对 A做一对对行、列变换，

同时只对 I 做列变换，有：



1 −2 −4

−2 4 −2

−4 −2 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1


→



1 0 −4

0 0 −10

−4 −10 1

1 2 0

0 1 0

0 0 1


→



1 0 0

0 0 −10

0 −10 −15

1 2 4

0 1 0

0 0 1


→



1 0 0

0 −35 −25

0 −25 −15

1 6 4

0 1 0

0 1 1


→



1 0 0

0 −35 0

0 0 20/7

1 6 −2/7

0 1 −5/7

0 1 2/7



即变换矩阵 P 写为


1 6 −2/7

0 1 −5/7

0 1 2/7

，令 (y1, y2, y3)
T = P−1(x1, x2, x3)

T，二次型化为标准型 y21 − 35y22 +
20
7 y

2
3 .

注上面变换的原理是：对 A做成对的行、列变换，A变为 PTAP；仅对 I 做列变换，I 变为 P，这样，我们同

时求得了二次型的标准型及其变换矩阵.同样的，也可以将 A和 I 左右写在一起，在对 A做成对变换的同时只

对 I 做行变换，区别只在于这样得到的 I 变换后的矩阵为 PT .

注从上例可以看出，由于同一个二次型对应的标准型不唯一，且经过不同初等变换步骤得到的标准型也不相同，

这是我们不希望看到的.因此，在大部分考题中，我们要求使用正交方阵将其对角化，这样得到的结果在对角元
相差顺序的情况下唯一，且变换过程不会对二次曲面有拉伸，良好保持了原有形状.
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另解：利用正交变换将上述二次型化为标准型4：

解 矩阵 A 对应特征值为 λ1 = λ2 = 5, λ3 = −4，对应的特征向量为 α1 = (−1, 0, 1)T , α2 = (−1, 2, 0)T , α3 =

(2, 1, 2)T，经Schmidt正交化得到一组标准正交向量 e1 = (−1/
√
2, 0, 1/

√
2)T , e2 = (−

√
2/6, 2

√
2/3,−

√
2/6)T , e3 =

(2/3, 1/3, 2/3)T，记 P = (e1, e2, e3)，则有 P 为正交阵，且 PTAP = diag{5, 5,−4}，对应的正交变换为 y = P−1x，

将二次型化为了标准型 5y21 + 5y22 − 4y23 . 特别地，5y21 + 5y22 − 4y23 = 1对应单叶双曲面.

42021-2022第二学期期末 3.
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2.8 第八次习题课

2.8.1 期末复习知识点整理

期末考试主要考察后三章（即六、七、八）三章，期中前的内容大概率不会单独考察，但实际上后半学期

的内容也是建立在前面章节的基础上的，所以打牢基础才是最重要的。在理解和掌握基本概念的基础上再适当

做几套往年考试题，就能拿到一个比较理想的成绩了。接下来我们按照书上章节的顺序梳理一下重要的知识点，

并适当结合一些往年的真题来加深理解。

注助教考试前也是看不到卷子的，所以我们仅是在个人理解范围内，尽可能帮助大家建立一个知识框架，可用

于查漏补缺，但不能代表考试重点和考试题型，如有错误或疏漏欢迎指正。

注标注 *的表示不要求掌握，但我觉得值得了解的内容。

线性变换

¶数组空间上的线性映射

数组空间上线性映射（变换）可与矩阵一一对应

由上条推出的线性映射（变换）的秩与矩阵的秩的对应关系

验证是否是线性映射（变换）：保加法、保数乘（*注意数域的选取）
像空间与核空间维数和为 n

¶线性变换的特征值与特征向量

特征值与特征向量的定义（注意特征向量是非零向量）

特征值与特征向量的几何意义：一般考虑二维情形，即椭圆长短轴，就足够了。但是这只对线性变换可对

角化的情形成立，变换不可对角化时不能通过求特征值来得到长短轴长度，因为二维情形下，不可对角化

说明变换只有一个特征值，且对应的特征子空间是一维的，自然无法求出两个对称轴。

例题 2.45（2023-2024第二学期期末填空 6.）设平面 R2上的线性变换B : (x, y)T 7→ (x+ y, y)将单位圆 C

变为椭圆 E，则 E 的长半轴的长度为：

解这个变换对应的矩阵是不能对角化的，所以我们采用另外一种方式：单位圆上一点 (cos θ, sin θ)在变换

后的像为 (cos θ+sin θ, sin θ)，由线性性，原点仍然是椭圆的中心，那么我们只需要最大化这个点到原点的

距离，即为长半轴长度，(cos θ + sin θ)2 + (sin θ)2 = 1 + sin2 θ + sin 2θ =
3

2
− 1

2
cos 2θ + sin 2θ，最大值为

3 +
√
5

2
，故 E 的长半轴的长度为

1 +
√
5

2
（实际上根据取最大值时的 θ值，也可定出长半轴方向）。

特征子空间，*为了使其成为子空间，将特征向量全体再并上零向量。
特征值与特征向量的求解：先求出特征多项式，再对代入每个特征值求解线性方程组得到特征向量。

注意特征值相同不能推出特征向量相同，比如 A与 AT（很多人作业里犯过这个错误）。

特征值与矩阵迹、行列式的关系：tr(A) = λ1 + · · ·+ λn, det(A) = λ1 · · ·λn.

¶矩阵的相似

相似的定义。*看清楚在什么数域上相似（如实相似和复相似是不同的）。
相似的矩阵有相同的特征多项式和特征值，但不一定有相同的特征向量。

相似的矩阵有相同的迹与行列式，秩也相同，这是上面一条与上节最后一条的推论。

n阶方阵 A可对角化的充要条件：

(1) A有 n个线性无关的特征向量
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(2) A每个特征值的代数重数与几何重数相等（回顾代数重数和几何重数的定义：特征多项式中的幂
次与特征子空间的维数。实际上很容易推出与 (1)等价）。
不同特征值对应的特征向量线性无关，利用这个可以推出特征值两两不同的方阵一定可以对角化。同时这

个命题的证明方法也值得看一看（利用归纳法）。

实对称方阵的特征值都是实数，且不同特征值对应的特征向量是正交的，且一定可以正交相似对角化。（教

材命题 7.3.4，命题 7.3.5，定理 7.3.6）这个很重要，最好要熟悉证明过程。

例题 2.46（2023-2024第二学期期末 6.）设 A,B 均为 n阶实对称方阵，满足 AB = BA.
(1)证明：存在非零列向量 v ∈ Rn，使得 v同时为 A和 B 的特征向量。

(2)证明：存在 n阶正交方阵 P，使得 P−1AP 与 P−1BP 均为对角矩阵。

证明 任取 (2)中的 P 的一个列向量作为 v，满足 (1)中条件，只证明 (2)即可。
将 A正交相似到对角阵：T−1AT = Λ，由题有 T−1ATT−1BT = T−1ABT = T−1BAT = T−1BTT−1AT

即 B̃ = T−1BT 与 Λ可交换。由上面的命题可将 Λ与 B̃ 写为分块形式：

Λ =


λ1Ir1 0

. . .
0 λsIrs

 B̃ =


B11 · · · B1s

...
. . .

...
Bs1 · · · Bss


其中 λi 是 A的互不相同的特征值。考察 ΛB̃ 与 B̃Λ的第 (i, j)个分量得到 λiBij = λjBij，且由于 λi 6=
λj , i 6= j，所以 Bij = 0, i 6= j。所以 B̃是准对角阵。注意到 B̃是实对称阵，所以 Bii是实对称阵，从而对

每一个 Bii，均存在一个 Qi，使得 Q−1
i BiiQi 为对角阵。记

Q =


Q1 0

. . .
0 Qs


取 P = TQ，则 P 满足题意。

实对称矩阵正交相似到对角阵的具体过程，可参考教材例 7.3.3，这个计算过程一定要会。

例题 2.47（教材例 7.3.3）设 A =


1 2 2

2 1 2

2 2 1

，求正交阵 T，使 T−1AT 为对角阵

解具体过程参见教材，一定要自己动手算一下，这类题目既有计算特征多项式，又涉及 Schmidt正交化，
不注意就可能会算错。

任意一个复方阵都可以相似于一个上三角阵，且主对角线元素都是特征值（用数学归纳法证明）。

¶一般空间上的线性变换

一般线性空间上的线性映射（变换）的定义：保加法和数乘。这里我们不能直接以矩阵的形式 (y = Ax)

来表示线性映射（变换），数组空间可以这么做是因为矩阵与数组向量有一个良定的乘法运算，但在一般

的线性空间中，我们甚至不知道这里“向量”的具体形式，因而 Ax也是没有定义的。但我们仍然可以用

线性映射（变换）在基下的矩阵来表示它，注意这二者是有区别的。

例题 2.48定义 Λ : C[a, b] → R,Λ(f) = f(0)，显然这是一个线性映射，但是无法用 y = Ax的形式来表示。

即使我们取 C[a, b]的一个有限维子空间 Pn[a, b]，即次数不超过 n次的多项式全体构成的空间，仍然不能

以这种形式来表示，但这个映射在基 {1, x, · · · , xn}下的矩阵为 diag(1, 0, · · · , 0)

线性相关的向量在线性映射作用后仍然线性相关

（根据个人经验，本课程在涉及线性映射在基下的矩阵时，一般只考虑线性变换）线性变换在一组基下的矩

阵实际上是每个变换后的基向量在这组基下的坐标。

线性变换在基下的矩阵导出坐标变换 y = Ax，这里 x与 y分别是 α与 A α在基下的坐标（定理 6.4.3）。
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线性变换在不同基下的矩阵相似，相差的矩阵即为两组基之间的过渡矩阵。

例题 2.49（2024-2025第一学期期末判断 2.）设 V 是 n维线性空间，A 是 V 上的线性变换，若A 在 V 的

任意一组基下的矩阵都相等，则 A 是 V 上的数乘变换。

解正确，由不同基下矩阵之间相似可以得到 A = PAP−1对任意可逆矩阵 P 都成立，即 AP = PA，从而

只能是 A = λI，也就是 A 为数乘变换。

线性变换与其在任一组基下的矩阵的有相同的特征值。

例题 2.50（教材例 6.4.10）设 A =

(
1 1

0 2

)
, V = F 2×2 为线性空间，定义 V 上的线性变换 A : AM =

AM,M ∈ V，求 A 的特征值和特征向量。

解具体过程参见教材，这类题考试还是常考的，只要对线性映射理解透彻的话就很容易做。首先 A是用

来定义这个映射的，并不是这个映射在基下的矩阵，这二者是完全不同的，空间 V 的维数是 4，所以变换

在基下的矩阵也一定是 4阶方阵。并且要记住线性变换在基下的矩阵是坐标，所以这个矩阵的特征向量也

是在基下的坐标，所以 A 的特征向量是这组基乘上坐标，而不是矩阵的特征向量（V 中的“向量”是二

阶方阵，而不是数组向量）。

线性变换 A 可对角化的定义：其在某组基下的矩阵 A为对角阵。同时变换的特征多项式、秩、迹、行列

式也是类似定义，*它们良定因为这些都是相似不变量。

内积空间及变换

¶数组内积空间的定义与性质

用度量矩阵来定义的数组空间内积，三条性质：对称性、线性性、正定性。

用内积来诱导度量（或说是向量的模长），Cauchy-Schwarz不等式。
度量（距离）的三条性质：对称性、正定性、三角不等式，向量夹角，勾股定理（教材命题 7.1.2）

¶标准正交基

标准正交基：标准：模长都是 1；正交：两两正交；基：构成空间的一组基。

Schmidt正交化（基本是每年必考的）：一定要熟悉正交化的过程，实质上是一个正交分解的过程，顺次在
前面每个已经构建好的两两正交的向量上做投影，减去这些投影的和，就得到与前面都正交的一个向量，

再单位化，不断重复。理解了这个几何视角就会好记忆很多，但是计算时也要小心不要出错。

例题 2.51（2024-2025第一学期期末 4.）记 V 是所有 2阶实对称方阵构成的实线性空间。对于 V 中任意两

个矩阵，定义 〈A,B〉 = tr(AB)，则 (V, 〈·, ·〉)构成一个欧式空间。

(1)考虑 V 中向量 A1 =

(
1 1

1 0

)
, A2 =

(
0 1

1 1

)
。将 A1, A2 扩充为 V 的一组基 Γ1。

(2)利用 Schmidt正交化，从 Γ1 构造 V 的一组标准正交基 Γ2。

解 (1)显然 V 的维数是 3，我们可以先考虑 A1, A2生成的子空间，我们发现这两个向量的线性组合可以让

两个对角元取到任意值，但是另外两个元素受到组合系数的约束，所以我们可以取 A3 =

(
0 1

1 0

)
.

(2) 按照题目上内积的定义来计算向量模长。|A1|2 = tr(A · A) = 3, |A1| =
√
3，故取 e1 = 1√

3
A1. β2 =

A2 − tr(A2, e1)e1 =
1

3

(
−2 1

1 3

)
, e2 =

1

|β2|
β2 =

1√
15

(
−2 1

1 3

)
, β3 = A3 − tr(A3, e1)e1 − tr(A3, e2)e2 =

1

5

(
2 −1

−1 2

)
, e3 =

1

|β3|
β3 =

1√
10

(
2 −1

−1 2

)
，e1, e2, e3 即为一组标准正交基。
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正交方阵的定义：QQT = QTQ = I，等价的条件：Q的行（或列）向量构成 Rn的一组标准正交基。前者

常用于验证方阵为正交方阵，或在某些问题中将单位阵 I 写为 QQT 来简化处理；后者则常常是已知是正

交方阵情况下，用这个性质来处理问题。

例题 2.52（2024-2025第一学期期末判断 3.）设A,B是 n阶正交矩阵，满足 |A|+ |B| = 0，则 |A+B| = 0.

解正确，这里显然是用正交方阵的定义来处理，我们有 |A+B| = |BBTA+BATA| = |B||BT +AT ||A| =
−|A|2|A+B| = −|A+B|，故有 |A+B| = 0.

例题 2.53（2024-2025第一学期期末 6.）考虑实对角阵 A = diag(a1, · · · , an)，其中 a1 > · · · > an > 0，设

P,Q是 n阶正交矩阵，且 PA = AQ，证明 P = Q.
证明 这里给出了我们A中元素的形式，这提示我们用上述正交矩阵的第二个性质，设P = (pij), Q = (qij)，

则 PA = AQ即： 
a1p11 a2p12 · · · anp1n

a1p21 a2p22 · · · anp2n
...

...
...

...
a1pn1 a2pn2 · · · anpnn

 =


a1q11 a1q12 · · · a1q1n

a2q21 a2q22 · · · a2q2n
...

...
...

...
anqn1 anqn2 · · · anqnn


由于Q是正交方阵，AQ的第 1个行向量的模长平方是 a21，再由 PA的形式，a21 =

∑n
k=1 a

2
kp

2
1k ⩽ a21，说明

等号成立，那么只有 |p11| = 1, p1j = 0, j = 2, · · · , n，类似地可得 P,Q均为对角阵，而 ai > 0，故 P = Q.

正交方阵的一些性质（教材定理 7.2.4），上面的例题也有用到这些性质。
(1)单位阵是正交方阵
(2)若 A,B 是同阶正交方阵，则 AB 也是正交方阵

(3)若 A是正交方阵，则 AT = A−1 也是正交方阵

(4)正交方阵的行列式是 1或 −1

(5)正交方阵的特征值模长为 1

正交子空间、正交投影。正交投影在处理最佳逼近元问题时可以在一定程度上简化计算。

例题 2.54（2021-2022第二学期期末 4.）在数域 R上次数不超过 3的多项式全体构成的线性空间 R3[x]上

定义内积 〈f, g〉 =
∫ 1

−1

f(x)g(x)dx.

(1)将向量组 1, x, x2 按顺序使用 Schmidt正交化得到单位正交向量组。
(2)令W = 〈1, x, x2〉。求多项式 p(x) ∈W 使得 |x3 − p(x)|达到最小。

解 (1)按正交化过程计算即可，单位正交向量组为

{√
2

2
,

√
6

2
x,

√
10

4
(3x2 − 1)

}
，记为 {e1, e2, e3}

(2)我们用正交投影的方法来处理这个问题，要求的 p(x)即为 x3 在子空间W 上的正交投影。

即 p(x) = 〈x3, e1〉e1 + 〈x3, e2〉e2 + 〈x3, e3〉e3 =

√
6

5
·
√
6

2
x =

3

5
x（前后两项由于是奇函数，积分为 0）。

2.8.2 同时对角化

习题 2.48 (公共特征向量)

♠

设 A ,B是线性空间 V 上的线性变换，若 A B = BA 且 A ,B的特征值均在 F中.则 A ,B有公共特征

向量.

证明 由 A 的特征值在 F 中，知存在 λ0 ∈ F, 使得 Vλ0
= {x ∈ V : A x = λ0x} 6= ∅. 对任意 x ∈ Vλ0

, 有
A Bx = BA x = λ0Bx,故Bx ∈ Vλ0

，因此 Vλ0
是B-不变子空间.由于B 的特征值均在 F中，因此B|Vλ0

的

特征值也均在 F中，故存在 x0 ∈ Vλ0 及 µ0 ∈ F,使得Bx0 = µ0x0.x0 及为所求.

注[矩阵语言]设矩阵 A,B ∈ Fn×n,AB = BA且 A,B 特征值均在 F中.则矩阵 A,B 有公共特征向量.考虑线性
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变换 A : Fn → Fn x 7→ Ax;B : Fn → Fn x 7→ Bx,易知 A B = BA 由上例立明.

习题 2.49

♠

设 A ,B 是线性空间 V 上的线性变换，若 A B = BA，A ,B 的特征值均在 F中且 A 有 n = dimV 个

不同的特征值.则存在 V 中的一组基，使得 A ,B在这组基下的矩阵均为对角矩阵.

证明 设 A 的特征值为 λ1, · · · , λn,对应的特征向量为 α1, · · · , αn.则 V = Vλ1
⊕ · · · ⊕ Vλn

且 Vλi
= span{α}.同

上例知 Vλi
是 B-不变子空间.特别地，存在 µi ∈ F，使得 Bαi = µiαi.因此线性变换 A ,B 在基 {α1, · · · , αn}

下对应的矩阵均为对角矩阵.

注[矩阵语言]设 A,B ∈ Fn×n,AB = BA,A,B 的特征值均在 F中且 A有 n个不同的特征值.则存在可逆矩阵 P，

使得 P−1AP,P−1BP 同时为对角矩阵.
证明 作业题.

习题 2.50

♠

设 A ,B 是 V 上的线性变换，若 A B = BA 且存在两组基使得 A ,B 分别在这两组基下对应的矩阵是

对角矩阵.则存在一组基，使得 A ,B在这组基下对应的矩阵同时为对角矩阵.

证明 由于 A 可对角化，因此 V 可以分解成 A 的特征子空间的直和,即 V = Vλ1 ⊕ · · · ⊕ Vλk
，其中 Vλi = {x ∈

V : A x = λix}.且 λi 6= λj .同上，知 Vλi
是B-不变子空间.下面对 n = dimV 进行归纳.当 n = 1时，显然.假

设命题对小于 n时成立，下面需说明命题对 n成立.当 k = 1时，A = λ1idV ,又B可以对角化，因此 A ,B可

以同时对角化.当 k > 1时，dimVλi
< n,又 A B = BA，故 A |Vλi

B|Vλi
= B|Vλi

A |Vλi
,A |Vλi

,B|Vλi
在 Vλi

上

可对角化.由归纳假设，知存在 Vλi 上的一组基 ei1 , · · · , eisi 使得 A |Vλi
,B|Vλi

在这组基下为对角矩阵，将诸如

此类基拼成 V 的基，易知 A ,B在这组基下的矩阵为对角矩阵.

注[矩阵语言]设 A,B ∈ Fn×n,若 AB = BA且 A,B 均可对角化.则 A,B 可以同时对角化.
证明 对矩阵阶数进行归纳，当 n = 1时，显然.假设命题对于小于 n时成立，现需证明命题对于 n成立.存在

可逆矩阵 P ,使得 P−1AP = diag(λ1Il1 , · · · , λsIls),记 P−1BP =


B11 · · · B1k

...
...

Bk1 · · · Bkk

,其中 λi 6= λj(i 6= j).由

AB = BA 知矩阵 P−1AP 与矩阵 P−1BP 可交换. 故 λiBij = λjBij(i 6= j), 故 Bij = 0(i 6= j). 当 k = 1 时，

A 为数量矩阵，结论显然. 当 k > 1 时，Bii 阶数小于 n，存在可逆矩阵 Qii, 使得 Q−1
ii BiiQii 为对角矩阵. 令

Q = diag(Q11, · · · , Qkk),令 T = QP，则有 T−1AT 与 T−1BT 同时为对角矩阵.�
笔记还可以证明:(1)若 A1, · · · , Am ∈ Fn×n两两可交换，且它们的特征值均在 F中，则 A1, · · · , Am有公共特征

向量.
(2)若 A1, · · · , Am ∈ Fn×n 两两可交换，且它们在 F中均可对角化，则 A1, · · · , Am 可同时对角化.

2.8.3 半正定矩阵开 k次方

习题 2.51

♠

设 B是 n阶半正定矩阵，µ1, · · · , µn是 B的 n个特征值.则对任意给定的正整数 k，存在一个只和 µk
i 有

关的实系数多项式 f(x)，满足 B = f(Bk).

证明 设 µ1, · · · , µn中互不相同的数为 µ1, · · · , µs,记 λi = µk
i ,令 f(x) =

s∑
i=1

(x−λ1)···(x−λi−1)(x−λi+1)···(x−λs)
λi−λ1···(λi−λi−1)(λi−λi+1)···(λi−λs)

.存

在正交矩阵 Q,使得 QTBQ = diag(µ1, · · · , µn),易验证 B = f(Bk).

134



2.8 第八次习题课

习题 2.52

♠设 A是 n阶半正定矩阵.则对任意正整数 k，存在唯一的 n阶半正定矩阵 B,使得 A = Bk.

证明 （存在性）存在正交矩阵 P，使 PTAP = diag(λi, · · · , λn),其中 λi ≥ 0.令 B = Pdiag(λ
1
k
1 , · · · , λ

1
k
n )PT ,则

B 半正定且 Bk = A.
（唯一性）若 Bk = A,设 B 的特征值为 µi，则 A的特征值为 λ

1
k
i ,由上例，存在一个只与 µi 有关的多项式 f(x)

使得 f(A) = f(Bk) = B.若还有 C,满足 Ck = A,同上分析有 C = f(Ck) = f(A),从而 B = C.�
笔记我们一般将上例中 B 定义为 A

1
k ,由以上两个例子知，这个定义是合理的 (存在且唯一).

注第十六次作业中的补充题对正定矩阵同时开根号即可.

一学期的助教工作已经走向尾声了，在这里送给大家一句话作为本学期课程的结束：

我们是孩子，但是我们精力充沛，勇往直前……
——1831年 6月 16日伽罗瓦在法庭上的辩护词

最后，祝大家期末考试取得好成绩！
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