
第 2章 习题课讲义

2.1 第一次习题课

2.1.1 第一章复习与补充知识

向量的运算

¶向量的线性运算

向量的线性运算包括向量的加法和数乘运算，满足以下性质：

(1)加法交换律：a+ b = b+ a

(2)加法结合律：(a+ b) + c = a+ (b+ c)

(3)分配律 1：λ(a+ b) = λa+ λb

(4)分配律 2：(λ+ µ)a = λa+ µa

(5)零向量：a = a+ 0 = 0+ a

(6)负向量：a+ (−a) = 0

(7)乘法结合律：λ(µa) = (λµ)a

(8) 1a = a

事实上，不止对于数组空间，对于一般的集合，我们可以更广泛地定义加法和数乘，只要它们满足以上的性质，

就将这样的集合 +运算称为线性空间，而我们通过数组空间得到的性质可类推到一般的线性空间，详细内容会
在第五章学习到。特别地，我们记 n维数组空间为 Kn，它包含了分量定义在数域 F上的所有 n维数组向量。

有了向量的加法与数乘运算，我们可以便定义线性组合，并引出线性相关、线性无关的定义：

定义 2.1 (线性组合)

♣

给定一个向量组 α1,α2, ...,αm ∈ Kn，任给一组数 k1, k2, ..., km ∈ K，可以得到一个向量 k1α1 + k1α1 +

...+ kmαm，称这个向量为给定向量组的一个线性组合，其中 k1, k2, ..., km 称为组合系数.
对于 β ∈ Kn，如果存在 K 中一组数 c1, c2, ..., cm 使得 β = c1α1 + c1α1 + ... + cmαm，则称 β 可以由

α1,α2, ...,αm 线性表示.

从线性组合的定义出发，我们可以给出 n元线性方程组的另一种表达形式：将方程组

a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = b2
...

...
...

...

as1x1 + as2x2 + ...+ asnxn = bs

(2.1)

关于未知数 xi(i = 1, 2, ..., n)前的系数组记为列向量 αi = (a1i, a2i, ..., asi)
T，记 β = (b1, b2, ..., bs)

T，则方程组

改写为

x1α1 + x2α2 + ...+ xnαn = β (2.2)

从而我们得到以下等价命题：

命题 2.1

♠

1.线性方程组有解 ⇐⇒ 常数项列向量 β可由系数矩阵的列向量组 α1,α2, ...,αn 线性表示

2.求线性方程组的解 ⇐⇒ 求满足线性组合 β = x1α1 + x2α2 + ...+ xnαn 的组合系数
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这使得我们可以直接通过方程组的系数和常数项来研究方程组的解，后续我们会由此角度学习张成子空间、秩、

解空间、基与维数等概念。

定义 2.2 (线性相关、线性无关)

♣

Kn 中向量组 α1, ...,αs(s ≥ 1) 称为是线性相关的，如果 K 中存在不全为零的数 k1, ..., ks 使得 k1α1 +

...+ ksαs = 0.否则，称向量组 α1, ...,αs 线性无关

命题 2.2 (一些性质)

♠

1.包含零向量的向量组一定线性相关 (1 · 0+ 0α2 + ...+ 0αs = 0)
2.单个向量 α线性相关的充要条件为 α = 0

3.多于一个向量的向量组线性相关 ⇐⇒ 其中至少有一个向量可以由其余向量线性表示a

证明 必要性：设 α1,α2, ...,αs(s ≥ 2) 线性相关，则存在不全为零的一组数 k1, k2, ..., ks 使得 k1α1 +

k2α2 + ...+ ksαs = 0.设 ki 6= 0，则 αi = −k1

ki
α1 − ...− ki−1

ki
αi−1 − ki+1

ki
αi+1 − ...− ks

ki
αs.

充分性：设 αj 可由其他向量线性表示：αj = l1α1 + ... + lj−1αj−1 + lj+1αj+1 + ... + lsαs，则移项得

l1α1 + ...+ lj−1αj−1 −αj + lj+1αj+1 + ...+ lsαs = 0，从而向量组线性相关

4.如果向量组中的一部分向量线性相关，那么整个向量组也线性相关；如果向量组线性无关，那么其中任
选的部分向量也线性无关

5.如果向量组线性无关，则给每个向量对应位置各添上m个分量得到的延伸组也线性无关；如果 n维向

量组线性相关，则每个向量对应位置各去掉m(m < n)个分量得到的缩短组也线性相关

a我们的教材采用这种方式定义线性相关

例题 2.1（丘维声《高等代数》上册 P87）设向量组 α1, ...,αs线性无关，则向量 β可以由 α1, ...,αs线性表示的

充分必要条件为 α1, ...,αs,β线性相关。

证明 必要性由性质 3是显然的。
充分性：设 α1, ...,αs,β线性相关，则存在K 中不全为 0的数 k1, ..., ks, l使得

k1α1 + ...+ ksαs + lβ = 0 (2.3)

若 l = 0，则 k1, ..., ks不全为 0，且由式 (2.3)得 k1α1 + ...+ ksαs = 0，从而 α1, ...,αs线性相关，与已知条件矛

盾，因此 l 6= 0，从而由式 (2.3)得
β = −k1

l
α1 − ...− ks

l
αs (2.4)

证毕。

推论 2.1

♥

设向量组 α1, ...,αs 线性无关，则向量 β 不能由 α1, ...,αs 线性表示的充分必要条件为 α1, ...,αs,β 线性

无关。

例题 2.2（教材第一章习题 4）证明：三维空间中四个或四个以上的向量一定线性相关
证明 只需证四个向量一定线性相关。

任取四个三维向量 α1,α2,α3,α4，若其中可以挑出三个向量线性相关，则命题已证，否则，任意三个向量

均线性无关，我们选择向量 α1,α2,α3，由于它们线性无关，则它们不共面，由教材定理 1.2.1得 α4可由这三个

向量唯一线性表示，即这四个三维向量线性相关。

证毕。�
笔记教材的定理 1.2.1给出了三维空间基的性质，具有推广意义。
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定义 2.3

♣

V ⊂ Kn 为子空间.V中一组向量 α1,α2, ...,αs 称为 V 的一组基，如果它满足：

1.对任意向量 β ∈ V，可以表示为 α1,α2, ...,αs 的线性组合 β = x1α1 + x2α2 + ...+ xsαs.
2. α1,α2, ...,αs 线性无关.
称 (x1, x2, ..., xs)为向量 β在基 α1,α2, ...,αs 下的坐标.
特别地，当我们在三维空间选定了一组基：e1, e2, e3，并确定了坐标原点O，根据它们的空间排列方式可
以定义右手系和左手系.

¶三维向量的数量积、向量积

定义 2.4 (数量积)

♣

两向量 a与 b的数量积为一个实数，记为 a · b.设 a, b的夹角为 θ，则

a · b = |a||b|cosθ (2.5)

在直角坐标系下 (基中的向量两两垂直)，两向量的数量积等于对应坐标分量相乘再求和：

a · b = (a1, a2, a3) · (b1, b2, b3) = a1b1 + a2b2 + a3b3 (2.6)

数量积又称内积、点乘。

内积满足以下性质 (取向量 a, b, c及实数 λ)：
(1)对称性：a · b = b · a
(2)线性性：(a+ b) · c = a · c+ b · c

(λa) · b = λ(a · b) = a · (λb)
(3)正定性：a2 = a · a ≥ 0，等号在 a = 0时成立

事实上，除向量的数量积外，只要满足上述三个性质的运算都可以称为内积运算，定义了内积运算的线性空间

称为欧几里得空间，第七章内积空间将会对其详细研究。

定义 2.5 (外积、叉乘)

♣

两个三维向量 a与 b的向量积 a × b为一个三维向量，它与 a, b垂直且按序 a, b,a× b构成右手系，它

的模为以 a, b为边的平行四边形面积：

|a× b| = |a||b|sinθ (2.7)

在直角坐标系下，两向量的向量积可由坐标如下表示：

a× b = (a1, a2, a3)× (b1, b2, b3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1) (2.8)

向量积又称外积、叉乘。

向量积满足以下性质 (取向量 a, b, c及实数 λ)：
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(1)反身性：a× b = −b× a

(2)线性性：(a+ b)× c = a× c+ b× c

(λa)× b = λ(a× b) = a× (λb)

三个向量的混合积 (a× b) · c和二重外积 (a× b)× c由数量积、向量积组合而成，当我们熟悉掌握了数量

积和向量积的计算后，关于混合积和二重外积相关性质的推导是容易的。我们将部分性质列举如下：

(1) (a× b) · c = (b× c) · a = (c× a) · b
(2) (a× b) · c = −(b× a) · c
(3) a, b, c中任意两个平行时，混合积为 0
(4)在直角坐标系下，有

(a× b) · c =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣
(5)(a× b)× c = (a · c)b− (b · c)a

¶求和约定与张量引入（本小节参考潘海俊老师《电动力学》讲义）

上一个小节中的向量运算有的按照坐标写开会有很长一串 (如三阶行列式)，我们是否有办法简化写法？答
案是肯定的。

定义 2.6 (Einstein求和约定)

♣

a若同一指标在同一单项式中重复出现，则默认对其求和 (即可以省略求和符号)，这样的求和指标称为哑
指标，其他指标称为自由指标。

例如，我们可以用 aibi 表示向量点乘 a · b，这是因为

aibi =

3∑
i=1

aibi = a1b1 + a2b2 + a3b3 = a · b (2.9)

可见，i在例中即为哑指标，我们通过这样的约定将点乘结果的三项求和形式上写为了一项。

a爱因斯坦写论文时用到很多求和公式，他懒得写求和号，所以给出了这项约定

关于指标的一些性质：

(1)哑指标可替换为任意其他字母，例如：aibi =
∑3

i=1 aibi =
∑3

j=1 ajbj = ajbj

(2)等式两边的自由指标可同时替换为不引起混淆的其他字母，例如：设 A、B为同阶方阵，则对二者乘积
AB有 (AB)ij = AikBkj，也可以替换自由指标，写为 (AB)mn = AmkBkn

(3)计算的最终结果不会含有哑指标，但会保留自由指标

定义 2.7 (Kronecker符号)

♣

δij =

1, i = j

0, i 6= j
(2.10)

定义 2.8 (Levi-Civita符号)

♣

ϵijk =


+1, (ijk) = (123), (231)or(312)

−1, (ijk) = (132), (213)or(321)

0, otherwise

(2.11)
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两个符号满足下面的等式 (感兴趣的同学可以自行验证)：

ϵijkϵmnk = δimδjn − δinδjm (2.12)

有了这两个符号及求和约定，我们便可以告别向量运算的冗长展开式，并为引入张量做好了铺垫。下面来

看一些例子：

例题 2.3设 x̂1, x̂2, x̂3 分别为右手直角坐标系 x, y, z轴对应的单位向量，它们两两之间点乘和叉乘有什么性质？

容易证明，x̂i · x̂j = δij，x̂i × x̂j = ϵijkx̂k

例题 2.4数量积、向量积、混合积与二重外积

a · b = aibi = aibjδij (2.13)

a× b = aix̂i × bj x̂j = aibj x̂i × x̂j = ϵijkaibj x̂k (2.14)

(a× b) · c = ϵijkaibj x̂k · cmx̂m = ϵijkaibjcmδkm = ϵijkaibjck (2.15)

(a× b)× c = ϵijkaibj x̂k × cmx̂m = ϵijkϵkmnaibjcmx̂n = ϵijkϵmnkaibjcmx̂n (2.16)

例题 2.5证明：(a× b)× c = (a · c)b− (b · c)a

(a× b)× c = ϵijkϵmnkaibjcmx̂n

= (δimδjn − δinδjm)aibjcmx̂n

= ambncmx̂n − anbmcmx̂n

= (a · c)b− (b · c)a (2.17)

例题 2.6（教材例 1.5.2）证明：(a× b) · (c× d) = (a · c)(b · d)− (a · d)(b · c)

(a× b) · (c× d) = ϵijkaibj x̂k · ϵmnpcmdnx̂p

= ϵijkϵmnpaibjcmdnδkp

= ϵijkϵmnkaibjcmdn

= (δimδjn − δinδjm)aibjcmdn

= aibjcidj − aibjcjdi

= (a · c)(b · d)− (a · d)(b · c) (2.18)

例题 2.7（教材习题 1.15(1)）证明：(a× b)2 = a2b2 − (a · b)2

(a× b)2 = (ϵijkaibj x̂k)
2

= (ϵijkaibj)
2

=
∑
i ̸=j

a2i b
2
j

=

3∑
i,j=1

a2i b
2
j − a2i b

2
i

= a2b2 − (a · b)2 (2.19)

定义 2.9 (二阶张量)
零阶张量为标量，它可以表示为一个数；一阶张量为矢量，它在选定了坐标系后可以写为列向量的形式，

矢量 f⃗ 的完整表达式写为 f⃗ = fix̂i；类似地，我们可以将二阶张量在选定的坐标系中写为矩阵的形式，张

量
↔
T 的完整表达式写为

↔
T = Tij x̂ix̂j，其中 Tij 为矩阵 T 的第 i行第 j列元素，x̂ix̂j 是将两个矢量并写在

一起的形式，称为并矢，它表示一个除第 i行第 j 列元素为 1，其余元素均为 0的矩阵。
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♣

矢量与并矢的点乘、叉乘满足就近法则，即

f⃗ · g⃗h⃗ = (f⃗ · g⃗)⃗h, g⃗h⃗ · f⃗ = g⃗(⃗h · f⃗) (2.20)

f⃗ × g⃗h⃗ = (f⃗ × g⃗)⃗h, g⃗h⃗× f⃗ = g⃗(⃗h× f⃗) (2.21)

例题 2.8点乘

f⃗ ·
↔
T = (fkx̂k) · (Tij x̂ix̂j) = (fkTij)(x̂k · x̂ix̂j) = (fiTij)x̂j (2.22)

↔
T · f⃗ = (Tijfj)x̂i (2.23)

↔
T ·

↔
S = (Tij x̂ix̂j) · (Sklx̂kx̂l) = (TijSkl)(x̂ix̂j · x̂kx̂l) = (TijSjl)x̂ix̂l (2.24)

例题 2.9叉乘

f⃗ ×
↔
T = (fkx̂k)× (Tij x̂ix̂j) = (fkTij)(x̂k × x̂ix̂j) = (ϵkilfkTij)x̂lx̂j (2.25)

↔
T × f⃗ = (ϵjklTijfk)x̂ix̂l (2.26)

二阶张量之间的叉乘涉及到更多的指标知识，在此不予赘述。

由例题 2.9我们可以看到，叉乘的更广泛定义并非扩展到高维数组向量 (事实上，我们只在三维向量空间定
义了叉乘运算)，而是推广到了高阶张量 (对应于更高维度的矩阵)。
类似二阶张量，我们可以给出更高阶张量的定义，它们对应着更高维度的矩阵。

等价关系与集合分拆

定义 2.10 (等价关系)

♣

集合 A上，满足以下三个条件的关系 ∼称为等价关系：

∀a ∈ A, a ∼ a; (自反) (2.27)

a ∼ b⇒ b ∼ a; (对称) (2.28)

a ∼ b, b ∼ c⇒ a ∼ c. (传递) (2.29)

例题 2.10“朋友”、“年长”等关系不是等价关系；“同乡”、“同学”等关系是等价关系。

定义 2.11 (等价类)

♣

集合 A上定义了等价关系“∼”，设 a ∈ A，称

{b|b ∈ A, b ∼ a} (2.30)

为等价类.元素 a称这个等价类的代表元.由等价关系的传递性知，一个等价类中的任一元素均可称为这
个等价类的代表元.

定义 2.12 (集合的分拆)

♣

设集合 A的子集 X1, X2, ..., Xn 满足
n⋃

i=1

Xi = A, (2.31)

Xi ∩Xj = ∅, for i 6= j and i, j = 1, 2, ..., n. (2.32)

则称这些子集构成集合 A的一个分拆.
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命题 2.3

♠集合的所有等价类构成一个分拆

命题 2.4

♠

(1)等价关系自反⇒∀a ∈ A, ∃等价类 Xa, a ∈ Xa⇒
⋃

a∈A

Xa = A;

(2)Xa ∩Xb 6= ∅ ⇒ ∃c ∈ Xa ∩Xb ⇒ c ∼ a, c ∼ b⇒ a ∼ b⇒ Xa = Xb

另一方面，当我们得到了集合的一个分拆 A =
⋃
i

Ai，那我们可以很容易定义一种等价关系：a ∼ b当且

仅当 a, b同属一个 Ai，故我们推得：集合的分拆与定义在集合上的等价关系一一对应.

例题 2.11本课程后续学习到的向量组等价、相抵关系、相似关系、相合关系都是等价关系，故我们可以根据它
们分别给出集合的分拆方式。

求和符号的交换性

本节给出二重求和的一些交换性质，在今后关于行列式和矩阵乘法的相关证明中会涉及到

例题 2.12当两个求和符号的上下限均为定值时，可直接交换求和号次序：
l∑

i=k

n∑
j=m

aij =

n∑
j=m

l∑
i=k

aij (2.33)

观察下方矩阵： 
ak,m ak,m+1 · · · ak,n

ak+1,m ak+1,m+1 · · · ak+1,n

...
...

. . .
...

al,m al,m+1 · · · al,n

 (2.34)

式 (2.33)的左边相当于先对矩阵每行元素求和，再将得到的结果求和；右边相当于先对矩阵每列元素求和，再将
得到的结果求和。两种求和方式本质上都是对矩阵中所有元素求和，故二者相等。

有时我们直接使用一个求和符号来表示式 (2.33)的双重求和：
∑

k≤i≤l,m≤j≤n

aij

例题 2.13当一个求和号的上下限含有另一个求和号的指标时，交换求和号的同时需更改求和限：
n∑

j=i

n∑
l=j

ajl =

n∑
l=i

l∑
j=i

ajl (2.35)

其中 i = 1, 2, ..., n.
取定 i ∈ {1, 2, ..., n}，有下方矩阵： 

ai,i ai,i+1 · · · ai,n

0 ai+1,i+1 · · · ai+1,n

...
...

. . .
...

0 0 · · · an,n

 (2.36)

这个矩阵是一个上三角阵，式 (2.35)的左边相当于先对矩阵每行元素求和，再将得到的结果求和；右边相当于先
对矩阵每列元素求和，再将得到的结果求和。两种求和方式本质上都是对矩阵中所有元素求和，故二者相等。

有时我们直接使用一个求和符号来表示式 (2.35)的双重求和：
∑

i≤j≤l≤n

ajl

从上面两个例子我们可以看到，使用矩阵来观察并证明二重求和的相关性质是非常直观的。有了二重求和

号的交换性质，我们可以很自然地推导出多重求和的交换性质，在此不做展开。
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2.1.2 第二章复习与补充知识

线性方程组的 n,m, r及解的情况判别

定义 2.13 (线性方程组的初等变换)

♣

(1)互换两方程位置；
(2)用一个非零数乘某个方程；
(3)把一个方程的倍数加到另一个方程上；
容易证明，经过一系列初等变换得到的方程组与原方程组同解。

定义 2.14 (线性方程组的系数矩阵与增广矩阵)

♣

将线性方程组各未知数的系数按原本的次序排列为一张表，称为方程组的系数矩阵；系数矩阵最右边加

上一列常数项构成一张表，称为方程组的增广矩阵

类似线性方程组的初等变换，我们可以定义矩阵的初等行变换：

定义 2.15 (矩阵的初等行变换)

♣

(1)互换矩阵两行；
(2)用一个非零数乘某一行；
(3)把一行的倍数加到另一行上.

定义 2.16 (阶梯形矩阵)

♣

满足以下性质的矩阵称阶梯形矩阵：

(1)元素全为 0的行 (称为零行)在下方 (如果存在零行)；
(2)元素不全为 0的行 (非零行)从左起第一个不为 0的元素称为主元，他们的列指标随着行指标的递增而
严格增大。(由此易证主元的列指标大于等于其行指标)
可以证明，任意矩阵可通过初等行变换化为阶梯形矩阵 (即消元法的过程)

有了以上的定义，我们来尝试给出有m个方程的 n元线性方程组解的情况，方程组的增广矩阵可以写为：
a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2
...

...
. . .

...
...

am1 am2 · · · amn bm

 (2.37)

设我们通过一系列初等行变换，将增广矩阵化成了阶梯形矩阵：

0 · · · a′1,p1
· · · · · · · · · · · · a′1n a′1,n+1

0 0 · · · a′2,p2
· · · · · · · · · a′2n a′2,n+1

...
...

...
...

. . .
...

...
...

...
0 0 0 · · · · · · a′r,pr

· · · a′rn a′r,n+1

0 0 0 0 · · · · · · · · · · · · 0
...


(2.38)

这个矩阵有 r个非零行1，从第 (r+ 1)行开始矩阵元素均为 0，我们将第 i(1 ≤ i ≤ r)个非零行的主元记为 a′i,pi
，

此时我们对 pr 的取值做如下讨论：

(1)pr = n+1，这意味着 a′r,pr
即为 a′r,n+1，此时阶梯矩阵的第 r行代表着一个 ”0 = a′r,n+1”的矛盾方程，则此

1注意，我们在这里定义的 r与老师上课定义的 r稍有区别，老师定义的 r是系数阶梯矩阵的非零行个数，而这里定义的 r是增广阶梯矩阵非
零行的个数。相应的，老师定义的 r即是系数矩阵的秩，而这里定义的 r是增广矩阵的秩
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时方程组无解。

(2)pr ≤ n，由于 r ≤ pr，则 r ≤ n，这时不存在矛盾方程，对应的方程组一定有解，我们分两种情形讨论：

(2.1)r = n，此时对第 i个主元有 i = pi，即主元依次为 a′11, a
′
22, · · · , a′nn，可以看到，这样的阶梯矩阵对应

的方程组没有自由未知量，从第 n行向上依次求解可以得到方程组的唯一一组解。

(2.2)r < n，这样的阶梯矩阵对应的方程组有 n个未知量和 r个有效方程，未知量多于有效方程个数，说明

部分未知量为自由未知量，可作为参数任意变化，故可以得到无穷多个解。在下一小节我们将介绍这种情况下

通解的形式。

注当第 r行主元的列指标 pr 不为 n + 1时，可以看到我们定义的 r与老师定义的 r是相等的，这也就是说:线
性方程组有解 ⇐⇒ 它的增广矩阵的秩等于系数矩阵的秩。

无穷多解情况下方程的通解形式

方程组的增广矩阵化为阶梯形矩阵之后，若为 r < n的情况，方程组会有无穷多个解，下面我们来求它的

通解形式：

我们将每个主元对应的未知数称为主变量，其余未知量称为自由未知量，可知自由未知量的个数为 n−r个。
在阶梯形方程中，我们将所有自由未知量移项到等号右边，并将它们用参数 t1, t2, · · · , tn−r 表示，这样，我们的

r个主变量可以用常数和 n− r个参数表示出来：
xp1

xp2

...
xpr

 =

n−r∑
i=1

ti


αp1,i

αp2,i

...
αpr,i

+


β1

β2
...
βr

 (2.39)

而对于自由未知量，它们的取值就是各自对应的参数，从而我们得到了方程组含有参数 t1, t2, · · · , tn−r的通

解，由于 n− r个参数可以任意取定，故方程组的解也是无穷多的。

例题 2.14求解线性方程组 
2x1 + x2 − 3x3 + 5x4 = 6

−3x1 + 2x2 + x3 − 4x4 = 5

−x1 + 3x2 − 2x3 + x4 = 11

(2.40)

解方程组的增广矩阵写为 
2 1 −3 5 6

−3 2 1 −4 5

−1 3 −2 1 11

 (2.41)

经一系列矩阵初等行变换，它变成了阶梯形矩阵
−1 3 −2 1 11

0 −7 7 −7 −28

0 0 0 0 0

 (2.42)

可见，主变量为 x1, x2，自由变量为 x3, x4，将它们设为参数 t1, t2，则方程组的通解可写为
x1

x2

x3

x4

 =


1

1

1

0

 t1 +


−2

−1

0

1

 t2 +


1

4

0

0

 (2.43)
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齐次线性方程组

定义 2.17 (齐次线性方程组)

♣

常数项全为 0的线性方程组称为齐次线性方程组，容易看出，(0, 0, · · · , 0)T 是齐次线性方程组的一组解，
称为零解，其余的解称为非零解。

由于一个齐次线性方程组必有零解，则它的解的情况只有唯一解和无穷多解两种，不存在无解情况。由上

上小节的讨论我们可以看到：齐次线性方程组存在非零解的充要条件是它的系数矩阵经初等行变换化成的阶梯

矩阵中非零行数目 r < n。

例题 2.15下列说法正确的是：(D)
A.线性方程组当未知量个数少于方程个数时无解
B.齐次线性方程组当未知量个数少于方程个数时无解
C.线性方程组当未知量个数多于方程个数时有解
D.齐次线性方程组当未知量个数多于方程个数时有无限多个解
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