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2.3 第三次习题课

2.3.1 基础矩阵与标准单位向量

定义 2.21

♣

n维标准列向量是指以下 n个 n维列向量

e1 =


1

0
...
0

 , e2 =


0

1
...
0

 , · · · , en =


0

0
...
1

 .

定义 2.22

♣

n阶基础矩阵是指 n2个 n阶矩阵 {Eij(i, j = 1, 2, · · · , n)} .其中 Eij ∈ Fn×n,它的第 (i, j)元素是 1，其他
元素为 0.

性质 (1) eTi ej = 0, eTi ei = 1.其中 i 6= j;
(2）若 A ∈ Fm×n,则 Aei 为 A的第 i个列向量；eTi A为 A的第 i个行向量;
(3)若 A ∈ Fm×n,则 eTi Aej = aij ;
(4)EijEkl = δjkEil;
(5)若 A ∈ Fn×n,则 EijA将 A的第 j 行变成第 i行，其他元素变为 0;
(6)若 A ∈ Fn×n,则 AEij 将 A的第 i列变成第 j 列，其他元素变为 0.

习题 2.14

♠

设

A =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · 1

1 0 0 · · · 0


.

证明：

Ak =

(
0 In−k

Ik 0

)
.

证明 将矩阵A写成A = (en, e1, · · · , en−1).由分块矩阵的乘法及性质 (2),有A2 = (Aen, Ae1, Ae2 · · · , Aen−1) =

(en−1, en, e1, · · · , en−2). 如此下去便可得到结论.

习题 2.15
具有以下形状的矩阵称为循环矩阵 

a1 a2 a3 · · · an

an a1 a2 · · · an−1

an−1 an a1 · · · an−2

· · · · · · · · · · · ·
a2 a3 a4 · · · a1


.
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2.3 第三次习题课

♠证明：同阶循环矩阵的乘积仍然是循环矩阵.

证明 设

J =

(
0 In−1

1 0

)
.

注意到任意循环矩阵 A可以表示为 A = a1In + a2J + a3J
2 + · · ·+ anJ

n−1的形式，反之有如前形式的矩阵也一

定是循环矩阵.两个循环矩阵的乘积可以写成关于 J 的两个多项式的乘积，又 Jn = In,即可得到结论.

习题 2.16

♠设 A是 n阶上三角矩阵且主对角线上元素全为零，证明：An = 0.

证明 可以设

A =
∑
i<j

aijEij .

当 j 6= k 时，EijEkl = 0, 因此在 An 的乘法展开式中，可能的非 0 项只能具有形状 Eij1Ej1j2 · · ·Ejn−1jn，且

1 ≤ i < j1 < j2 < · · · < jn ≤ n.显然这是不可能的，因此 An = 0.

2.3.2 迹及其应用

定义 2.23

♣设 A ∈ Fn×n，则 A上主对角线元素之和称为矩阵 A的迹，记为 trA.

性质若 A,B ∈ Fn×n, k ∈ F，则
(1)tr(A+B) = tr(A) + tr(B);
(2)tr(kA) = k(trA);
(3)trAT = trA;
(4)tr(AB) = tr(BA).

命题 2.9 (迹的等价刻画)

♠

若映射 f : Fn×n → F,对任意 A,B ∈ Fn×n, k ∈ F，满足
(1)f(A+B) = f(A) + f(B);
(2)f(kA) = kf(A);
(3)f(AB) = f(BA);
(4)f(In) = n.
则 f 是迹.

证明 由 f 的线性性知，f(E11) + f(E22) + · · ·+ f(Enn) = f(E11 + E22 + · · ·+ Enn) = f(In) = n.
又 f(Eii) = f(EijEji) = f(EjiEij) = f(Ejj),故 f(Eii) = 1.当 i 6= j时，Eij = Ei1E1j ,则 f(Eij) = f(Ei1E1j) =

f(E1jEi1) = f(0) = f(0In) = 0f(In) = 0.设 A = (aij),则 f(A) = f(
n∑

i.j=1

aijEij) =
n∑

i,j=1

aijf(Eij) =
n∑

i=1

aii =

trA.即映射 f 就是迹.

习题 2.17

♠不存在矩阵 A,B ∈ Fn×n,使得 AB −BA = kIn,其中 k 6= 0.
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2.3 第三次习题课

证明 若存在这样的矩阵 A,B,使得 AB −BA = kIn，且 k 6= 0.同时取迹，有 0 = tr(AB)− tr(BA) = tr(AB −
BA) = tr(kIn) = kn,矛盾！

习题 2.18

♠
设 A ∈ Rn×n,证明：tr(AAT ) ≥ 0,等号成立当且仅当 A = 0.

证明 设 A = (aij),经计算易得 tr(AAT ) =
n∑

i,j=1

a2ij ≥ 0.等号成立当且仅当 aij = 0, ∀i, j,即 A = 0.

习题 2.19

♠设 A ∈ Rn×n,满足 AAT = A2,证明：A是对称矩阵.

证明 只需证明A−AT = 0.由上题知只需证明 tr((A−AT )(A−AT )T ) = 0即可.由AAT = A2，知ATA = (AT )2.
tr((A − AT )(A − AT )T ) = tr((A − AT )(AT − A)) = tr(AAT − A2 − (AT )2 + ATA) = tr(ATA − AAT ) =

tr(ATA)− tr(AAT ) = 0,从而结论得证.

2.3.3 降阶公式及其应用

命题 2.10

♠

若 A ∈ Fm×m, B ∈ Fm×n, C ∈ Fn×m, D ∈ Fn×n,其中 A可逆，则

det

(
A B

C D

)
= detA · det

(
D − CA−1B

)
.

证明 注意到 (
Im 0

−CA−1 In

)(
A B

C D

)
=

(
A B

0 D − CA−1B

)

上述等式两边同时取行列式即可得到结论.
注当 D可逆时，有 (

A B

C D

)(
Im 0

−D−1C In

)
=

(
A−BD−1C B

0 D

)
.

故

det

(
A B

C D

)
= detD · det

(
A−BD−1C

)
.

于是，当矩阵 A,D同时可逆时，有如下等式

detA · det
(
D − CA−1B

)
= detD · det

(
A−BD−1C

)
. (2.44)

以上等式我们称为降阶公式.

推论 2.2

♥

若 A ∈ Fn×m, B ∈ Fm×n，且 n ≥ m,则

det{(λIn −AB)} = λn−m det{(λIm −BA)}.
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2.3 第三次习题课

证明 (法一)当 λ 6= 0时，考虑矩阵 (
λIm B

A In

)

对上述矩阵作同命题2.10及其注记中的处理.
当 λ = 0时，分别考虑m = n和 n > m的情况.

(法二)先考虑m = n的情形，若A可逆，由于BA = A−1(AB)A，因此AB与BA相似，他们的特征多项式相同.对
于一般矩阵A，可以取一列有理数列 tk → 0,使得矩阵 tkI+A可逆，于是由可逆情形有det{(λIn − (tkI +A)B)} =

det{(λIn −B(tkI +A))},两边同时取极限，有 det{(λIn −AB)} = det{(λIn −BA)}.

考虑 n > m的情形，考虑方阵 C = (A, 0)与 D =

(
B

0

)
.注意到 CD = AB,DC =

(
BA 0

0 0

)
.由方阵情形有

det{(λIn −AB)} = det{(λIn − CD)} = det{(λIn −DC)} =

∣∣∣∣∣λIm −BA 0

0 λIn−m

∣∣∣∣∣ = λn−m det{(λIm −BA)}.

习题 2.20 (小测第四题)

♠

计算 n阶行列式

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 · · · 1 1

1 0 · · · 1 1
...

...
...

...
1 1 · · · 0 1

1 1 · · · 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解注意到

A = −In +


1

1
...
1

 (1, 1, · · · , 1).

由推论2.2知

det{A} = det


(−In +


1

1
...
1

 (1, 1, · · · , 1))


= (−1)n−1 det


(−1 + (1, 1, · · · , 1)


1

1
...
1

)


= (−1)n−1(n− 1).

习题 2.21 (第五周作业)

♠

计算下列 n阶行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 1 · · · 1

1 1 + a2 · · · 1
...

...
...

1 1 · · · 1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

其中 ai 6= 0, i = 1, 2, · · · , n.
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2.3 第三次习题课

解 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 1 · · · 1

1 1 + a2 · · · 1
...

...
...

1 1 · · · 1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= det{1} · det


(


a1

a2
. . .

an

+


1

1
...
1

 1−1(1, 1, · · · , 1))



= det




a1

a2
. . .

an




· det


(1 + (1, 1, · · · , 1)


1
a1

1
a2

. . .
1
an




1

1
...
1

)


= (

n∏
i=1

ai)(1 +

n∑
j=1

1

aj
)

=
n∏

i=1

ai +
n∑

j=1

∏
k ̸=j

ak.

注后面将处理存在 ai = 0的情形.

2.3.4 利用矩阵乘法计算行列式

习题 2.22

♠

设 sk = xk1 + xk2 + · · ·+ xkn(k ≥ 0), s0 = n

S =



s0 s1 s2 · · · sn−1

s1 s2 s3 · · · sn

s2 s3 s4 · · · sn+1

...
...

...
...

sn−1 sn sn+1 · · · s2n−2


.

求 det{S},并证明当 xi ∈ R时，有 det{S} ≥ 0.

解设

V =



1 1 1 · · · 1

x1 x2 x3 · · · xn

x21 x22 x23 · · · x2n
...

...
...

...
xn−1
1 xn−1

2 xn−1
3 · · · xn−1

n


.

则 S = V V T ,因此 det{S} = (det{V })2 =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi)
2 ≥ 0.

习题 2.23

♠

计算下列矩阵 A的行列式

A =


x y −z w

y −x −w −z
z −w x y

w z y −x

 .

解注意到 AAT = diag(u, u, u, u),其中 u = x2 + y2 + z2 + w2.于是

(det{A})2 = (x2 + y2 + z2 + w2)4.

因此 det{A} = (x2 + y2 + z2 + w2)2 或者 det{A} = −(x2 + y2 + z2 + w2)2，带入 x = 1, y = z = w = 0,有
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2.3 第三次习题课

det{A} = 1,故 det{A} = (x2 + y2 + z2 + w2)2.

2.3.5 摄动法及其应用

命题 2.11

♠若 A是一个 n阶方阵，则存在一个正数 a,使得对任意的 0 < t < a，矩阵 tIn +A总是可逆矩阵.

证明 由行列式的展开式，可以假设

det{(tIn +A)} = tn + a1t
n−1 + · · ·+ an−1t+ an.

这是一个关于 t的 n次多项式，其上至多有 n个不同的根.若上述多项式的根均为零，则可取 a = 1;若上述多项
式有非零根，则可取 a为上述多项式模长的最小值.无论上述哪种情况，当 0 < t0 < a时，t0都不会是上述多项

式的根，因此 det{(t0In +A)} 6= 0,即矩阵 t0In +A可逆.

注这个命题告诉我们对任意的 n阶矩阵 A,经过微小的一维摄动后，tIn +A总能成为一个可逆矩阵.�
笔记摄动法原理:设 A是 n阶矩阵，由上面命题知，存在一列有理数 tk → 0，使得 tkIn + A都是可逆矩阵.如
果一个矩阵问题对可逆矩阵成立，特别地对 tkIn +A成立，并且该问题关于 tk 连续，则可让 tk → 0，最后得到

该问题对一般的方阵 A也成立.需要注意的是：摄动法处理矩阵问题时一定要关于 tk 连续.这一点非常重要，否
则我们将不能用摄动法来归结处理.一般而言，运用摄动法分为两步：首先处理可逆矩阵情形;其次再利用摄动
以及取极限得到一般情况的证明.接下来，我们来看一个具体的例子.

习题 2.24

♠

设 A,B,C,D ∈ Fn×n 且 AC = CA.证明：

det

{(
A B

C D

)}
= det{(AD − CB)}.

证明 若矩阵 A可逆，由命题2.10及矩阵 A,C 的交换性知

det

(
A B

C D

)
= detA · det

(
D − CA−1B

)
= det

{
(AD −ACA−1B)

}
= det{(AD − CB)}.

对于一般的方阵 A，可以取到一列有理数 tk → 0，使得 tkIn + A是可逆矩阵，且 (tkIn + A)C = C(tkIn + A) .
由前面分析知

det

{(
tkIn +A B

C D

)}
= det{((tkIn +A)D − CB)}.

注意到上述等式两边均为关于 tk 的多项式，从而关于 tk 连续 (适合摄动法使用条件).上述等式两边同时取极限，
令 tk → 0，即有

det

{(
A B

C D

)}
= det{(AD − CB)}. 结论得证.

2.3.6 运用多项式处理行列式

命题 2.12

♠

设多项式

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0.

若 f(x)有 n+ 1个不同的根 b1, b2, · · · , bn+1,即 f(b1) = f(b2) = · · · = f(bn+1) = 0,则 f(x)是零多项式.
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证明 由假设 x0 = a0, x1 = a1, · · · , xn−1 = an−1, xn = an 是下列方程组的解

x0 + b1x1 + · · ·+ bn−1
1 xn−1 + bn1xn = 0

x0 + b2x1 + · · ·+ bn−1
2 xn−1 + bn2xn = 0

· · · · · ·

x0 + bn+1x1 + · · ·+ bn−1
n+1xn−1 + bnn+1xn = 0

上述线性方程组的系数是一个 V anderMonde行列式，又 b1, b2, · · · , bn+1互不相同，所以系数行列式不为零.由
Cramer法则知上述方程组只有零解，即 an = an−1 = · · · = a1 = a0 = 0,故 f(x)是零多项式.

习题 2.25

♠

设 fk(x)(k = 1, 2, · · · , n)是次数不超过 n− 2的多项式，证明：对任意 n个数 a1, a2, · · · , an 均有∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1(a1) f2(a1) · · · fn(a1)

f1(a2) f2(a2) · · · fn(a2)
...

...
...

f1(an) f2(an) · · · fn(an)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

证明 考虑如下多项式函数

g(x)
△
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1(x) f2(x) · · · fn(x)

f1(a2) f2(a2) · · · fn(a2)
...

...
...

f1(an) f2(an) · · · fn(an)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

若 ai(i = 2, · · · , n)中有相同者，则显然有 g(x) = 0.若诸 ai 互不相同，则由 g(ai) = 0(i = 2, · · · , n),知 g(x)有

n− 1个互不相同的根，由命题2.12，知 g(x) = 0.综上，无论何种情况，总有 g(x) = 0，特别 g(a1) = 0,因此原
行列式值等于零.

习题 2.26

♠

计算下列 n阶行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 1 · · · 1

1 1 + a2 · · · 1
...

...
...

1 1 · · · 1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解考虑如下多项式函数

f(x)
△
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 + x 1 · · · 1

1 1 + a2 + x · · · 1
...

...
...

1 1 · · · 1 + an + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

存在自然数 N，当 x > N 时，ai + x(i = 1, 2, · · · , n) 全不为零. 于是由习题2.21知，当 x > N 时 f(x) =
n∏

i=1

(ai + x) +
n∑

j=1

∏
k ̸=j(ak + x). 再由命题2.12知 f(x) =

n∏
i=1

(ai + x) +
n∑

j=1

∏
k ̸=j(ak + x)对任意 x成立.特别对

x = 0成立.因此原行列式 =
n∏

i=1

ai +
n∑

j=1

∏
k ̸=j

ak.
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