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2.5.1 作业选讲

首先我挑了几道作业中我个人认为有必要讲的题目来讲解，其他作业题则根据现场同学需求来决定是否讲

解，没讲的题可以参考群里发的作业答案。

�
笔记由于作业答案都会单独发布，所以下面要讲的几道题就不在讲义里把答案过程抄过来了，而是呈现一个思

考的过程，或者是这道题里的某个点值得注意。

习题 2.28 (第五章第 36题)

♠

将三维几何空间中的直角坐标系 [O; e1, e2, e3]绕单位向量 e = 1√
3
(1, 1, 1)逆时针旋转 θ角，求新坐标与原

坐标之间的关系。

这道题其实可以不使用基变换的方法来做，可以用一些更偏几何的办法来算出答案。另外本周作业中第六

章第 8题也可以通过这样的方法来做，具体的过程可以参考过两天会发的作业答案。大致的思路就是任取一点，
旋转即是其与原点相连的向量绕着旋转轴旋转，这个旋转的轨迹实际上是个圆锥侧面的一部分，那么我们可以只

考虑在这个圆锥的底面圆上旋转，以底面圆心为原点建立坐标系，算出三个标准正交基，即 e1 = (1, 0, 0)T , e2 =

(0, 1, 0)T , e3 = (0, 0, 1)T 旋转后的像，再由旋转变换的线性性，就可以写出这个旋转变换的表达式了。

习题 2.29 (第五章第 44题)

♠

设 Fn[x]是次数小于或等于 n的多项式全体构成的线性空间。

(1)证明 : S = {1, x− 1, (x− 1)2, · · · , (x− 1)n}构成 Fn 的一组基；

(2)求 S 到基 T = {1, x, · · · , xn}的过渡矩阵；
(3)求多项式 p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n ∈ Fn[x]在基 S 下的坐标

这里要注意这不是一般的数组空间，在数组空间里求过渡矩阵时，基向量可以排列成一个可逆方阵，两边

乘上其逆矩阵便能得到过渡矩阵。但这里空间里的元素都是多项式，我们没法把 n个多项式排列成一个 n阶可

逆矩阵，这种做法也就失效了，所以有同学作业里出现如下这样的：

T = (1, x− 1, (x− 1)2, · · · , (x− 1)n)−1(1, x, · · · , xn)

显然是错误的，甚至是没有意义的写法。此外，更多关于一般线性空间的理解在下一节“拓展内容”中会讲到。

习题 2.30 (第五章第 46题)

♠

给定矩阵

A =


0 0 1

1 0 0

4 −2 1


令 V 是与 A乘法可交换的三阶实方阵全体.证明 : V 在矩阵加法与数乘下构成实数域上的线性空间，并

求 V 的一组基与维数。

这道题参考答案中的方法是因为 A,A−1, I 均与 A可交换，并且这里 V 恰好维数为 3，对于一般的这类题

目，其实通法还是设出九个未知数解方程计算，其实这个矩阵 A里有很多 0，所以实际上并不算太过复杂。

习题 2.31 (第六章第 5题)

♠证明：R2 上的可逆线性变换可以分解为关于坐标轴的伸缩、反射及旋转变换的复合。
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2.5 第五次习题课

这道题在群里给过提示，但还是有不少同学在问，思路就是把任意一个可逆方阵 A通过那三种变换一步步

变成单位阵，比如如果有 P1P2 · · ·PnAQ1Q2 · · ·Qm = I，其中 Pi, Qi都是伸缩、旋转、反射变换对应的矩阵，那

么 A = P−1
n · · ·P−1

1 Q−1
m · · ·Q−1

1 ，从而 A (x) = Ax就是这三种变换的复合。

那么我们可以先通过右乘伸缩矩阵来使 A的列向量长度相等，为什么不是左乘呢？因为伸缩矩阵实际上是

在拉伸 x轴和 y轴，左乘就相当于是先作用变换 A，再复合一个伸缩变换，把矩阵左乘一个伸缩矩阵也能看出

来，作用后的结果是原矩阵列向量的 x分量和 y 分量分别作了伸缩，而不是列向量本身，这个时候想让两个列

向量相等的话，我们就不好控制伸缩的比例，甚至还有可能是无解的。但右乘就是先拉伸坐标轴再复合变换A，

就能达到伸缩列向量本身的目的。继续下去就是复合一个旋转，把两个列向量旋转到关于 y 轴对称，这样的话

我们伸缩 y 轴，就能很好地控制两个列向量之间的夹角，从而让它们正交，再通过伸缩单位化，最后用旋转和

反射就能变为 (1, 0)T , (0, 1)T，从而就得到单位阵了。

其实由于矩阵可以分解成初等方阵的乘积，我们也可以仅对初等方阵验证这个命题，但其实没简化多少。

习题 2.32 (第六章第 8题)

♠
在三维几何空间的直角坐标系中，求绕向量 e = (1,−1, 1)T 逆时针旋转 30◦ 角的变换。

与第五章第 36题基本一致，但注意这里的旋转轴不是单位向量（应该是漏了个系数），如果要用旋转公式
要先单位化，好几个同学都是直接带的公式，具体过程见后续发布的作业答案。

还有同学想听第六章那两个求对称变换的题目，其实习题课这会儿第六章这次作业还没截止）所以我只能

说一下思考的过程（包括上面两个题目），对称这种性质比较好的其实可以直接算，设任意一点 (x, y, z)T，其对

称点为 (u, v, w)，我们要做的就是用 x, y, z线性表示出 u, v, w，由于对称，两个点的中点落在对称轴（或对称平

面）上，而且二者连线段对应的向量与对称轴（或对称平面）垂直，这样列出两个方程就能解出关系了。

2.5.2 拓展内容

一般线性空间

一般线性空间，也叫做向量空间，但是这里的“向量”不一定就是通常所指的有方向、有长度的线段，而是

一种抽象的概念。线性空间实质上是一个集合M，只不过是在这个集合上再加上一些运算与结构。考虑一个数

域 F，我们在M 上赋予两个运算：加法与数乘，这里的加法也不一定就是我们通常认为的数字之间的加法，而

是我们定义的一种映射关系，这个映射的定义域是M ×M，值域是M，f :M ×M →M, (α, β) 7→ γ，也就是

把M 上的任意两个元素映到M 上的另外一个元素，我们把这个映射定义为“加法”运算。数乘也同理，它是

定义在 F×M 上的映射，值域为M，也就是把M 上一个元素，及数域 F上一个数，映到M 上另一个元素，我

们把这个映射定义为“数乘”运算。

接下来我们需要对这两个映射做一些限制，以保证它们具有我们想要的好的性质，这也就是所谓构成线性

空间的八条公理，我们可以随便定义“加法”与“数乘”，只要它们能满足这八条公理，我们就可以说：在定义

了这样的“加法”与“数乘”后，M 是数域 F上的线性空间（向量空间），并且把M 中的元素都叫做“向量”。

接下来我们通过几个例子来加深一下理解：

例题 2.32矩阵空间 Fm×n，取数域为 F，我们定义加法为矩阵加法，数乘为矩阵的数乘，那么不难验证 Fm×n就

是数域 F上的线性空间，这里数域为什么取 F？其实我们也可以取 F的任意子域，这是因为我们要保证“加法”
与“数乘”的封闭性，即我们定义的映射仍是要映入 Fm×n内的。比如考虑实矩阵空间 Rm×n，如果取数域为 Q
或 R等等 R的子域，那么数域上的任何数和实矩阵相乘仍然是实矩阵，也就是所谓“封闭”。但如果把数域取为
复数域 C，复数与实矩阵的数乘并不都是实矩阵，这时候实矩阵空间在数乘运算下就不封闭，所以 Rm×n 不是

数域 C上的线性空间，但是是 Q或 R上的线性空间。
同时这个向量空间里的“向量”是一个个 m × n的矩阵，并且容易得到这个空间的维数是 m × n，一组基

为 {Eij : 1 ⩽ i ⩽ m, 1 ⩽ j ⩽ n}，很多同学在刚接触到这个空间时会把它与数组空间搞混，这两个空间里“向
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量”的定义都是完全不同的，从本质上来说就是两个完全不同的空间，在理解了这一点后，相信大家就不会再弄

混这两个空间了。�
笔记但其实也可以把 Fm×n 看作是数组空间 Fmn，我们可以把矩阵的每一列顺次移动到第一列下面，得到一个

mn维的列向量，并且这样的操作显然是一一对应的。

例题 2.33连续函数空间 C[a, b]，是定义在区间 [a, b]上的连续函数全体，加法与数乘就是函数的逐点加法与数乘，

这也是一个向量空间，这时候空间里的“向量”就是一个个连续函数。那么这个空间的维数是什么？回想一下上

面的第五章第 44题，多项式都是连续的，所以多项式空间是其一个子空间，并且 {1, x, x2, · · · }是一组基，也就
是说多项式空间是无穷维的，并且是可数无穷。那么 C[a, b]也是无穷维向量空间。�
笔记实际上 C[a, b]的基的“个数”是不可数无穷的，也就是维数是不可数无穷。

例题 2.34对偶空间 V ∗以及二次对偶空间 V ∗∗，其中 V 是线性空间，V ∗指的是定义在 V 上的线性函数全体构成

的集合，这也是一个向量空间，并且空间里的“向量”是一个个线性函数，我们取 V 的一组基 α1, · · · , αn，那么根

据第六章第 43题的推广，对任意给定的 1 ⩽ i ⩽ n，取 βj = δij 存在线性函数Ai满足Ai(αj) = βj , j = 1, · · · , n，
也就是 Ai 只把 αi 映为 1，把 αj(j 6= i)映为 0，那么我们把 Ai 记为 α∗

i，这也就得到了对偶基。

为什么要这样取对偶基呢？我们把 V ∗ 上任意一个线性函数写成对偶基的线性组合，即 A = λ1α
∗
1 + · · · +

λnα
∗
n，任取 V 中元素 α = µ1α1 + · · ·+ µnαn，那么A (α) = λ1α

∗
1(α) + · · ·+ λnα

∗
n(α) = λ1µ1 + · · ·+ λnµn，可

以看出来我们得到了一种类似向量内积的美观的表示形式！

二次对偶空间 V ∗∗ 就是对偶空间的对偶空间，也就是定义在 V ∗ 上的线性函数全体构成的集合，V ∗∗ 中

的“向量”也是函数，但是这些函数作用的对象是 V ∗ 里的线性函数，任意取定 V 中一个元素 α，定义映射

α∗∗ : V ∗ → R, α∗∗(A ) = A (α)，容易验证线性性，这样我们得到了一个映射 i : V → V ∗∗, α → α∗∗，称这个映

射为 V 到 V ∗∗ 的自然映射或自然嵌入。

例题 2.35不寻常的加法与数乘例子：考虑 R+ = {x ∈ R : x > 0}，取数域为 R，定义加法为 x ⊕ y = xy，数乘

为 λ� x = xλ，容易验证 R+ 是数域 R上的向量空间，这时候“向量”指的是一个个正实数，并且这里加法的
零元是 1，x的加法负元是 1/x，在这个空间里任意不为 1的正实数都可以作为一组基，也就是维数为 1。

商空间

商空间也是一种特殊的线性空间，引入商空间需要先回顾一下第一章所涉及过的等价关系的定义：

定义 2.27 (等价关系)

♣

若集合 A上的一个关系 ∼满足如下三条性质：
(1)自反性：对于任意 x ∈ A，均有 x ∼ x；

(2)对称性：对于任意 x, y ∈ A，若 x ∼ y，则 y ∼ x；

(3)传递性：对于任意 x, y, z ∈ A，若 x ∼ y, y ∼ z，则 x ∼ z，

则称 ∼为 A上的一个等价关系。

等价关系的例子非常多，比如“同班同学关系”、“性别相同关系（我们假定每个人只有一种性别）”都是常

见的等价关系。矩阵的相抵、相似等等也都是等价关系。给定集合上的一个等价关系，我们就能将集合划分为一

个个非空且互不相交的“等价类”：

定义 2.28 (等价类、商集、商映射)
设 ∼是集合 A上的一个等价关系。

(1)对于任意的 x ∈ A，称 [x] ≜ {y ∈ A : x ∼ y}为元素 x所在的等价类，（注意等价类是一个集合，集合

中的元素互相等价）。[x]中任意一个元素都被称为 [x]的一个代表元。

(2)称所有等价类的集合 A/ ∼≜ {[x] : x ∈ A}为集合 A在该等价关系下的商集。
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♣
(3)称映射 p : A→ A/ ∼, x→ [x]为商映射（容易看出 p一定是满射）。

接下来，考虑数域 F上的线性空间 V，任取 V 的一个子空间W，∀α, β ∈ V，若 α− β ∈W，则称 α与 β模

W 同余，记作 α ≡ β(mod W )，那么不难看出模W 同余是 V 上的一个等价关系，等价类便是模W 的同余类。

记 Aα = {α+ γ : γ ∈W}，显然 Aα ⊂ [α]，而任取 β ∈ [α]，记 γ0 = β − α ∈W，则 β = α+ γ0 ∈ Aα，从而有

[α] ⊂ Aα，所以 [α] = Aα，从而我们得到了在这个等价关系下的等价类的表示。

并且我们定义等价类之间的加法和数乘：[α] + [β] = [α + β], λ[α] = [λα]，且由于W 是 V 的子空间，那么

也是线性空间，由此容易验证我们定义的加法和数乘不依赖于代表元的选取，即是良定的。

那么根据上述结果，等价类构成的集合也构成了一个线性空间，我们便可以给出商空间的定义：

定义 2.29 (商空间)

♣

对于数域 F上的线性空间 V，W 是 V 的一个子空间，记所有模W 的同余类（等价类）的集合为 V/W，

其在等价类的加法与数乘下也构成数域 F上的线性空间，称为 V 关于W 的商空间。

上面的叙述可能比较抽象，下面我们通过一个简单的例子来辅助理解：

考虑二维平面，即 R2，记W = {(x, 0) : x ∈ R}，即为 x轴，则W 为 R2 的一个子空间，我们考虑 R2/W 是什

么，容易看出 α− β ∈W 当且仅当 α与 β 有相同的纵坐标，那么等价类 [α]就是过 α且和 x轴平行的直线。

β

α

α+ β

x

y

[α]

[β]

[α+ β]

图 2.5: R2/W

我们在每个等价类中取一个代表元，定义一个映射把每个等价类映回这个代表元，这样就能得到商空间

R2/W 到 R2的一个嵌入，比如我们可以取代表元为这些直线与 y轴的交点，那么我们得到的嵌入映射的像是什

么？是 y轴！而 y轴与 x轴 (W )的直和恰好就是全空间 R2，这是不是可以给我们一些启发？

事实上，我们有如下的结论：

定理 2.3

♥

设W 是线性空间 V 的子空间，W ′ 为其补空间，即 V =W ⊕W ′, V/W 是 V 模W 的商空间。定义映射

η :W ′ → V/M 如下：对任意 α ∈W ′, η (α) = [α]，则 η是W ′ 到 V/M 的线性同构（一一对应）。

证明 显然 η 是线性映射，任取 [α] ∈ V/W，那么 α ∈ V = W ⊕W ′，因此存在唯一的 β ∈ W,γ ∈ W ′ 满足

α = β + γ，由于 α− γ = β ∈ W，所以 α ≡ γ (mod W ) . 故 [γ] = [α] . 即对任意 [α] ∈ V/W，存在 γ ∈ W ′，使

得 η(γ) = [γ] = [α]，故 η是满射。

其次，设 γ1, γ2 ∈ W ′，且 η (γ1) = η (γ2)，则 [γ1] = [γ2]，从而 γ1 ≡ γ2 (mod W )，即 γ1 − γ2 ∈ W，而

γ1, γ2 ∈W ′，故 γ1 − γ2 ∈W ′，因此, γ1 − γ2 ∈W ∩W ′。由于W ′是W 的补空间，所以W ∩W ′ = {0}，那么
只有 γ1 − γ2 = 0，即 γ1 = γ2，从而 η是单射。

因此，η是线性同构3，从而W ′ 和 V/W 同构。

由上述定理我们还能得到下面这样一个自然的推论：

3两个线性空间线性同构是指存在它们之间的线性双射，将这个双射称为同构映射，简称同构，同构空间具有很多相同的性质。
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推论 2.3

♥
设W 是线性空间 V 的子空间，则 V 关于W 的商空间 V/W 的维数为 dim (V/W ) = dimV − dimW.

证明 由定理2.3，dim(V/W ) = dim(W ′) = dimV − dimW，其中W ′ 为W 的补空间。

不变子空间

上次课我们初次学习到了特征值和特征向量的概念，线性映射把它的特征向量映为其常数倍，那么特征向

量的任意常数倍也都是特征向量，且相同特征值对应的特征向量的和仍然是该特征值对应的特征向量，那如果

我们考虑某个特征值对应的所有特征向量全体构成的集合，这个集合就也是一个线性空间，我们称其为特征子

空间。并且特征子空间在映射下的像仍然落在特征子空间里。

那么我们来研究一个更广泛的有类似性质的子空间，即不变子空间：

定义 2.30 (不变子空间)

♣

设 A : V → V 是线性变换，U 是 V 的子空间，如果对任意 α ∈ U，都有 A (α) ∈ U，即 A (U) ⊂ U，则

称 U 为线性变换 A 的一个不变子空间。

研究不变子空间有什么用处呢？我们取不变子空间上的一组基，并把它们扩充成全空间的基，我们发现线

性变换在这组基下的矩阵具有很好的形式：

定理 2.4

♥

设 A 是 V 上的线性变换，U 是 A 的不变子空间。设 {α1, α2, · · ·，αk}是 U 的一组基，则 A 在 V 的基

{α1, α2, · · · , αk, αk+1, · · · , αn}下的方阵是准上三角方阵。

证明 因为 U 是 A 的不变子空间，所以对 1 ⩽ i ⩽ k,A (αj) ∈ U，由于 {α1, α2 , · · · , αk}是 U 的基，因此设

A (αi) = ai1α1 + ai2α2 + · · · + aikαk.而当 k + 1 ⩽ j ⩽ n时，由于 {α1, α2, · · · , αk, αk+1, · · · , αn}为 V 的基，

故设 A (αj) = aj1α1 + aj2α2 + · · ·+ ajnαn，因此：

A (α1, · · · , αn) = (α1, · · · , αn)



a11 · · · ak1 ak+1,1 · · · an1
...

. . .
...

...
...

a1k · · · akk ak+1,k · · · ank

0 · · · 0 ak+1,k+1 · · · an,k+1

...
. . .

...
...

. . .
...

0 · · · 0 ak+1,n · · · ann


,定理得证。

同时反过来也容易发现：如果线性变换 A 在基 {α1, α2, · · · , αn}下的方阵是准上三角的，且其左上角的块
是一个 k阶的方阵，那么由 {α1, α2, · · · , αk}生成的子空间是 A 的一个不变子空间。

那么我们就会发现，如果可以把 V 分解成一系列A 的不变子空间的直和，那么这些不变子空间的基的并集

构成 V 的一组基，并且A 在这组基下的矩阵是准对角阵！这个时候，你可能就会对相似标准形的求解产生一些

想法，其实求解相似标准形的过程中很重要的一步实质上就是一个不变子空间分解的过程。

2.5.3 补充题目

习题 2.33
将数域 F上 n维 (n ⩾ 2)数组空间 Fn 中的每个向量 α = (a1, a2, · · · , an)看作一个具有 n项的数列，如

下集合W 是否构成 Fn 的一个子空间？如果是，求出它的维数及一组基。

(1) Fn 中所有的等比数列组成的集合。
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♠(2) Fn 中所有的等差数列组成的集合。

解 (1)不是子空间，对加法不封闭，如取等比数列 (1, q, · · · , qn−1)与 (−1, q, · · · , (−1)nqn−1)其和 (0, 2q, 0, · · · )
显然不是等比数列，从而不是子空间。

(2)是子空间，显然任意两个等差数列之和、任意等差数列的常数倍仍是等差数列，且任意等差数列

(a, a+ d, · · · , a+ (n− 1)d) = a(1, 1, · · · , 1) + d(0, 1, 2, · · · , n− 1)

都是两个线性无关等差数列 (1, 1, · · · , 1)及 (0, 1, 2, · · · , n− 1)的线性组合，从而这两个等差数列构成一组基，那

么该子空间的维数是 2.

习题 2.34

♠

设W1,W2 分别是数域 F上齐次线性方程组 x1 + x2 + · · ·+ xn = 0与 x1 = x2 = · · · = xn 的解空间。

求证：Fn =W1 ⊕W2。

证明 设X0 = (x1, · · · , xn) ∈W1 ∩W2，由X0 ∈W2知X0 = (x1, · · · , x1)，由X0 ∈W1知 nx1 = 0，则 x1 = 0，

X0 = 0。那么W1 ∩W2 = {0}，W1 +W2 =W1 ⊕W2。对每个X = (x1, · · · , xn) ∈ Fn，令 c = 1
n (x1 + · · ·+ xn)，

X2 = (c, · · · , c)，X1 = X −X2 = (x1 − c, · · · , xn − c)，由 (x1 − c) + · · ·+ (xn − c) = (x1 + · · ·+ xn)− nc = 0

知 X1 ∈W1, X2 ∈W2，而 X = X1 +X2 ∈W1 +W2。从而 Fn =W1 +W2 =W1 ⊕W2.

习题 2.35

♠

设 f 是 Fn×n上的线性函数，且 f(AB) = f(BA)，对任意 n阶方阵 A,B都成立，证明：存在常数 c ∈ F，
使 f(A) = c · tr(A).

证明 取 Fn×n 上的一组自然基 {Eij : 1 ⩽ i, j ⩽ n}，其中 Eij 为 (i, j)位置元素为 1，其余位置均为 0的 n阶方

阵。那么对任意的 i, j, k, t，有 EkiEij = Ekj，而 i 6= t时，有 EkiEtj = O，因此有：

f(Eij) = f(EiiEij) = f(EijEii) = f(O) = O (i 6= j);

f(Eii) = f(Ei1E1i) = f(E1iEi1) = f(E11)

那么对于任意的 n阶方阵 A =
∑

1⩽i,j⩽n

aijEij，有 f(A) =
∑

1⩽i,j⩽n

aijf(Eij) = (a11+ · · ·+ann)f(E11) = c · tr(A).

其中 c = f(E11)为常数，这样就证明了命题。

习题 2.36

♠

设 A : U → U 是线性变换，证明存在线性变换B : U → U，使得 A B = 0，且 rank(A ) + rank(B) =

dimU.

证明 取 U 的一组基 {α1, · · · , αn}，设A 在这组基下的矩阵是A，那么存在可逆方阵 P,Q使A = P

(
Ir O

O O

)
Q，

rank(A ) = rank(A) = r，取 B = Q−1

(
O O

O In−r

)
，则 AB = O，那么由第六章作业第 43题，可以定义线性

变换B，满足其在基 {α1, · · · , αn}下的矩阵为 B，则 rank(B) = rank(B) = n− r，那么有：

A B(α1, · · · , αn) = A (α1, · · · , αn)B = (α1, · · · , αn)AB = O

于是 A B = 0，且 rank(A ) + rank(B) = r + n− r = n = dimU，即证。�
笔记涉及线性变换的秩的题目一般都是转化到矩阵会更好处理。这道题其实就是想办法让 0和 1交错开.
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习题 2.37

♠

已知线性空间 V 上的线性变换 A 满足条件 A 2 = A，求证：

(1) V = ImA ⊕ kerA；

(2) A 在任何一组基下的矩阵 A满足条件 rank(A) = tr(A)；

(3)在适当的基下将 V 的向量用坐标表示，可以使 A 具有投影变换的形式，即：

(x1, · · · , xr, xr+1, · · · , xn)T → (x1, · · · , xr, 0, · · · , 0)T

证明 (1)设 α ∈ ImA ∩ kerA，则由 α ∈ ImA , ∃β ∈ V 使 α = A (β)。再由 α ∈ kerA 知 A (α) = 0，于是

α = A (β) = A 2(β) = A (A (β)) = A (α) = 0。那么 ImA ∩ kerA = {0}。故 ImA + kerA = ImA ⊕ kerA。

而 dimV = dim ImA + dimkerA，故 V = ImA ⊕ kerA .

(2)由 V = ImA ⊕ kerA 知 ImA 的任意一组基 S1 = {α1, · · · , αr}与 kerA 的任一组基 S0 = {β1, · · · , βk}的
并M1 = {α1, · · · , αr, β1, · · · , βk}是 V 的一组基，其中每个 βj ∈ kerA 满足 A (βj) = 0，每个 αi ∈ ImA 能写

成 A (γi)的形式 (γi ∈ V )，于是 A (αi) = A 2(γi) = A (γi) = αi，那么有：

A (α1, · · · , αr, β1, · · · , βk) = (α1, · · · , αr, β1, · · · , βk)

(
Ir O

O O

)
即 A 在这组基下的矩阵为 A1 = diag(Ir, O)，其满足 tr(A1) = r = rank(A1)。而在任意一组基 M 下的矩阵

A = P−1A1P，其中可逆方阵 P 是M1 到M 的过渡矩阵。那么有 rank(A) = rank(P−1A1P ) = rank(A1)，且

tr(A) = tr(P−1A1P ) = tr(A1) = rank(A1) = rank(A).

(3)由 (2)，A 在基M1 下的矩阵为 A1 = diag(1, · · · , 1, 0, · · · , 0)。那么坐标为 X = (x1, · · · , xn)T 的向量被 A

映到坐标为 A1X = (x1, · · · , xr, 0, · · · , 0)T 的向量，即具有所要求的投影变换形式。

115


	第 2 章 习题课讲义
	2.5 第五次习题课
	2.5.1 作业选讲
	2.5.2 拓展内容
	2.5.3 补充题目



