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2.8 第八次习题课

2.8.1 期末复习知识点整理

期末考试主要考察后三章（即六、七、八）三章，期中前的内容大概率不会单独考察，但实际上后半学期

的内容也是建立在前面章节的基础上的，所以打牢基础才是最重要的。在理解和掌握基本概念的基础上再适当

做几套往年考试题，就能拿到一个比较理想的成绩了。接下来我们按照书上章节的顺序梳理一下重要的知识点，

并适当结合一些往年的真题来加深理解。

注助教考试前也是看不到卷子的，所以我们仅是在个人理解范围内，尽可能帮助大家建立一个知识框架，可用

于查漏补缺，但不能代表考试重点和考试题型，如有错误或疏漏欢迎指正。

注标注 *的表示不要求掌握，但我觉得值得了解的内容。

线性变换

¶数组空间上的线性映射

数组空间上线性映射（变换）可与矩阵一一对应

由上条推出的线性映射（变换）的秩与矩阵的秩的对应关系

验证是否是线性映射（变换）：保加法、保数乘（*注意数域的选取）
像空间与核空间维数和为 n

¶线性变换的特征值与特征向量

特征值与特征向量的定义（注意特征向量是非零向量）

特征值与特征向量的几何意义：一般考虑二维情形，即椭圆长短轴，就足够了。但是这只对线性变换可对

角化的情形成立，变换不可对角化时不能通过求特征值来得到长短轴长度，因为二维情形下，不可对角化

说明变换只有一个特征值，且对应的特征子空间是一维的，自然无法求出两个对称轴。

例题 2.45（2023-2024第二学期期末填空 6.）设平面 R2上的线性变换B : (x, y)T 7→ (x+ y, y)将单位圆 C

变为椭圆 E，则 E 的长半轴的长度为：

解这个变换对应的矩阵是不能对角化的，所以我们采用另外一种方式：单位圆上一点 (cos θ, sin θ)在变换

后的像为 (cos θ+sin θ, sin θ)，由线性性，原点仍然是椭圆的中心，那么我们只需要最大化这个点到原点的

距离，即为长半轴长度，(cos θ + sin θ)2 + (sin θ)2 = 1 + sin2 θ + sin 2θ =
3

2
− 1

2
cos 2θ + sin 2θ，最大值为

3 +
√
5

2
，故 E 的长半轴的长度为

1 +
√
5

2
（实际上根据取最大值时的 θ值，也可定出长半轴方向）。

特征子空间，*为了使其成为子空间，将特征向量全体再并上零向量。
特征值与特征向量的求解：先求出特征多项式，再对代入每个特征值求解线性方程组得到特征向量。

注意特征值相同不能推出特征向量相同，比如 A与 AT（很多人作业里犯过这个错误）。

特征值与矩阵迹、行列式的关系：tr(A) = λ1 + · · ·+ λn, det(A) = λ1 · · ·λn.

¶矩阵的相似

相似的定义。*看清楚在什么数域上相似（如实相似和复相似是不同的）。
相似的矩阵有相同的特征多项式和特征值，但不一定有相同的特征向量。

相似的矩阵有相同的迹与行列式，秩也相同，这是上面一条与上节最后一条的推论。

n阶方阵 A可对角化的充要条件：

(1) A有 n个线性无关的特征向量
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(2) A每个特征值的代数重数与几何重数相等（回顾代数重数和几何重数的定义：特征多项式中的幂
次与特征子空间的维数。实际上很容易推出与 (1)等价）。
不同特征值对应的特征向量线性无关，利用这个可以推出特征值两两不同的方阵一定可以对角化。同时这

个命题的证明方法也值得看一看（利用归纳法）。

实对称方阵的特征值都是实数，且不同特征值对应的特征向量是正交的，且一定可以正交相似对角化。（教

材命题 7.3.4，命题 7.3.5，定理 7.3.6）这个很重要，最好要熟悉证明过程。

例题 2.46（2023-2024第二学期期末 6.）设 A,B 均为 n阶实对称方阵，满足 AB = BA.
(1)证明：存在非零列向量 v ∈ Rn，使得 v同时为 A和 B 的特征向量。

(2)证明：存在 n阶正交方阵 P，使得 P−1AP 与 P−1BP 均为对角矩阵。

证明 任取 (2)中的 P 的一个列向量作为 v，满足 (1)中条件，只证明 (2)即可。
将 A正交相似到对角阵：T−1AT = Λ，由题有 T−1ATT−1BT = T−1ABT = T−1BAT = T−1BTT−1AT

即 B̃ = T−1BT 与 Λ可交换。由上面的命题可将 Λ与 B̃ 写为分块形式：

Λ =


λ1Ir1 0

. . .
0 λsIrs

 B̃ =


B11 · · · B1s

...
. . .

...
Bs1 · · · Bss


其中 λi 是 A的互不相同的特征值。考察 ΛB̃ 与 B̃Λ的第 (i, j)个分量得到 λiBij = λjBij，且由于 λi 6=
λj , i 6= j，所以 Bij = 0, i 6= j。所以 B̃是准对角阵。注意到 B̃是实对称阵，所以 Bii是实对称阵，从而对

每一个 Bii，均存在一个 Qi，使得 Q−1
i BiiQi 为对角阵。记

Q =


Q1 0

. . .
0 Qs


取 P = TQ，则 P 满足题意。

实对称矩阵正交相似到对角阵的具体过程，可参考教材例 7.3.3，这个计算过程一定要会。

例题 2.47（教材例 7.3.3）设 A =


1 2 2

2 1 2

2 2 1

，求正交阵 T，使 T−1AT 为对角阵

解具体过程参见教材，一定要自己动手算一下，这类题目既有计算特征多项式，又涉及 Schmidt正交化，
不注意就可能会算错。

任意一个复方阵都可以相似于一个上三角阵，且主对角线元素都是特征值（用数学归纳法证明）。

¶一般空间上的线性变换

一般线性空间上的线性映射（变换）的定义：保加法和数乘。这里我们不能直接以矩阵的形式 (y = Ax)

来表示线性映射（变换），数组空间可以这么做是因为矩阵与数组向量有一个良定的乘法运算，但在一般

的线性空间中，我们甚至不知道这里“向量”的具体形式，因而 Ax也是没有定义的。但我们仍然可以用

线性映射（变换）在基下的矩阵来表示它，注意这二者是有区别的。

例题 2.48定义 Λ : C[a, b] → R,Λ(f) = f(0)，显然这是一个线性映射，但是无法用 y = Ax的形式来表示。

即使我们取 C[a, b]的一个有限维子空间 Pn[a, b]，即次数不超过 n次的多项式全体构成的空间，仍然不能

以这种形式来表示，但这个映射在基 {1, x, · · · , xn}下的矩阵为 diag(1, 0, · · · , 0)

线性相关的向量在线性映射作用后仍然线性相关

（根据个人经验，本课程在涉及线性映射在基下的矩阵时，一般只考虑线性变换）线性变换在一组基下的矩

阵实际上是每个变换后的基向量在这组基下的坐标。

线性变换在基下的矩阵导出坐标变换 y = Ax，这里 x与 y分别是 α与 A α在基下的坐标（定理 6.4.3）。
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线性变换在不同基下的矩阵相似，相差的矩阵即为两组基之间的过渡矩阵。

例题 2.49（2024-2025第一学期期末判断 2.）设 V 是 n维线性空间，A 是 V 上的线性变换，若A 在 V 的

任意一组基下的矩阵都相等，则 A 是 V 上的数乘变换。

解正确，由不同基下矩阵之间相似可以得到 A = PAP−1对任意可逆矩阵 P 都成立，即 AP = PA，从而

只能是 A = λI，也就是 A 为数乘变换。

线性变换与其在任一组基下的矩阵的有相同的特征值。

例题 2.50（教材例 6.4.10）设 A =

(
1 1

0 2

)
, V = F 2×2 为线性空间，定义 V 上的线性变换 A : AM =

AM,M ∈ V，求 A 的特征值和特征向量。

解具体过程参见教材，这类题考试还是常考的，只要对线性映射理解透彻的话就很容易做。首先 A是用

来定义这个映射的，并不是这个映射在基下的矩阵，这二者是完全不同的，空间 V 的维数是 4，所以变换

在基下的矩阵也一定是 4阶方阵。并且要记住线性变换在基下的矩阵是坐标，所以这个矩阵的特征向量也

是在基下的坐标，所以 A 的特征向量是这组基乘上坐标，而不是矩阵的特征向量（V 中的“向量”是二

阶方阵，而不是数组向量）。

线性变换 A 可对角化的定义：其在某组基下的矩阵 A为对角阵。同时变换的特征多项式、秩、迹、行列

式也是类似定义，*它们良定因为这些都是相似不变量。

内积空间及变换

¶数组内积空间的定义与性质

用度量矩阵来定义的数组空间内积，三条性质：对称性、线性性、正定性。

用内积来诱导度量（或说是向量的模长），Cauchy-Schwarz不等式。
度量（距离）的三条性质：对称性、正定性、三角不等式，向量夹角，勾股定理（教材命题 7.1.2）

¶标准正交基

标准正交基：标准：模长都是 1；正交：两两正交；基：构成空间的一组基。

Schmidt正交化（基本是每年必考的）：一定要熟悉正交化的过程，实质上是一个正交分解的过程，顺次在
前面每个已经构建好的两两正交的向量上做投影，减去这些投影的和，就得到与前面都正交的一个向量，

再单位化，不断重复。理解了这个几何视角就会好记忆很多，但是计算时也要小心不要出错。

例题 2.51（2024-2025第一学期期末 4.）记 V 是所有 2阶实对称方阵构成的实线性空间。对于 V 中任意两

个矩阵，定义 〈A,B〉 = tr(AB)，则 (V, 〈·, ·〉)构成一个欧式空间。

(1)考虑 V 中向量 A1 =

(
1 1

1 0

)
, A2 =

(
0 1

1 1

)
。将 A1, A2 扩充为 V 的一组基 Γ1。

(2)利用 Schmidt正交化，从 Γ1 构造 V 的一组标准正交基 Γ2。

解 (1)显然 V 的维数是 3，我们可以先考虑 A1, A2生成的子空间，我们发现这两个向量的线性组合可以让

两个对角元取到任意值，但是另外两个元素受到组合系数的约束，所以我们可以取 A3 =

(
0 1

1 0

)
.

(2) 按照题目上内积的定义来计算向量模长。|A1|2 = tr(A · A) = 3, |A1| =
√
3，故取 e1 = 1√

3
A1. β2 =

A2 − tr(A2, e1)e1 =
1

3

(
−2 1

1 3

)
, e2 =

1

|β2|
β2 =

1√
15

(
−2 1

1 3

)
, β3 = A3 − tr(A3, e1)e1 − tr(A3, e2)e2 =

1

5

(
2 −1

−1 2

)
, e3 =

1

|β3|
β3 =

1√
10

(
2 −1

−1 2

)
，e1, e2, e3 即为一组标准正交基。
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正交方阵的定义：QQT = QTQ = I，等价的条件：Q的行（或列）向量构成 Rn的一组标准正交基。前者

常用于验证方阵为正交方阵，或在某些问题中将单位阵 I 写为 QQT 来简化处理；后者则常常是已知是正

交方阵情况下，用这个性质来处理问题。

例题 2.52（2024-2025第一学期期末判断 3.）设A,B是 n阶正交矩阵，满足 |A|+ |B| = 0，则 |A+B| = 0.

解正确，这里显然是用正交方阵的定义来处理，我们有 |A+B| = |BBTA+BATA| = |B||BT +AT ||A| =
−|A|2|A+B| = −|A+B|，故有 |A+B| = 0.

例题 2.53（2024-2025第一学期期末 6.）考虑实对角阵 A = diag(a1, · · · , an)，其中 a1 > · · · > an > 0，设

P,Q是 n阶正交矩阵，且 PA = AQ，证明 P = Q.
证明 这里给出了我们A中元素的形式，这提示我们用上述正交矩阵的第二个性质，设P = (pij), Q = (qij)，

则 PA = AQ即： 
a1p11 a2p12 · · · anp1n

a1p21 a2p22 · · · anp2n
...

...
...

...
a1pn1 a2pn2 · · · anpnn

 =


a1q11 a1q12 · · · a1q1n

a2q21 a2q22 · · · a2q2n
...

...
...

...
anqn1 anqn2 · · · anqnn


由于Q是正交方阵，AQ的第 1个行向量的模长平方是 a21，再由 PA的形式，a21 =

∑n
k=1 a

2
kp

2
1k ⩽ a21，说明

等号成立，那么只有 |p11| = 1, p1j = 0, j = 2, · · · , n，类似地可得 P,Q均为对角阵，而 ai > 0，故 P = Q.

正交方阵的一些性质（教材定理 7.2.4），上面的例题也有用到这些性质。
(1)单位阵是正交方阵
(2)若 A,B 是同阶正交方阵，则 AB 也是正交方阵

(3)若 A是正交方阵，则 AT = A−1 也是正交方阵

(4)正交方阵的行列式是 1或 −1

(5)正交方阵的特征值模长为 1

正交子空间、正交投影。正交投影在处理最佳逼近元问题时可以在一定程度上简化计算。

例题 2.54（2021-2022第二学期期末 4.）在数域 R上次数不超过 3的多项式全体构成的线性空间 R3[x]上

定义内积 〈f, g〉 =
∫ 1

−1

f(x)g(x)dx.

(1)将向量组 1, x, x2 按顺序使用 Schmidt正交化得到单位正交向量组。
(2)令W = 〈1, x, x2〉。求多项式 p(x) ∈W 使得 |x3 − p(x)|达到最小。

解 (1)按正交化过程计算即可，单位正交向量组为

{√
2

2
,

√
6

2
x,

√
10

4
(3x2 − 1)

}
，记为 {e1, e2, e3}

(2)我们用正交投影的方法来处理这个问题，要求的 p(x)即为 x3 在子空间W 上的正交投影。

即 p(x) = 〈x3, e1〉e1 + 〈x3, e2〉e2 + 〈x3, e3〉e3 =

√
6

5
·
√
6

2
x =

3

5
x（前后两项由于是奇函数，积分为 0）。

2.8.2 同时对角化

习题 2.48 (公共特征向量)

♠

设 A ,B是线性空间 V 上的线性变换，若 A B = BA 且 A ,B的特征值均在 F中.则 A ,B有公共特征

向量.

证明 由 A 的特征值在 F 中，知存在 λ0 ∈ F, 使得 Vλ0
= {x ∈ V : A x = λ0x} 6= ∅. 对任意 x ∈ Vλ0

, 有
A Bx = BA x = λ0Bx,故Bx ∈ Vλ0

，因此 Vλ0
是B-不变子空间.由于B 的特征值均在 F中，因此B|Vλ0

的

特征值也均在 F中，故存在 x0 ∈ Vλ0 及 µ0 ∈ F,使得Bx0 = µ0x0.x0 及为所求.

注[矩阵语言]设矩阵 A,B ∈ Fn×n,AB = BA且 A,B 特征值均在 F中.则矩阵 A,B 有公共特征向量.考虑线性
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变换 A : Fn → Fn x 7→ Ax;B : Fn → Fn x 7→ Bx,易知 A B = BA 由上例立明.

习题 2.49

♠

设 A ,B 是线性空间 V 上的线性变换，若 A B = BA，A ,B 的特征值均在 F中且 A 有 n = dimV 个

不同的特征值.则存在 V 中的一组基，使得 A ,B在这组基下的矩阵均为对角矩阵.

证明 设 A 的特征值为 λ1, · · · , λn,对应的特征向量为 α1, · · · , αn.则 V = Vλ1
⊕ · · · ⊕ Vλn

且 Vλi
= span{α}.同

上例知 Vλi
是 B-不变子空间.特别地，存在 µi ∈ F，使得 Bαi = µiαi.因此线性变换 A ,B 在基 {α1, · · · , αn}

下对应的矩阵均为对角矩阵.

注[矩阵语言]设 A,B ∈ Fn×n,AB = BA,A,B 的特征值均在 F中且 A有 n个不同的特征值.则存在可逆矩阵 P，

使得 P−1AP,P−1BP 同时为对角矩阵.
证明 作业题.

习题 2.50

♠

设 A ,B 是 V 上的线性变换，若 A B = BA 且存在两组基使得 A ,B 分别在这两组基下对应的矩阵是

对角矩阵.则存在一组基，使得 A ,B在这组基下对应的矩阵同时为对角矩阵.

证明 由于 A 可对角化，因此 V 可以分解成 A 的特征子空间的直和,即 V = Vλ1 ⊕ · · · ⊕ Vλk
，其中 Vλi = {x ∈

V : A x = λix}.且 λi 6= λj .同上，知 Vλi
是B-不变子空间.下面对 n = dimV 进行归纳.当 n = 1时，显然.假

设命题对小于 n时成立，下面需说明命题对 n成立.当 k = 1时，A = λ1idV ,又B可以对角化，因此 A ,B可

以同时对角化.当 k > 1时，dimVλi
< n,又 A B = BA，故 A |Vλi

B|Vλi
= B|Vλi

A |Vλi
,A |Vλi

,B|Vλi
在 Vλi

上

可对角化.由归纳假设，知存在 Vλi 上的一组基 ei1 , · · · , eisi 使得 A |Vλi
,B|Vλi

在这组基下为对角矩阵，将诸如

此类基拼成 V 的基，易知 A ,B在这组基下的矩阵为对角矩阵.

注[矩阵语言]设 A,B ∈ Fn×n,若 AB = BA且 A,B 均可对角化.则 A,B 可以同时对角化.
证明 对矩阵阶数进行归纳，当 n = 1时，显然.假设命题对于小于 n时成立，现需证明命题对于 n成立.存在

可逆矩阵 P ,使得 P−1AP = diag(λ1Il1 , · · · , λsIls),记 P−1BP =


B11 · · · B1k

...
...

Bk1 · · · Bkk

,其中 λi 6= λj(i 6= j).由

AB = BA 知矩阵 P−1AP 与矩阵 P−1BP 可交换. 故 λiBij = λjBij(i 6= j), 故 Bij = 0(i 6= j). 当 k = 1 时，

A 为数量矩阵，结论显然. 当 k > 1 时，Bii 阶数小于 n，存在可逆矩阵 Qii, 使得 Q−1
ii BiiQii 为对角矩阵. 令

Q = diag(Q11, · · · , Qkk),令 T = QP，则有 T−1AT 与 T−1BT 同时为对角矩阵.�
笔记还可以证明:(1)若 A1, · · · , Am ∈ Fn×n两两可交换，且它们的特征值均在 F中，则 A1, · · · , Am有公共特征

向量.
(2)若 A1, · · · , Am ∈ Fn×n 两两可交换，且它们在 F中均可对角化，则 A1, · · · , Am 可同时对角化.

2.8.3 半正定矩阵开 k次方

习题 2.51

♠

设 B是 n阶半正定矩阵，µ1, · · · , µn是 B的 n个特征值.则对任意给定的正整数 k，存在一个只和 µk
i 有

关的实系数多项式 f(x)，满足 B = f(Bk).

证明 设 µ1, · · · , µn中互不相同的数为 µ1, · · · , µs,记 λi = µk
i ,令 f(x) =

s∑
i=1

(x−λ1)···(x−λi−1)(x−λi+1)···(x−λs)
λi−λ1···(λi−λi−1)(λi−λi+1)···(λi−λs)

.存

在正交矩阵 Q,使得 QTBQ = diag(µ1, · · · , µn),易验证 B = f(Bk).
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2.8 第八次习题课

习题 2.52

♠设 A是 n阶半正定矩阵.则对任意正整数 k，存在唯一的 n阶半正定矩阵 B,使得 A = Bk.

证明 （存在性）存在正交矩阵 P，使 PTAP = diag(λi, · · · , λn),其中 λi ≥ 0.令 B = Pdiag(λ
1
k
1 , · · · , λ

1
k
n )PT ,则

B 半正定且 Bk = A.
（唯一性）若 Bk = A,设 B 的特征值为 µi，则 A的特征值为 λ

1
k
i ,由上例，存在一个只与 µi 有关的多项式 f(x)

使得 f(A) = f(Bk) = B.若还有 C,满足 Ck = A,同上分析有 C = f(Ck) = f(A),从而 B = C.�
笔记我们一般将上例中 B 定义为 A

1
k ,由以上两个例子知，这个定义是合理的 (存在且唯一).

注第十六次作业中的补充题对正定矩阵同时开根号即可.

一学期的助教工作已经走向尾声了，在这里送给大家一句话作为本学期课程的结束：

我们是孩子，但是我们精力充沛，勇往直前……
——1831年 6月 16日伽罗瓦在法庭上的辩护词

最后，祝大家期末考试取得好成绩！
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