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1.3 第五周作业

1.3.1 作业答案

习题 1.10 (第三章第 6题)

♠

证明： ∣∣∣∣∣a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣b11 b12

b21 b22

∣∣∣∣∣
证明 证法一：考虑四阶行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 0 0

a21 a22 0 0

−1 0 b11 b12

0 −1 b21 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
我们用后面两行将前两行前两列的四个元素消为 0：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 0 0

a21 a22 0 0

−1 0 b11 b12

0 −1 b21 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11r3+a12r4→r1============
a21r3+a22r4→r2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22

0 0 a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

−1 0 b11 b12

0 −1 b21 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.1)

分别对式 (1.1)两边的前两行进行拉普拉斯展开得：

LHS = (−1)1+2+1+2

∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣b11 b12

b21 b22

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣b11 b12

b21 b22

∣∣∣∣∣ (1.2)

RHS = (−1)1+2+3+4

∣∣∣∣∣a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣−1 0

0 −1

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

∣∣∣∣∣ (1.3)

证毕.

证法二：将等式两边行列式完全展开，分别对比 8项得证 (这种方法只适用于二、三阶这样的低阶行列式，高阶
行列式展开项数过多，费时费力)

注本题即是以下性质的二阶形式，感兴趣的同学可自行证明：设 A,B ∈ Fn×n，有

det(AB) = det(A)det(B) (1.4)

习题 1.11 (第三章第 7题)

♠

证明： ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 1 0

a21 a22 0 1

1 0 b11 b12

0 1 b21 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣a11b11 + a12b21 − 1 a11b12 + a12b22

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22 − 1

∣∣∣∣∣

证明 证法一：类似于上题中的证法一，我们将左边四阶行列式的前两行前两列四个元素消为 0：
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1.3 第五周作业

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 1 0

a21 a22 0 1

1 0 b11 b12

0 1 b21 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−a11r3−a12r4→r1==============
−a21r3−a22r4→r2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1− a11b11 − a12b21 −a11b12 − a12b22

0 0 −a21b11 − a22b21 1− a21b12 − a22b22

1 0 b11 b12

0 1 b21 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.5)

对式 (1.5)的右边进行拉普拉斯展开得：

RHS = (−1)1+2+3+4

∣∣∣∣∣1− a11b11 − a12b21 −a11b12 − a12b22

−a21b11 − a22b21 1− a21b12 − a22b22

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣1 0

0 1

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣a11b11 + a12b21 − 1 a11b12 + a12b22

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22 − 1

∣∣∣∣∣ (1.6)

证毕

证法二：这里给出一种笔者能想到的较为简单的展开证法∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 1 0

a21 a22 0 1

1 0 b11 b12

0 1 b21 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 0 0

a21 a22 0 1

1 0 b11 b12

0 1 b21 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 1 0

a21 a22 0 1

1 0 0 b12

0 1 0 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 0 0

a21 a22 0 0

1 0 b11 b12

0 1 b21 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 0 0

a21 a22 0 1

1 0 b11 0

0 1 b21 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 1 0

a21 a22 0 1

1 0 0 b12

0 1 0 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣b11 b12

b21 b22

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 0

1 0 b11

0 1 b21

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 a22 1

1 0 b12

0 1 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

∣∣∣∣∣− a11b11 − a12b21 + 1− a21b12 − a22b22 (1.7)

∣∣∣∣∣a11b11 + a12b21 − 1 a11b12 + a12b22

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22 − 1

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22 − 1

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣−1 a11b12 + a12b22

0 a21b12 + a22b22 − 1

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣a11b11 + a12b21 0

a21b11 + a22b21 −1

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣−1 a11b12 + a12b22

0 a21b12 + a22b22 − 1

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

∣∣∣∣∣− a11b11 − a12b21 + 1− a21b12 − a22b22 (1.8)

对比式 (1.7),(1.8)可见命题成立

注本题即是以下性质的二阶形式，感兴趣的同学可自行证明：设 A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×m，有

det(In −BA) = det

(
Im A

B In

)
= det(Im −AB) (1.9)

习题 1.12 (第三章第 8题)

♠
设 a, b, c,d为 4维数组向量.证明：det(2a− b,−a+ 2b− c,−b+ 2c− d,−c+ 2d) = 5det(a, b, c,d).
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1.3 第五周作业

证明 本题有多种变换方法，过程合理即可.

det(2a− b,−a+ 2b− c,−b+ 2c− d,−c+ 2d)

c2+c3+c4→c1===========
c3→c2

det(a+ d,−a+ b+ c− d,−b+ 2c− d,−c+ 2d)

c1→c2======det(a+ d, b+ c,−b+ 2c− d,−c+ 2d)

c2→c3======det(a+ d, b+ c, 3c− d,−c+ 2d)

3c4→c3======det(a+ d, b+ c, 5d,−c+ 2d)

=det(a, b+ c, 5d,−c)

=det(a, b, 5d,−c)

=5det(a, b, c,d)

习题 1.13 (第三章第 9题)

♠求以下排列的逆序数，并指出其奇偶性. (1) (6,8,1,4,7,5,3,2,9) (2) (6,4,2,1,9,7,3,5,8) (3) (7,5,2,3,9,8,1,6,4)

解 (1) τ(6, 8, 1, 4, 7, 5, 3, 2, 9) = 19，为奇排列；

(2) τ(6, 4, 2, 1, 9, 7, 3, 5, 8) = 15，为奇排列；

(3) τ(7, 5, 2, 3, 9, 8, 1, 6, 4) = 20，为偶排列.

习题 1.14 (第三章第 13题)

♠

用 Cramer法则求解下列线性方程组：

(1)


x1 − x2 + x3 = 3

x1 + 2x2 + 4x3 = 5

x1 + 3x2 + 9x3 = 7

(2)



2x1 + x2 − 5x3 + x4 = 8

x1 − 3x2 − 6x4 = 9

2x2 − x3 + 2x4 = −5

x1 + 4x2 − 7x3 + 6x4 = 0

解 (1)

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 1

1 2 4

1 3 9

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 12 (1.10)

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −1 1

5 2 4

7 3 9

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 36 (1.11)

∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 1

1 5 4

1 7 9

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 4 (1.12)

∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 3

1 2 5

1 3 7

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 4 (1.13)

于是方程组的解为

(x1, x2, x3) = (
∆1

∆
,
∆2

∆
,
∆3

∆
) = (3,

1

3
,
1

3
) (1.14)
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(2)

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −5 1

1 −3 0 −6

0 2 −1 2

1 4 −7 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 27 (1.15)

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
8 1 −5 1

9 −3 0 −6

−5 2 −1 2

0 4 −7 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 81 (1.16)

∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 8 −5 1

1 9 0 −6

0 −5 −1 2

1 0 −7 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −108 (1.17)

∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 8 1

1 −3 9 −6

0 2 −5 2

1 4 0 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −27 (1.18)

∆4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −5 8

1 −3 0 9

0 2 −1 −5

1 4 −7 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 27 (1.19)

于是方程组的解为

(x1, x2, x3, x4) = (
∆1

∆
,
∆2

∆
,
∆3

∆
,
∆4

∆
) = (3,−4,−1, 1) (1.20)

习题 1.15 (第三章第 14题)

♠

设 x0, x1, · · · , xn及 y0, y1, · · · , yn是任给实数，其中 xi(0 ≤ i ≤ n)两两互不相等.证明：存在唯一的次数
不超过 n的多项式 p(x)满足 p(xi) = yi, i = 0, 1, · · · , n.

证明 设 p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n，命题等价于证明以下 (n+1)元一次方程组有唯一解 (设 a0, a1, · · · , an为

未知数)： 

a0 + x0a1 + · · ·+ xn0an = y0

a0 + x1a1 + · · ·+ xn1an = y1
...

an + xna1 + · · ·+ xnnan = yn

(1.21)

注意到方程组 (1.21)的系数行列式为 (n+1)阶 Vandermonde行列式，有∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x0 · · · xn0

1 x1 · · · xn1
...

... · · ·
...

1 xn · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
0≤i<j≤n

(xj − xi) 6= 0 (1.22)

由 Cramer法则知方程组有唯一解 ai =
∆i+1

∆ (0 ≤ i ≤ n).
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1.3 第五周作业

注实际上我们由此得到了拉格朗日插值多项式

习题 1.16 (第三章第 16题)

♠

计算下列 n阶行列式

(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1
. . . . . .

an bn

cn dn

. . . . . .
c1 d1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 1 · · · 1

1 1 + a2
. . .

...
...

. . . . . . 1

1 · · · 1 1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2cos(θ) 1 0 · · · 0

1 2cos(θ) 1 · · · 0

0 1 2cos(θ) · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · 2cos(θ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解 (1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1
. . . . . .

an bn

cn dn

. . . . . .
c1 d1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1

c1 d1

a2 b2
. . . . . .

an bn

cn dn

. . . . . .
c2 d2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1

c1 d1

a2 b2
. . . . . .

an bn

cn dn

. . . . . .
c2 d2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= · · ·

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1

c1 d1

a2 b2

c2 d2
. . .

an bn

cn dn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
10
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=

∣∣∣∣∣a1 b1

c1 d1

∣∣∣∣∣×
∣∣∣∣∣a2 b2

c2 d2

∣∣∣∣∣× · · · ×

∣∣∣∣∣an bn

cn dn

∣∣∣∣∣
=

n∏
i=1

(aidi − cibi) (1.23)

(2)分以下三种情况讨论：
a.当 a1, a2, · · · , an 中存在两个及以上的 0，那么此时行列式有两行及以上相等，行列式的值为 0；
b.当 a1, a2, · · · , an中有一个 0 (设为 ak(1 ≤ k ≤ n))，而其余元素非零，此时行列式第 k行元素均为 1，有：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 1 · · · · · · · · · 1

1 1 + a2 · · · · · · · · · 1
...

...
. . .

...
...

...
1 1 1 1 · · · 1
...

...
...

...
. . .

...
1 1 1 1 · · · 1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−rk→r1,··· ,rk−1,rk+1,··· ,rn
====================

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 0 · · · 0

0 a2 · · · 0
...

...
...

1 1 · · · 1
...

...
. . .

...
0 0 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 0 · · · · · · · · · 0

0 a2 · · · · · · · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∏
i ̸=k

ai

注 a和 b两种情况也可以合并讨论
c.当 a1, a2, · · · , an 均非零：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 1 · · · 1

1 1 + a2 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−r1→r2,··· ,rn
===========

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 1 · · · 1

−a1 a2 · · · 0
...

...
. . .

...
−a1 0 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− 1

a2
r2−···− 1

an
rn→r1

================

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 + a1
n∑

i=2

1
ai

0 · · · 0

−a1 a2 · · · 0
...

...
. . .

...
−a1 0 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (

n∏
i=1

ai)(1 +

n∑
i=1

1

ai
)

(3)我们将 n阶这样的行列式记为 Kn，易知 K1 = 2cosθ,K2 = 4cos2θ − 1，当 n ≥ 3时，将 Kn 按照第一行展

开，得：

Kn = 2cosθKn−1 −Kn−2 (1.24)

方法一：这是一个二阶线性递推数列，其特征方程为：

λ2 = 2cosθλ− 1 (1.25)
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解特征方程得到特征根：

λ = e±iθ (1.26)

下面分类讨论：

a. θ = 2mπ(m ∈ Z)，此时特征根为重根 λ1 = λ2 = 1，且 cosθ = 1，数列的递推公式写为：Kn = 2Kn−1 −
Kn−2，易知Kn = n+ 1.

b. θ = (2m + 1)π(m ∈ Z)，此时特征根为重根 λ1 = λ2 = −1，且 cosθ = −1，数列的递推公式写为：

Kn = −2Kn−1 −Kn−2，易知Kn = (−1)n(n+ 1).
c. θ 6= mπ(m ∈ Z)，此时两个特征根不等：λ1 = eiθ, λ2 = e−iθ, λ1 6= λ2

设 Kn = c1λ
n
1 + c2λ

n
2，将 K1,K2 代入解得 c1 = 1−ei2θ

2−2cos(2θ) , c2 = 1−e−i2θ

2−2cos(2θ)，则 Kn = cos(nθ)−cos((n+2)θ)
1−cos(2θ) =

2sin((n+1)θ)sinθ
2sin2θ = sin((n+1)θ)

sinθ

方法二：cosθ = ±1时与方法一类似，不再赘述.
当 sin θ 6= 0时观察可知K1 = sin(2θ)

sin θ ,K2 = sin(3θ)
sinθ ，则我们猜测Kn = sin((n+1)θ)

sinθ .下面进行数学归纳法：
假设m < n(n ≥ 3)时均有Km = sin((m+1)θ)

sinθ 成立，则

Kn = 2cosθKn−1 −Kn−2

= 2cosθ
sin(nθ)

sinθ
− sin((n− 1)θ)

sinθ

=
2cosθ sin(nθ)− sin((n− 1)θ)

sinθ

=
sin((n+ 1)θ)

sinθ
(1.27)

由归纳法原理知命题成立.

注本题为三对角行列式的一种特殊情况，类似本题使用的方法可以计算一般的三对角行列式：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b

c
. . . . . .
. . . . . . b

c a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n

=


(n+ 1)(a2 )

n a2 = 4bc

(a+
√
a2 − 4bc)n+1 − (a−

√
a2 − 4bc)n+1

2n+1
√
a2 − 4bc

a2 6= 4bc
(1.28)

1.3.2 附录

对于最后一道题用到的知识的一些补充

二阶线性递推数列

一般的二阶线性递推数列 {an}的递推关系写为：

an = pan−1 + qan−2 (n ≥ 3, p 6= 0, q 6= 0) (1.29)

若已知 a1, a2，怎样求通项公式？

我们尝试将递推关系写为等比关系的形式如下：

an − λ1an−1 = λ2(an−1 − λ1an−2) (1.30)

从而可以列出方程组： λ1 + λ2 = p

λ1λ2 = −q
(1.31)

由韦达定理可知 λ1, λ2 是下面二次方程的两个根

λ2 − pλ− q = 0 (1.32)

12



1.3 第五周作业

我们将式 (1.32)称为特征方程，λ1, λ2称为特征根，可见特征方程与递推关系式类似，只是将 an, an−1, an−2

分别替换为了 λ2, λ, 1.
通过特征方程解出特征根后，有

an − λ1an−1 = λ2(an−1 − λ1an−2) = λ22(an−2 − λ1an−3) = · · · = λn−2
2 (a2 − λ1a1) (1.33)

观察可知式 (1.30)可变形为
an − λ2an−1 = λ1(an−1 − λ2an−2) (1.34)

则同理有

an − λ2an−1 = λn−2
1 (a2 − λ2a1) (1.35)

当 λ1 6= λ2 时，联立式 (2.3)(1.35)得

an =
a2 − λ2a1
λ1 − λ2

λn−1
1 − a2 − λ1a1

λ1 − λ2
λn−1
2 (1.36)

当 λ1 = λ2 = λ时，有

an − λan−1 = λ(an−1 − λan−2) = λ2(an−2 − λan−3) = · · · = λn−2(a2 − λa1) (1.37)

此时

an = (an − λan−1) + λ(an−1 − λan−2) + λ2(an−2 − λan−3) + · · ·+ λn−2(a2 − λa1) + λn−1a1

= (n− 1)λn−2(a2 − λa1) + λn−1a1 (1.38)

观察式 (1.36)(1.38)可见，通项公式 an是以 a1, a2, λ1, λ2为参数，n为自变量的函数，我们下面给出求通项

公式的一般程式：

(1)求特征方程 λ2 − pλ− q = 0的根 λ1, λ2，在上述证明过程中，我们并未将根限定在实数范围内，实际上，

在复数域中，二次方程必有两根.
(2)若 λ1 6= λ2，通项公式可写为 an = c1λ

n
1 + c2λ

n
2；若 λ1 = λ2 = λ，通项公式可写为 (c1 + c2n)λ

n.其中
c1, c2 为待定系数.

(3)将n = 1, 2代入通项公式，得到两个方程构成的方程组，可由此方程组求得 c1, c2，其表达式含 a1, a2, λ1, λ2，

即通项公式的参数.
至此，通项公式完全求出.

复数运算

¶实系数一元二次方程的复数解

在复数域中，任一实系数二次方程 ax2 + bx+ c = 0都存在两根，当其判别式∆ = b2 − 4ac < 0时，根为两

共轭复数：

x1 =
−b+ i

√
4ac− b2

2a
, x2 =

−b− i
√
4ac− b2

2a
(1.39)

¶欧拉公式

我们知道欧拉公式写为：

eiθ = cos(θ) + isin(θ) (1.40)

从而 e−iθ = cos(−θ) + isin(−θ) = cos(θ)− isin(θ)，反解得到：

cos(θ) =
eiθ + e−iθ

2
, sin(θ) =

eiθ − e−iθ

2i
(1.41)
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