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习题 1.23 (第四章第 7题 (2)(3)(4)(5))

♠

计算下列方阵的 k次方幂，k为正整数.

(2)

(
a b

−b a

)
(3)


1 a 1 0

0 1 0 1

0 0 1 a

0 0 0 1



(4)


1 1

1
. . .
. . . 1

1


n×n

(5)


a1b1 a1b2 · · · a1bn

a2b1 a2b2 · · · a2bn
...

... · · ·
...

anb1 anb2 · · · anbn



解 (2)法一：a = b = 0时，

(
a b

−b a

)k

= Ok = O

a, b不同时为 0时，
√
a2 + b2 6= 0，则有(

a b

−b a

)k

=

(√
a2 + b2

(
cosθ sinθ

−sinθ cosθ

))k

= (a2 + b2)k/2

(
cosθ sinθ

−sinθ cosθ

)k

= (a2 + b2)k/2

(
coskθ sinkθ

−sinkθ coskθ

)
(1.42)

其中 cosθ = a√
a2+b2

, sinθ = b√
a2+b2

，最后一步用到了旋转矩阵的 k次幂 (转 k次 θ角相当于转一次 kθ角)，
即习题 7.(1).注意：我们上述的讨论是在 a, b取实数的情况下进行的，当 a, b取复数时需要对结果进行解析延拓，

扩展到复数域，在此不做赘述。

法二：将矩阵进行拆分：

(
a b

−b a

)
= aI + b

(
0 1

−1 0

)
则有 (

a b

−b a

)k

= (aI + b

(
0 1

−1 0

)
)k =

k∑
i=0

Ci
ka

k−ibi

(
0 1

−1 0

)i

=

0≤i≤k∑
i=2m

Ci
ka

k−ibi

(
−1 0

0 −1

)m

+

1≤i≤k∑
i=2n+1

Ci
ka

k−ibi

(
0 1

−1 0

)(
−1 0

0 −1

)n

=


[ k2 ]∑
m=0

(−1)mC2m
k ak−2mb2m

[ k−1
2 ]∑

n=0
(−1)nC2n+1

k ak−2n−1b2n+1

−
[ k−1

2 ]∑
n=0

(−1)nC2n+1
k ak−2n−1b2n+1

[ k2 ]∑
m=0

(−1)mC2m
k ak−2mb2m

 (1.43)

注将矩阵拆分再按二项式展开计算矩阵幂次需满足拆成的两个矩阵可交换：即令 A = B + C，需 BC = CB

法三：一般的，求矩阵 k次幂的通法是进行相似对角化 (不要问我怎么化的，后面会学)：(
a b

−b a

)
=

(
1 1

i −i

)(
a+ bi 0

0 a− bi

)(
1/2 −i/2
1/2 i/2

)
def
= A−1BA (1.44)
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则有 (
a b

−b a

)k

= (A−1BA)k = A−1BkA =

(
1 1

i −i

)(
(a+ bi)k 0

0 (a− bi)k

)(
1/2 −i/2
1/2 i/2

)

=

(
(a+bi)k+(a−bi)k

2
i(a−bi)k−i(a+bi)k

2
i(a+bi)k−i(a−bi)k

2
(a+bi)k+(a−bi)k

2

)
(1.45)

(3)设 A =

(
1 a

0 1

)
，有 Ak =

(
1 ka

0 1

)
，故


1 a 1 0

0 1 0 1

0 0 1 a

0 0 0 1


k

=

(
A I

O A

)k

=

(
Ak kAk−1

O Ak

)

=


1 ka k k(k − 1)a

0 1 0 k

0 0 1 ka

0 0 0 1

 . (1.46)

(4) 将矩阵拆为两部分：


1 1

1
. . .
. . . 1

1


n×n

= In×n + Jn×n，其中 Jn×n =


0 1

0
. . .
. . . 1

0


n×n

，满足

Jk =


O In−k

O O

 k < n

O k ≥ n

，则由二项式定理：


1 1

1
. . .
. . . 1

1



k

= (I + J)k =

k∑
i=0

Ci
kJ

i =



1 C1
k C2

k · · · Cn−1
k

1
. . . . . .

...
. . . . . . C2

k

. . . C1
k

1


(1.47)

在上式中，我们并没有讨论 k和 n的大小关系，而是使用了更广泛的组合数定义 Cq
p = 0, ∀q > p来使结果

简洁.

(5)

注意到


a1b1 a1b2 · · · a1bn

a2b1 a2b2 · · · a2bn
...

... · · ·
...

anb1 anb2 · · · anbn

 = (a1, a2, · · · , an)T (b1, b2, · · · , bn)
def
= AB,

且 BA = (b1, b2, · · · , bn)(a1, a2, · · · , an)T =
n∑

i=1

aibi，有
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
a1b1 a1b2 · · · a1bn

a2b1 a2b2 · · · a2bn
...

... · · ·
...

anb1 anb2 · · · anbn


k

= (AB)k = ABAB · · ·AB = A(BA)(BA) · · · (BA)B

= A(

n∑
i=1

aibi)
k−1B = (

n∑
i=1

aibi)
k−1


a1b1 a1b2 · · · a1bn

a2b1 a2b2 · · · a2bn
...

... · · ·
...

anb1 anb2 · · · anbn



习题 1.24 (第四章第 8题)

♠8.设 A,B 都是 n阶对称方阵，且 AB = BA.证明 AB 也是对称方阵.

证明 (AB)T = BTAT = BA = AB，即 AB 为对称方阵.

习题 1.25 (第四章第 9题)

♠证明：两个 n阶上 (下)三角方阵的乘积仍是上 (下)三角.

证明 我们只证上三角阵，下三角阵同理.
设 A,B为任意两个 n阶上三角方阵，则 ∀1 ≤ j < i ≤ n有 Aij = Bij = 0，令 C = AB，则 ∀1 ≤ j < i ≤ n，

有

Cij =

n∑
k=1

aikbkj =

i−1∑
k=1

aikbkj +

n∑
k=i

aikbkj =

i−1∑
k=1

0 · bkj +
n∑

k=i

aik · 0 = 0 (1.48)

即 C 为上三角阵.

注上三角阵的等价表述是其行标大于列标的元素均为 0.

习题 1.26 (第四章第 10题)

♠证明：与任意 n阶方阵都乘法可交换的方阵一定是数量阵.

证明 设 A为与任意 n阶方阵均乘法可交换的 n阶方阵，考虑 A与矩阵 Eij(表示第 i行第 j列元素为 1，其余元
素均为 0的 n阶方阵)的乘法，有：

AEij = EijA =⇒ aii = ajj , api = ajq = 0 (∀p 6= i, q 6= j) (1.49)

其中 ast表示矩阵A的第 s行第 t列元素.在式 (1.49)中取 i = 1,令 j遍历 1到 n可得：a11 = a22 = · · · = ann

且 ast = 0 ∀s 6= t.即 A为数量阵.

习题 1.27 (第四章第 17题)

♠求所有满足 A2 = O,B2 = I, C
T
C = I 的 2阶复方阵 A、B、C.

解

(1)设 A =

(
a b

c d

)
，则由题得到方程组：a2 + bc = b(a+ d) = c(a+ d) = bc+ d2 = 0， 下面分类讨论：
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当 b = 0时 a = d = 0，c可取任意复数，此时 A =

(
0 0

c 0

)
;

当 b 6= 0时 a+ d = 0, bc = −a2，此时 A =

(
a b

−a2/b −a

)
.

(2)设 B =

(
a b

c d

)
，则由题得到方程组：a2 + bc = bc+ d2 = 1，b(a+ d) = c(a+ d) = 0， 下面分类讨

论：

当 b = 0时，a = ±1, d = ±1，有 B =

(
1 0

0 1

)
或

(
1 0

c −1

)
或

(
−1 0

c 1

)
或

(
−1 0

0 −1

)
；

当 b 6= 0时，a+ d = 0, c = 1−a2

b ，即 B =

(
a b

1−a2

b −a

)
.

(3)由 C
T
C = I 易知 CC

T
= I .设 C =

(
aeiα1 beiα2

ceiα3 deiα4

)
其中 a, b, c, d ≥ 0为模长.由 C

T
C = I 及 CC

T
= I

可得 a2 + b2 = a2 + c2 = c2 + d2 = b2 + d2 = 1，设 a = cosθ (θ ∈ [0, π2 ])，有 b = c = sinθ, d = cosθ.下面分类
讨论：

θ = 0时 C =

(
eiα1 0

0 eiα4

)
，θ = π

2 时 C =

(
0 eiα2

eiα3 0

)
(这两种情况可以合并到第三种的结果里)

θ ∈ (0, π2 ) 时进一步由题有 ei(α2−α1) + ei(α4−α3) = 0，得 α2 = α1 + α4 − α3 − π + 2kπ，故有 C =(
cosθeiα1 −sinθei(α1+α4−α3)

sinθeiα3 cosθeiα4

)
，这里将第一行第二列元素的辐角用其他三个角度表示是为了与二阶旋转矩阵

形式统一，特别地，当四个辐角均取 0时 C即为旋转矩阵.
下面给出丘维声《高等代数》下册对本题的做法：
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习题 1.28 (第四章第 30题)

♠

设 A为 n阶方阵，且满足 A3 = In.计算

(
O In

A O

)2024

.

解 (
O In

A O

)2024

=

(O In

A O

)2
1012

=

(
A O

O A

)1012

=

(
A O

O A

)1011(
A O

O A

)

=

(A O

O A

)3
337(

A O

O A

)

= I2n

(
A O

O A

)

=

(
A O

O A

)
. (1.50)
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