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习题 1.56 (第五章第 19题)

♠

求下列向量组的极大无关组与秩：

(1) a1 = (3,−2, 0), a2 = (27,−18, 0), a3 = (−1, 5, 8).

(2) a1 = (1,−1, 2, 4), a2 = (0, 3, 1, 2), a3 = (3, 0, 7, 14), a4 = (1,−1, 2, 0), a5 = (2, 1, 5, 6).

(3) a1 = (0, 1, 2, 3), a2 = (1, 2, 3, 4), a3 = (3, 4, 5, 6), a4 = (4, 3, 2, 1), a5 = (6, 5, 4, 3).

解 (1)假设 k1a1 + k2a2 + k3a3 = 0，其系数矩阵为：
3 27 −1

−2 −18 5

0 0 8

进行初等行变换，得

1 9 0

0 0 1

0 0 0


则 a1,a2,a3 秩为 2，且有 a2 = 9a1，则 a1,a3 或 a2,a3 构成向量组的极大无关组。

(2)假设 k1a1 + k2a2 + k3a3 + k4a4 + k5a5 = 0，其系数矩阵为：
1 0 3 1 2

−1 3 0 −1 1

2 1 7 2 5

4 2 14 0 6

进行初等行变换，得

1 0 3 0 1

0 1 1 0 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0


则 a1,a2,a3,a4,a5 秩为 3，且 a3 = 3a1 + a2,a5 = a1 + a2 + a4，则 a1,a2,a4 可构成向量组的极大无关组。

(3)假设 k1a1 + k2a2 + k3a3 + k4a4 + k5a5 = 0，其系数矩阵为：
0 1 3 4 6

1 2 4 3 5

2 3 5 2 4

3 4 6 1 3

进行初等行变换，得

1 1 1 −1 −1

0 1 3 4 6

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


则 a1,a2,a3,a4,a5秩为 2，且五个向量中任意两个都线性无关，故任意两个向量均可构成向量组的极大无关组。

习题 1.57 (第五章第 25题)

♠

求下列矩阵的秩，并求出它的行空间、列空间及零空间的一组基。

(1)


3 −2 0 1

−1 −3 2 0

2 0 −4 5

4 1 −2 1

 (2)


3 6 1 5

1 4 −1 3

−1 −10 5 −7

4 −2 8 0


解在两问中均记矩阵为 A，其四个行向量为 a1,a2,a3,a4，四个列向量为 b1, b2, b3, b4

(1)进行初等行变换（不交换行）得：


0 5 −6 4

1 3 −2 0

0 −6 0 5

0 0 0 0

，矩阵秩为 3，则 a1,a2,a3 可作为行空间的一组基。

进行初等列变换（不交换列）得：


0 0 0 1

0 0 1 0

1 0 0 0

0 0 −1 1

，则 b1, b3, b4 可作为列空间的一组基。
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利用行变换后的结果可得 Ax = 0的解集为 (8, 30, 49, 36)T t, t ∈ R，则 (8, 30, 49, 36)T 可作为零空间的一组基。

(2)进行初等行变换（不交换行）得：


0 3 −2 2

1 1 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

，矩阵秩为 2，则 a1,a2 可作为行空间的一组基。

进行初等列变换（不交换列）得：


0 0 1 0

−1 0 0 0

4 0 1 0

5 0 3 0

，则 b1, b3 可作为列空间的一组基。

利用行变换后的结果可得 Ax = 0的解集为 (−5, 2, 3, 0)T t+ (−1,−2, 0, 3)T s，其中 t, s ∈ R，则 (−5, 2, 3, 0)T 与

(−1,−2, 0, 3)T 可作为零空间的一组基。

习题 1.58 (第五章第 28题)

♠
证明：n阶方阵 A可逆 ⇐⇒ rank(A) = n ⇐⇒ A的行向量线性无关 ⇐⇒ A的列向量线性无关

证明 n阶方阵 A可逆 ⇐⇒ det(A) 6= 0 ⇐⇒ rank(A) = n，同时由于矩阵的秩 =行秩 =列秩，则 rank(A) =
n ⇐⇒ A的行向量线性无关 ⇐⇒ A的列向量线性无关，命题得证。

习题 1.59 (第五章第 29题)

♠设矩阵 A ∈ Fm×n的秩为 r，则 A的不等于零的 r阶子式所在行 (列)构成 A的行 (列)向量的极大无关组。

证明 由对称性，仅考虑行向量情形即可。通过交换行的位置，可以将不为 0的 r阶子式所在的行调整到前 r行，

故不妨设 A =

(
Ar B

C D

)
，其中 det(Ar) 6= 0，则 Ar 中 r个 r维行向量线性无关，则 (Ar B)作为其加长向量

组也线性无关，再由矩阵的秩为 r，可知前 r行即为行向量的极大无关组。

习题 1.60 (第五章第 31题)

♠

设 a1,a2, · · · ,an 是 Fn 的基，向量组 b1, b2, · · · , bn 与 a1,a2, · · · ,an 有关系式

(b1, b2, · · · , bn) = (a1,a2, · · · ,an)T.

证明：b1, b2, · · · , bn 为 Fn 的基当且仅当 T 为可逆方阵。

证明 设 T = (tij)n×n，则 bj =

n∑
i=1

tijai，而 (b1, · · · , bn)为 Fn的基当且仅当它们线性无关，即
n∑

j=1

λjbj = 0只

有零解，也即
n∑

j=1

n∑
i=1

λjtijai =

n∑
i=1

 n∑
j=1

λjtij

ai = 0只有零解，由 a1, · · · ,an是基，则
n∑

i=1

 n∑
j=1

λjtij

ai = 0

只有
n∑

j=1

λjtij = 0, i = 1, · · · , n，即 Tλ = 0，其中 λ = (λ1, · · · , λn)T，其只有零解当且仅当 T 可逆，命题得证。
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