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习题 1.61 (第五章第 34题)

♠
以向量组 a1 = (3, 1, 0), a2 = (6, 3, 2), a3 = (1, 3, 5)为基，求 β = (2,−1, 2)的坐标.

解即求线性表示的系数，做初等变换如下：
3 6 1 2

1 3 3 −1

0 2 5 2

→


1 3 3 −1

3 6 1 2

0 2 5 2

→


1 3 3 −1

0 −3 −8 5

0 2 5 2

→


1 3 3 −1

0 −3 −8 5

0 0 −1/3 16/3

 (1.60)

故坐标为 (x1, x2, x3)
T = (−76, 41,−16)T

习题 1.62 (第五章第 35题)

♠

设 a1 = (3, 2,−1, 4), a2 = (2, 3, 0,−1).

(1)将 a1, a2 扩充为 R4 的一组基；

(2)给出标准基在该组基下的表示；
(3)求 β = (1, 3, 4,−2)在该组基下的坐标.

解虽然题目给的向量是行向量，但我们还是习惯性地使用列向量来进行计算，即将所有向量转置.
(1)注意到 a1, a2 的前两个分量线性无关，故可以直接补充 a3 = (0, 0, 1, 0)，

a4 = (0, 0, 0, 1)得到一组基.

(2)基变换写为
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




3 2 0 0

2 3 0 0

−1 0 1 0

4 −1 0 1

 =


3 2 0 0

2 3 0 0

−1 0 1 0

4 −1 0 1



故


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


′

=


3 2 0 0

2 3 0 0

−1 0 1 0

4 −1 0 1


−1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 =


3 2 0 0

2 3 0 0

−1 0 1 0

4 −1 0 1


−1

即标准基在这组基下的表示为


3 2 0 0

2 3 0 0

−1 0 1 0

4 −1 0 1


−1

=


3/5 −2/5 0 0

−2/5 3/5 0 0

3/5 −2/5 1 0

−14/5 11/5 0 1


(3)由坐标变换公式，β′ = T−1β = (−3/5, 7/5, 17/5, 9/5).

习题 1.63 (第五章第 36题)

♠

将三维几何空间中的直角坐标系 [O; e1, e2, e3]绕单位向量 e = 1√
3
(1, 1, 1)逆时针旋转 θ角，求新坐标与原

坐标之间的关系.

解将标准基 1换为 e′1 = e及垂直于 e的平面内互相垂直的两单位向量 e′2 = 1√
2
(1,−1, 0), e′3 = 1√

6
(1, 1,−2)组成

的基 2，有过渡矩阵：
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T1 =


1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

− 1√
2

1√
6

1√
3

0 − 2√
6


满足

(e1, e2, e3)T1 = (e′1, e
′
2, e

′
3); (1.61)

再将基 2绕 e逆时针旋转 θ角得到基 3：(e′′1 , e
′′
2 , e

′′
3)，有过渡矩阵 (即二维旋转)：

T2 =


1 0 0

0 cosθ −sinθ
0 sinθ cosθ


满足

(e′1, e
′
2, e

′
3)T2 = (e′′1 , e

′′
2 , e

′′
3); (1.62)

由于旋转过程中基 1与基 2的相对位置保持不变，故基 1经旋转得到的基 4：(e′′′1 , e
′′′
2 , e

′′′
3 )与基 3之间满足

和基 1与基 2相同的关系：
(e′′′1 , e

′′′
2 , e

′′′
3 )T1 = (e′′1 , e

′′
2 , e

′′
3); (1.63)

即

(e′′′1 , e
′′′
2 , e

′′′
3 ) = (e′′1 , e

′′
2 , e

′′
3)T

−1
1 . (1.64)

综合式 (1.61),(1.62),(1.64)得到标准基在旋转前后的基变换：

(e′′′1 , e
′′′
2 , e

′′′
3 ) = (e1, e2, e3)T1T2T

−1
1 (1.65)

故坐标变换为：

α′ = Rα = T1T
−1
2 T−1

1 α (1.66)

旋转矩阵写为:

R = T1T
−1
2 T−1

1

=


(1 + 2cosθ)/3 (1− cosθ +

√
3sinθ)/3 (1− cosθ −

√
3sinθ)/3

(1− cosθ −
√
3sinθ)/3 (1 + 2cosθ)/3 (1− cosθ +

√
3sinθ)/3

(1− cosθ +
√
3sinθ)/3 (1− cosθ −

√
3sinθ)/3 (1 + 2cosθ)/3

 (1.67)

注本题也可以直接使用 Rodrigues转动公式：

R(ψ⃗) =


n21(1− cosψ) + cosψ n1n2(1− cosψ)− n3sinψ n1n3(1− cosψ) + n2sinψ

n1n2(1− cosψ) + n3sinψ n2
2(1− cosψ) + cosψ n2n3(1− cosψ)− n1sinψ

n1n3(1− cosψ)− n2sinψ n2n3(1− cosψ) + n1sinψ n2
3(1− cosψ) + cosψ


由于坐标轴绕 e逆时针转 θ角，故相对地，坐标绕 e顺时针转 θ角，即 ψ取 −θ，而转轴 e的三个分量即为

n1, n2, n3，代入得

R =


(1− cosθ)/3 + cosθ (1− cosθ)/3 +

√
3sinθ/3 (1− cosθ)/3−

√
3sinθ/3

(1− cosθ)/3−
√
3sinθ/3 (1− cosθ)/3 + cosθ (1− cosθ)/3 +

√
3sinθ/3

(1− cosθ)/3 +
√
3sinθ/3 (1− cosθ)/3−

√
3sinθ/3 (1− cosθ)/3 + cosθ



=


(1 + 2cosθ)/3 (1− cosθ +

√
3sinθ)/3 (1− cosθ −

√
3sinθ)/3

(1− cosθ −
√
3sinθ)/3 (1 + 2cosθ)/3 (1− cosθ +

√
3sinθ)/3

(1− cosθ +
√
3sinθ)/3 (1− cosθ −

√
3sinθ)/3 (1 + 2cosθ)/3

 (1.68)
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习题 1.64 (第五章第 40题)

♠

已知 F 5 中向量 a1 = (1, 2, 3, 2, 1)T 及 a2 = (1, 3, 2, 1, 2)T，求找一个齐次线性方程组使得 a1 与 a2 为该方

程组的基础解系.

解设系数矩阵为 A，则齐次线性方程组写为 Ax = O，a1和 a2构成方程组的基础解系，即方程组解空间维数等

于 2，故 rankA = 5− dimV = 5− 2 = 3，故找一个列数为 5，秩为 3，Aa1 = O,Aa2 = O的矩阵 A即可，例如：

A =


1 0 −1 1 0

1 −1 0 0 1

−4 1 0 1 0

 (1.69)

上式中 A的每一行是如何确定的？实际上 A的任意行向量 α满足

(
aT1

aT2

)
αT = O，这即是 A(a1, a2) = O转

置后的结果.

习题 1.65 (第五章第 41题)

♠

判断下列集合关于规定的运算是否构成线性空间

(1) V是所有实数对 (x,y)的集合，数域 F = R.定义

(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2), λ(x, y) = (x, y).

(2) V是所有满足 f(−1) = 0的实函数集合，数域 F = R.定义加法为函数加法，数乘为数与函数的乘法.
(3) V是所有满足 f(0) 6= 0的实函数的集合，数域 F = R.定义加法为函数加法，数乘为数与函数的乘法.
(4) V是数域 F上所有 n阶可逆方阵的全体，加法为矩阵的加法，数乘为矩阵的数乘.

解 (1)不构成线性空间.因为不满足数乘分配律：

(λ+ µ)(x, y) = (x, y) 6= (2x, 2y) = (x, y) + (x, y) = λ(x, y) + µ(x, y) (1.70)

(2)构成线性空间.由于实函数在加法和数乘下构成线性空间，我们只需证 V为实函数空间的子空间，即 V
封闭：设 f, g ∈ V，有 (f + g)(−1) = f(−1) + g(−1) = 0，故 f + g ∈ V ; λf(−1) = 0，故 λf ∈ V .

(3)不构成线性空间，因为 V对加法不封闭：
设 f ∈ V，则 f(0) 6= 0，−f(0) 6= 0.故 −f ∈ V，而 f + (−f) = 0是恒为 0的常量函数，其不在 V中，故 V

对加法不封闭.

(4)不构成线性空间，因为 V对加法不封闭：
设 A ∈ V，则 A可逆，显然 −A也可逆，但 A+ (−A) = O不可逆，即零矩阵不在 V中，V对加法不封闭.

习题 1.66 (第五章第 42题)

♠

设 V 是所有实函数全体在实数域上构成的线性空间，判断 V 中下列函数组是否线性相关.
(1)1, x, sinx;
(2)1, x, ex;
(3)1, cos 2x, cos2 x;
(4)1, x2, (x− 1)3, (x+ 1)3;
(5)cosx, cos 2x, · · · , cosnx.

解 (1)线性无关. (2)线性无关. (3)线性相关，注意到 cos 2x = 2 cos2 x− 1.
(4)线性相关，注意到 (x+ 1)3 − (x− 1)3 − 6x2 − 2 = 0.
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(5)线性无关，我们先断言 1, sinx, cosx, sin 2x, cos 2x, · · · , sinnx, cosnx线性无关.根据第五章第 12题的第三条，
知 cosx, cos 2x, · · · , cosnx线性无关.
以上断言的证明：设

f(x) = a+ b1 sinx+ c1 cosx+ b2 sin 2x+ c2 cos 2x+ · · ·+ bn sinnx+ cn cosnx = 0 其中a, bi, ci ∈ R.

依次设 g(x) = 1, sinx, cosx, sin 2x, cos 2x, · · · , sinnx, cosnx，分别计算定积分
∫ 2π

0
f(x)g(x)dx, 可得 a = b1 =

c1 = · · · = bn = cn = 0.

习题 1.67 (第五章第 44题)

♠

设 Fn[x]是次数小于或等于 n的多项式全体构成的线性空间.
(1)证明：S = {1, x− 1, (x− 1)2, · · · , (x− 1)n}构成 Fn 的一组基；

(2)求 S 到基 T = {1, x, · · · , xn}的过渡矩阵；
(3)求多项式 p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n ∈ Fn[x]在基 S 下的坐标.

证明 (1)根据 xk = ((x− 1) + 1)k(k = 0, 1, 2, · · · , n)的二项式展开及第五章第 17题知 S 线性无关，又 Fn[x]的

维数为 n+ 1，故 S 构成 Fn[x]的一组基.

解 (2)根据二项式展开 xk = ((x− 1) + 1)k =
k∑

i=1

Ci
k(x− 1)i.故

(1, x, · · · , xn) = (1, x− 1, · · · , (x− 1)n)



1 1 1 · · · 1

0 1 2 · · · n

0 0 1 · · · n(n−1)
2

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1


.

(3)

p(x) = a0+a1x+· · ·+anxn = (1, x, · · · , xn)


a0

a1
...
an

 = (1, x−1, · · · , (x−1)n)



1 1 1 · · · 1

0 1 2 · · · n

0 0 1 · · · n(n−1)
2

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1




a0

a1
...
an

 .

则 p(x)在 S 下的坐标为 

1 1 1 · · · 1

0 1 2 · · · n

0 0 1 · · · n(n−1)
2

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1




a0

a1
...
an

 =


p(1)
p′(1)
1!
...

p(n)(1)
n!


即为 p(x)在 1处的 Taylor展开.

习题 1.68 (第五章第 46题)
给定矩阵

A =


0 0 1

1 0 0

4 −2 1


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♠

令 V 是与 A乘法可交换的三阶实方阵全体.证明：V 在矩阵加法与数乘下构成实数域上的线性空间，并
求 V 的一组基与维数.

解根据线性空间及矩阵数乘定义知 V 构成线性空间.注意到下列矩阵

A =


0 0 1

1 0 0

4 −2 1

 , B =


0 −2 0

−1 −4 1

−2 0 0

 , I3

均与矩阵 A可交换，易知 A,B, I3线性无关.下面只需说明对任意矩阵X = xij ,若X 与 A乘法可交换，则X 可

以被 A,B, I3线性表示.比较XA与 AX 中各个分量的元素，知X = x23B+x11I3 +x13A.故 V 的基为 A,B, I3，

维数为 3.

习题 1.69 (第五章第 47题)

♠

V = Fn×n 是数域 F上所有 n阶矩阵构成的线性空间.令W 是数域 F上所有满足 trA = 0的 n阶矩阵的

全体.证明：W 是 V 的线性子空间.并求W 的一组基和维数.

证明 根据迹的线性性质知W 是 V 的线性子空间.易知 Eij(i 6= j), Ekk − Enn ∈ W ,其中 i, j = 1, 2, · · · , n, k =

1, 2, · · · , n−1,且线性无关.下面只需说明Eij(i 6= j), Ekk−Enn ∈W 可以张成W 即可，假设A ∈W ,即 trA = 0.
则 a11 + a22 + · · ·+ ann = 0,因此 ann = −a11 − · · · − an−1,n−1.于是 A =

∑
i ̸=j

aijEij +
∑
k ̸=n

akk(Ekk −Enn).因此

Eij(i 6= j), Ekk − Enn ∈W 构成W 的一组基，维数为 n2 − 1.
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