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习题 1.70 (第六章第 5题)

♠证明：R2 上的可逆线性变换可以分解为关于坐标轴的伸缩、反射及旋转变换的复合。

证明 显然关于坐标轴的伸缩、反射及旋转变换都是可逆的，且其逆变换仍为关于坐标轴的伸缩、反射及旋转变

换。且 R2 上任意线性变换都与一个二阶方阵对应。因此我们任取一个可逆线性变换 A 满足 A x = Ax，其中

A =

(
a b

c d

)
为可逆方阵，那么我们只需要证明可以通过将 A与关于坐标轴的伸缩、反射、旋转变换对应的矩

阵相乘来得到单位阵即可，我们先通过伸缩来使矩阵两列向量长度相等：(
a b

c d

)(
λ

µ

)
=

(
λa µb

λc µd

)
≜
(
a1 b1

c1 d1

)
由于 A可逆，a, c不同时为 0，b, d不同时为 0，则必存在 λ, µ > 0，满足 λ2(a2 + c2) = µ2(b2 + d2)，这也就是

a21 + c21 = b21 + d21，并且由齐次性不妨设其为 1，再通过旋转来使两列向量关于 y轴对称：(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
a1 b1

c1 d1

)
=

(
a1 cos θ − c1 sin θ b1 cos θ − d1 sin θ

a1 sin θ + c1 cos θ b1 sin θ + d1 cos θ

)
≜
(
a2 b2

c2 d2

)
设 a1 = cosα, c1 = sinα, b1 = cosβ, d1 = sin β，那么我们有：

a2 = cos(θ + α), b2 = cos(θ + β), c2 = sin(θ + α), d2 = sin(θ + β)

取 θ =
π − α− β

2
，就有 a2 + b2 = 0, c2 = d2，再通过一次伸缩使两个列向量正交且均化为单位向量：(

p

q

)(
a2 −a2
c2 c2

)
=

(
pa2 −pa2
qc2 qc2

)
≜
(
a3 −a3
c3 c3

)

那么必存在 p, q > 0，满足 q2c22 − p2a22 = 0，且由齐次性不妨设 q2c22 = p2a22 =
1

2
，此时矩阵两列向量互相正交，

且关于 y轴对称，均为单位向量，与坐标轴夹角都是
π

4
，所以若两列向量是正定向，只需再做一次旋转便可得

到单位阵，若为负定向，则先做一次反射再旋转，也可得到单位阵，至此我们便完成了命题的证明。

习题 1.71 (第六章第 6题)

♠在三维几何空间的直角坐标系中，求关于平面 x+ 2y + 3z = 0的对称变换。

解记所求变换为 T，所给平面为 S，任取 a = (x, y, z)T ∈ R3，设其关于 S 的对称点为 T (a) = (u, v, w)T ≜ b，

则 a, b中点落在 S 上，且 a, b之间的向量与 S 垂直，S 法向量为 −→n = (1, 2, 3)T，从而有：

x+ u+ 2(y + v) + 3(z + w) = 0, x− u =
y − v

2
=
z − w

3

解得 T (x, y, z)T = (u, v, w)T =

(
6

7
x− 2

7
y − 3

7
z,−2

7
x+

3

7
y − 6

7
z,−3

7
x− 6

7
y − 2

7
z

)T

.

习题 1.72 (第六章第 7题)

♠在三维几何空间的直角坐标系中，求关于直线 z = 2y = 3x的对称变换。

解记所求变换为 T，所给直线为 l，任取 a = (x, y, z)T ∈ R3，设其关于 l的对称点为 T (a) = (u, v, w)T ≜ b，则

a, b中点落在 l上，且 a, b之间的向量与 l垂直，l的方向向量为 −→u = ( 13 ,
1
2 , 1)

T，从而有：

3(x+ u) = 2(y + v) = z + w,
x− u

3
+
y − v

2
+ z − w = 0
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解得 T (x, y, z)T = (u, v, w)T =

(
−41

49
x+

12

49
y +

24

49
z,

12

49
x− 31

49
y +

36

49
z,

24

49
x+

36

49
y +

23

49
z

)T

.

习题 1.73 (第六章第 8题)

♠
在三维几何空间的直角坐标系中，求绕向量 e = (1,−1, 1)T 逆时针旋转 30◦ 角的变换。

解记所求变换为 T，任取 A = (a, b, c)T ∈ R3，设 e所在直线为 l，则过点 A且与 l垂直的平面 S 的方程为：

(x− a)− (y − b) + (z − c) = 0

设 l 与 S 交于点 O′ = (λ,−λ, λ)T，代入 S 方程得到 λ = a−b+c
3 ，所求的 T (A) 即为在平面 S 上，将点 A 绕

O′ 逆时针旋转（从 e的正方向看）30◦ 角得到的点，记为 B，接下来我们以 O′ 为原点取一组正交基，不妨取
−→u1 =

−−→
O′A,−→u3 =

−−→
O′O,−→u2 = −→u3 ×−→u1（向量外积），这样得到的 (−→u1,−→u2,−→u3)构成右手系。再对 −→u2 做伸缩使其模长

与 −→u1 相同，即 −→u2′ =
−→u2
|−→u2|

|−→u1|，那么
−−→
O′B =

√
3
2
−→u1 ± 1

2
−→u2′ (

−→
OA · e < 0时为+, > 0时为−)，上述过程中各个向量

均是可求出的，计算得到：

−→u1 = (a− λ, b+ λ, c− λ)T ,−→u2 = λ(b+ c, c− a,−a− b)T ,−→u3 = (−λ, λ,−λ)T

而显然 T 是一个线性变换，那么我们只需要计算标准正交基 e1, e2, e3 的像即可，利用上述过程计算得到：

T (e1) =

(√
3 + 1

3
,

√
3− 1

3
,
1

3

)T

, T (e2) =

(
−1

3
,

√
3 + 1

3
,

√
3− 1

3

)T

, T (e3) =

(
−
√
3 + 1

3
,−1

3
,

√
3 + 1

3

)T

据此我们便可得到所有点在该旋转变换下的像点，即 T (x, y, z)T = xT (e1) + yT (e2) + zT (e3).�
笔记

−−→
O′B表达式中正负号的不同是由于在 e的正方向和负方向看，逆时针是不同的。其实也可以用 e的方向作

为 u3 轴的方向，就可以避免讨论正负。

习题 1.74 (第六章第 36题)

♠

求下列线性变换在所指定的基下的矩阵

(1)在 Fn[x]中 ,A (P (x)) = P ′(x)，在基 e0 = 1, e1 = x, · · · , en−1 = xn−1

(n−1)! 下；

(2)以四个线性无关的函数

αl = eax cos bx α2 = eax sin bx α3 = x eax cos bx α4 = x eax sin bx

为基的四维空间中，线性变换为微分变换；

(3)给定 2阶实方阵 A,求 2阶实方阵构成的线性空间上的线性变换 A (x) = Ax− xA在基

e1 =

(
1 0

0 0

)
, e2 =

(
0 1

0 0

)
, e3 =

(
0 0

1 0

)
, e4 =

(
0 0

0 1

)
下的矩阵。

解 (1)由题 A (e0, e1, · · · , en−1) = (0, e0, e1, · · · , en−2) = (e0, e1, · · · , en−1)



0 1 0 · · · 0

0 1
. . .

...
. . . . . . 0

0 1

0


.

(2)由题可知 A 与 (1)中相同，那么有：

A (α1) = (eax cos bx)′ = eax(a cos bx− b sin bx) = aα1 − bα2,

A (α2) = (eax sin bx)′ = eax(a sin bx+ b cos bx) = bα1 + aα2,

44



1.10 第十二周作业

A (α3) = (xeax cos bx)′ = eax (cos bx+ ax cos bx− bx sin bx) = α1 + aα3 − bα4,

A (α4) = (xeax sin bx)′ = eax(sin bx+ ax sin bx− bx cos bx) = α2 + bα3 + aα4.

A (α1, α2, α3, α4) = (α1, α2, α3, α4)


a b 1 0

−b a 0 1

0 0 a b

0 0 −b a

 .

(3)设 A =

(
a b

c d

)
，则A e1 =

(
0 −b
c 0

)
= −be2 + ce3,A e2 =

(
−c a− d

0 c

)
= −ce1 + (a− d)e2 + ce4,A e3 =(

b 0

d− a −b

)
= be1 + (d− a)e3 − be4,A e4 =

(
0 b

−c 0

)
= be2 − ce3，于是：

A (e1, e2, e3, e4) = (e1, e2, e3, e4)


0 −c b 0

−b a− d 0 b

c 0 d− a −c
0 c −b 0

 .

习题 1.75 (第六章第 37题)

♠

在 R3 中定义线性变换

A (x, y, z)T = (x+ 2y, x− 3z, 2y − z)T .

求 A 在基 e1 = (1, 0, 0)T , e2 = (0, 1, 0)T , e3 = (0, 0, 1)T 下的矩阵。

解 A e1 = (1, 1, 0) = e1 + e2,A e2 = (2, 0, 2) = 2e1 + 2e3,A e3 = (0,−3,−1) = −3e2 − e3，则有：

A (e1, e2, e3) = (e1, e2, e3)


1 2 0

1 0 −3

0 2 −1

 ≜ (e1, e2, e3)A

则 A即为 A 在基 e1 = (1, 0, 0)T , e2 = (0, 1, 0)T , e3 = (0, 0, 1)T 下的矩阵。

习题 1.76 (第六章第 38题)

♠

设 R3 中的线性变换 A 将

α1 = (0, 0, 1)T , α2 = (0, 1, 1)T , α3 = (1, 1, 1)T

变换到

β1 = (2, 3, 5)T , β2 = (1, 0, 0)T , β3 = (0, 1,−1)T .

求 A 在自然基和 α1, α2, α3 下的矩阵。

解 容易看出 e1 = α3 − α2, e2 = α2 − α1, e3 = α3，则 A e1 = β3 − β2 = −e1 + e2 − e3,A e2 = β2 − β1 =

−e1 − 3e2 − 5e3,A e3 = β1 = 2e1 + 3e2 + 5e3，则有：

A (e1, e2, e3) = (e1, e2, e3)


−1 −1 2

1 −3 3

−1 −5 5

 ≜ (e1, e2, e3)A

则 A即为 A 在自然基 e1, e2, e3 下的矩阵。
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而 A α1 = β1 = 2α1 + α2 + 2α3,A α2 = β2 = −α2 + α3,A α3 = β3 = −2α1 + α2，则有：

A (α1, α2, α3) = (α1, α2, α3)


2 0 −2

1 −1 1

2 1 0

 ≜ (α1, α2, α3)B

则 B 即为 A 在 α1, α2, α3 下的矩阵。

习题 1.77 (第六章第 41题)

♠

在 R3 中给定两组基：

α1 = (1, 0, 1)T , α2 = (2, 1, 0)T , α3 = (1, 1, 1)T ; β1 = (2, 3, 1)T , β2 = (7, 9, 5)T , β3 = (3, 4, 3)T .

定义线性变换 A (αi) = βi (i = 1, 2, 3) .

(1)求 A 在基 α1, α2, α3 下的矩阵；

(2)求 A 在基 β1, β2, β3 下的矩阵。

解 (1)计算得 A α1 = β1 = −3

2
α1 +

1

2
α2 +

5

2
α3,A α2 = β2 = −3α1 + α2 + 8α3,A α3 = β3 = −α1 + 4α3，则有：

A (α1, α2, α3) = (α1, α2, α3)


− 3

2 −3 −1
1
2 1 0
5
2 8 4

 ≜ (α1, α2, α3)A

则 A即为 A 在基 α1, α2, α3 下的矩阵。

(2)由前一问 A (β1, β2, β3) = A (A (α1, α2, α3)) = A 2(α1, α2, α3) = (α1, α2, α3)A
2 = (β1, β2, β3)A.

从而 A 在基 β1, β2, β3 下的矩阵也为 A.

习题 1.78 (第六章第 42题)

♠

设 V 为 n维线性空间，A : V → V 为线性变换.若存在 α ∈ V ,使得 A n−1α 6= 0,但是 A nα = 0,证明：
A 在某组基下的矩阵为 

0 1 0 · · · 0

0 1
. . .

...
. . . . . . 0

0 1

0


证明 先证 α,A α, · · · ,A n−1α为 V 的一组基，只需证它们线性无关即可。设 λ1α+λ2A α+ · · ·+λnA n−1α = 0，

由题 k ⩾ n时，A kα = 0，则等式两边同时作用A n−1可得 λ1A n−1α = 0，由于A n−1α 6= 0，则 λ1 = 0，同理

将等式两边同时作用 A n−m 可得 λm = 0,m = 1, · · · , n，从而 α,A α, · · · ,A n−1α为 V 的一组基，于是：

A (A n−1α, · · · ,A α, α) = (0,A n−1α, · · · ,A α) = (A n−1α, · · · ,A α, α)



0 1 0 · · · 0

0 1
. . .

...
. . . . . . 0

0 1

0


故题中所给矩阵为 A 在基 (A n−1α, · · · ,A α, α)下的矩阵。�
笔记这是个很常见的取法，以后也可能会多次见到，建议记住并掌握证明方法。
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习题 1.79 (第六章第 43题)

♠

设 α1, α2, · · · , αn 为线性空间 V 的一组基，证明：对于任意 β1, β2, · · · , βn ∈ V , 存在线性变换 A , 使得
A (αi) = βi (i = 1, 2, · · · , n) .

证明 由于 α1, α2, · · · , αn为 V 的一组基，那么 ∀βk, k = 1, · · · , n，存在唯一的一组常数 λ1k, · · · , λnk 使得 βk =

λ1kα1 + · · ·+ λnkαn，取方阵 A满足 (A)ij = λij，由于线性变换与矩阵之间存在着一一对应，那么必存在一个

线性变换 A，其在基 α1, α2, · · · , αn 下的矩阵为 A，于是有：

A (α1, α2, · · · , αn) = (α1, α2, · · · , αn)A = (β1, β2, · · · , βn)

从而 A (αi) = βi, i = 1, · · · , n，于是 A 即为所求的线性变换。�
笔记 或者也可以直接定义映射 A : λ1α1 + · · · + λnαn 7→ λ1β1 + · · · + λnβn，容易验证线性性。这是因

为 α1, α2, · · · , αn 为 V 的一组基，所以 V 中任意元素都能写成它们的线性组合，我们把组合系数“迁移”到

β1, β2, · · · , βn上，便得到了要求的线性变换。并且我们其实可以把这个结论推广到线性映射，即 β1, β2, · · · , βn ∈
U 为另一个线性空间，以同样的方式定义映射，验证线性性即可。
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