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习题 1.80 (第六章第 11题)

♠

给定 R3中线性变换 A (x, y, z)T = (2x+ y − z, x+ 2y + z, 4x+ 5y + z)T .求 A 的像空间与核空间的维数

及一组基

解由于 A e1 = (2, 1, 4)T ,A e2 = (1, 2, 5)T ,A e3 = (−1, 1, 1)T ,因此

A (e1, e2, e3) = (e1, e2, e3)


2 1 −1

1 2 1

4 5 1

 .

作初等列变换


2 1 −1

1 2 1

4 5 1

→


0 0 −1

0 1 1

0 2 1

 .故 imA 的基为 e2 + 2e3,−e1 + e2 + e3,维数为 2.

注意到

A (x1, x2, x3)
T = A (x1e1 + x2e2 + x3e3) = A (e1, e2, e3)


x1

x2

x3

 = (e1, e2, e3)


2 1 −1

1 2 1

4 5 1



x1

x2

x3

 .

由于 e1, e2, e3 作为基是线性无关的，因此 A (x1, x2, x3)
T = 0 当且仅当


2 1 −1

1 2 1

4 5 1



x1

x2

x3

 = 0. 可解得

(x1, x2, x3) = (−1, 1,−1),故 kerA 的基为 −e1 + e2 − e3,维数为 1.

习题 1.81 (第六章第 12题)

♠证明：从高维数组空间到低维数组空间的投影变换不是可逆变换.

证明 若可逆，这意味着高维数组空间的维数与低维数组空间维数相同，但这显然不可能!

习题 1.82 (补充题)

♠

设 BU = (α1, · · · , αn),BV = (β1, · · · , βm) 分别为线性空间 U ,V 的基.BU∗ = (α1, · · · , αn),BV ∗ =

(β1, · · · , βm) 分别为 BU 与 BV 的对偶基. 设线性映射 A : U → V 在基 BU 与 BV 下的矩阵为 A, 求
A ∗ : V ∗ → U∗ 在基 BU∗ 与 BV ∗ 下的矩阵.

解 设 A ∗(β1, · · · , βm) = (α1, · · · , αn)B, 其中 B = (bij). 故 A ∗βi =
n∑

j=1

bjiα
j，两边同时作用 αj，有 bji =

(A βi)(αj) = βiA (αj) = βi(
m∑

k=1

akjβj) = aij .故 B = AT .

习题 1.83 (第六章第 21题)
判断以下矩阵 A,B 是否相似?并说明理由.

(1)A =


1 2 3

0 1 0

0 0 1

 , B =


1 2 0

0 1 3

0 0 1

 ;
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♠

(1)A =


1 2 0 0

0 1 3 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , B =


1 2 0 0

0 1 0 0

0 0 1 3

0 0 0 1

 .

解 (1)注意到 r(I −A) 6= r(I −B),因此 A,B 不相似.
(2)注意到 r(I −A)2 6= r(I −B)2,因此 A,B 不相似.

注后面我们将会证明：两个矩阵是否相似，可以完全由一些矩阵的秩判断.

习题 1.84 (第六章第 22题)

♠

求三阶可逆方阵 P 使得 P


1 0 0

0 2 0

0 0 3

P−1 =


3 0 0

0 1 0

0 0 2

 .

解设 P = (α1, α2, α3),记 A =


3 0 0

0 1 0

0 0 2

.注意到 P


1 0 0

0 2 0

0 0 3

P−1 =


3 0 0

0 1 0

0 0 2

等价于 A(α1, α2, α3) =

(α1, 2α2, 3α3).因此问题转化为求矩阵 A的特征向量.Aα1 = α1等价于 (A− I)α1 = 0,解得 α1 = (0, 1, 0)T (α1取

值不唯一!),同理 α2 = (0, 0, 1)T , α3 = (1, 0, 0)T . 因此可以取 P =


0 0 1

1 0 0

0 1 0

.

注事实上，以上求解过渡矩阵的过程给出了求解可对角化矩阵到对角矩阵的过渡矩阵的一般方法 (即求特征向
量).具体操作如下：
假设 P = (α1, α2, · · · , αn),且 P−1AP = diag(λ1, λ2, · · · , λn).于是

A(α1, α2, · · · , αn) = AP = Pdiag(λ1, λ2, · · · , λn) = (α1, α2, · · · , αn)diag(λ1, λ2, · · · , λn) = (λ1α1, λ2α2, · · · , λnαn)

因此求 P 即求 αi,即求矩阵 A关于特征值 λi 的特征向量，也即求解线性方程组 (λiI −A)x = 0的解.

习题 1.85 (第六章第 24题)

♠
设 A与 B 相似，C 与 D相似.证明：diag(A,C)与 diag(B,D)相似.反之是否成立?

证明 由于 A与 B 相似，C 与 D相似，因此存在可逆矩阵 P,Q，使得 PAP−1 = B,QCQ−1 = D.故

diag(P,Q)diag(A,C)diag(P−1, Q−1) = diag(B,D).

反之不成立，考虑 diag(1, 0)与 diag(0, 1).
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